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TROISIEME EDITION 


PARIS 
.GAUTHIER-VILLARS, LIBRAIRE, QUAI DES AUGUSTINS, 55 


1891 


\, 


“) 


Ade la » 


Cette nouvelle édition se distingue de la précédente, non seule- 
ment par d'assez nombreuses modifications de détail, mais surtout 
par le développement donné á certaines théories. 

Ainsi, j'ai cru devoir, en m'appuyant surtout sur les recherches 
de M. Darboux, ajouter á la théorie de Poinsot sur la rotation 
autour d'un point fixe les théorèmes remarquables relatifs à ГБег- 
polhodie et au mouvement d'un solide pesant, dont cette théorie 
s'est enrichie récemment. 

Les équations générales de la dynamique ont été complétées par 
Гехрозё sommaire des méthodes d’Hamilton et de Jacobi. 

Le quatrième livre, contenant l'Hydrostatique et l'Hydrodyna- 
mique, a recu également des développements qui en ont doublé 
Рёепдие. 

Enfin, j'ai consacré un livre nouveau, le cinquième, à la théorie 
si importante du potentiel et de l'attraction des ellipsoides, car je ne 
prévois guère le moment où il me sera permis de rédiger le volume 
complémentaire qui devait renfermer ces problèmes avec beaucoup 
d'autres. 
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Ne pouvant indiquer ici tous les ouvrages ou mémoires auquels 
j'ai fait des emprunts, je signalerai toutefois le tome VII du Traité 
de Mécanique générale de М. Resal qui, par la variété des questions 
qui y sont traitées et l'élégance des méthodes suivies, m'a été fort 
utile; les Vorlesungen über mathematische Physik de G. Kirchoff(t. I), 
le Treatise on Fluid motion de М. H. Lamb (trad. de Reiff), le 
Treatise on Natural Philosophy de MM. Thomson et Tait, et les 
nombreux ouvrages publiés depuis quelques années sur la théorie 
du potentiel (Betti, Mathieu, Neumann, ete....). 

Aux exercices, déjà très-nombreux, que renfermait la deuxième 
édition, j’en ai ajouté quelques-uns, puisés en partie dans les 
recueils de MM. de Saint-Germain et Villié. 


Pu. GiLbERT. 
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MECANIQUE ANALYTIQUE. 


NOTIONS PRÉLIMINAIRES SUR LES RÉSULTANTES. 


1. Soient (fig. 1) des droites OA, ОВ, OC, ... OE tirées d'un même 
point O, ayant chacune une longueur et une direction déterminées. Si] 
Yon porte bout & bout, & partir du point A, les 
droites AB’, BC’, ..., D’E’, respectivement égales, 
parallèles à OB, OC, ... OE et de même sens, la 
droite OE”, menée du point Oà l'extrémité de la der- 
niére droite et qui ferme le polygone OAB'C' ... E”, 
s'appelle la résultante ou la somme géométrique des 
droites OA, OB, OC, ...OE. Réciproquement, celles- Fig. 1. 
ei sont dites les composantes de la droite ОЕ’. 

Si les composantes se réduisent á deux, ОА, OB, la résultante se 
confond avec la diagonale du parallélogramme construit sur ОА, OB; s’il 
y en a trois OA, OB, OC, la résultante n'est autre que la diagonale du 
parallélipipède construit sur OA, OB, OC. 

Menons par le point O une droite indéfinie OX. En vertu du théoréme 
des projections, si Гоп parcourt le contour fermé OAB' ... E'O toujours 
dans le même sens, مع‎ multipliant chaque côté par le cosinus de l'angle 

1 
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qui fait sa direction, prise dans le sens du mouvement, avec la direction 
donnée ОХ, la somme de ces produits sera nulle. Si 0026 nous appelons 
р, P’, P”, ... В les longueurs respectives des droites VA, OB, OC, ... et de 
leur résultante OE’; a, «’, a” ..., a les angles de leurs directions avec OX, 
et si nous observons que la résultante OE’ est parcourue dans le sens E’O 
contraire á sa direetion propre, nous aurons 


P cos a + Р’ cos «’ + Р” cos a” + «+ — В cos =0, 
ou 


(1) В cos a =P cos a + P' cos а’ + P” cos a” + »- 


> 


Donc la projection de la résultante de plusieurs droites sur une direc- 


tion quelconque est égale d la зотте algébrique des projections des 
composantes sur cette méme direction. 

2. Nous déterminerons la direction d'une droite OA = P au moyen des 
angles a, В, y qu’elle forme avec les directions positives de trois axes coor- 
donnés rectangulaires OX, OY, OZ, tirés du point O. Chacun de ces 
angles peut varier de o” à 180°, son cosinus de ل‎ 3 à — г. Les trois 
cosinus directeurs d'une droite OA étant donnés en grandeur et en signe, 
la direction de la droite est donc déterminée sans aucune ambiguité; la 
direction opposée AO est caractérisée par des cosinus directeurs respecti- 
vement égaux et de signes contraires. 

Les projections de la droite P sur les axes 


P cosa, Pcosf, “P cos y, 


sont, d’aprés la remarque ci-dessus, égales aux composantes de cette droite 
parallélement & OX, OY, OZ; de plus, les signes dont elles sont affectées 
(suivant que les angles x, В, у sont aigus ou obtus) montrent si ces com- 
posantes sont dirigées dans le sens des axes coordonnés positifs ou en 
sens contraire. Par une convention fort utile, nous regarderons les 
composantes P,, P,, P. de la droite P comme positives dans le premier 
cas, comme négatives dans le second. Ainsi nous aurons, en grandeur et 
en signe, 
P,=Pcosa, P,=Pcosf, P, =P cosy; 


réciproquement, les composantes d'une droite P suivant trois axes rec- 
tangulaires déterminent complétement cette droite en grandeur et en 
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direction, саг on a 
P = / Pi + PS + Pi, 
P, °Р, P, 
cosa= cos В = = 009 y ==. 

3. Pour déterminer analytiquement la résultante В d'un nombre quel- 
conque de droites OA =P, OB =P", ... partant d'un point O, on décom- 
posera la droite P suivant trois axes rectangulaires ОХ, OY, OZ menés 
par ce point. La droite 2 étant donnée de grandeur et de direction, ses 
composantes P,, P,, P, seront connues, d’après ce qui précède. Concevons 
qu’on opère de même pour chacune des droites Р’, P”, ... et pour la 
résultante В. L'équation (1) donne immédiatement la relation 


В, 一 Pz + Ps + Pz + eee 
entre les composantes de P, Р’,Р”,... В suivant OX, et deux relations 
semblables pour les axes OY, OZ. Si donc nous indiquons par le sym- 
bole 2 une somme de termes semblables qui s'étend A toutes les droites 
P, P”, P”, ..., nous aurons les égalités 


(2) R,=2P,, R,=23P,, BR. 一 2P,. 


Done, la résullante В d'un nombre quelconque de droites P, P’, P”, ... 
a pour composantes, suivant trois axes rectangulaires, les sommes algé- 
briques des composantes, suivant ces mémes axes respectivement, de toutes 
les droites données P, P’, Р”, ... 

Réciproquement, et cette remarque nous sera fort utile, toute droite Q 
qui jouirait de la propriété précédente coinciderait nécessairement en 
grandeur et en direction avec la résultante R des droites P. En effet, on 
a vu plus haut ($) qu'une droite est parfaitement déterminée en grandeur 
et en direction si ses composantes suivant trois axes rectangulaires sont 
données en grandeur et en signe. Donc les composantes ZP., 2P,, 2P., de 
la droite 0 coincidant avec celles de la résultante В des droites P, les 
droites Q et R se confondent en grandeur et en direction. 

Ainsi, lorsque les composantes d'une droite Q suivant trots axes 
rectangulaires sont respectivement les sommes algébriques des composantes 
suivant ces mémes axes, de droites données P, P’, P’’, ... en nombre 
quelconque, on peut affirmer que la droite Q est la résultante de P, P’,P’’,... 

I} est toujours entendu qu'il s’agit de droites partant d'un même point О. 
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4. Les équations (2) conduisent encore aux conséquences suivantes : 
4° si a, b, с désignent les angles que fait la résultante В avec OX, OY, 
OZ, on a les relations 

RY = (2P.) + (2P,)*-+ (2P,)*, 
2P, 


8 — =P. cos — 2 cos € 一 一 一 
Co ‘= | А TR 


2° Quel que soit l'ordre dans lequel on range les composantes P, Р’, 
P”, ... pour effectuer la construction polygonale qui fournit leur résul- 
tante В, pourvu que Гоп conserve à chacune sa direction propre, la 
résultante В ne change ni de grandeur ni de direction, car cet ordre 8 
aucune influence sur la valeur de ZP,, 2P,, ZP., et par suite de R,, R,, R.. 

3° Si les composantes P, P’, P’’, ... sont dirigées suivant пос même 
droite, les unes dans un sens, les autres en sens contraire, et que l'on 
affecte les premières du signe -|-, les autres du signe —, la résultante В 
des droites P sera donnée, en grandeur et en direction, par la somme 
algébrique des composantes. Car, si l’on prend pour axe OX la direction 
positive des forces P, les équations (2) font voir que R,, В, sont nuls; la 
résultante R tombe sur la droite OX. De plus, en vertu de la convention 
sur les signes des droites, l'équation В, 一 =P, se reduit à 

В = ХР, 
et le signe de 2P montre ainsi dans quel sens la résultante В est dirigée. 

Dans le cas général, P, Р’, P””, ... В sont des quantités absolues, -et 
c'est dans ce sens que l'équation (1) est établie. Néanmoins, cette relation 
subsiste alors même que P, P’, P”, ... désigneraient des longueurs 
mesurées suivant certains axes et susceptibles de signes. Par exemple, si 
روط‎ Py, P. désignaient les composantes (positives ou négatives) d'une 
droite P suivant trois directions OX, OY, OZ; a, a’, a”, a les angles que 
font ces directions et celle de P avec une direction OX’, on aurait toujours 

P cos а =P, cos a 十 P, cos a’ عل‎ P, cos a”. 

Car si l'une des composantes, P, par exemple, était négative, c’est-à-dire 

dirigée en sens contraire de ОХ, il faudrait, pour appliquer l’équation (т), 


changer à la fois le signe de P, et celui de cos a, ce qui ne change pas le 
signe du produit P, cos a, 


LIVRE PREMIER. 


CINÉMATIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 


DE LA VITESSE D'UN POINT, DE LA VITESSE RELATIVE ET DE 
LA COMPOSITION DES VITESSES. 


5. La Mécanique est la science qui a pour objet l'étude du mouvement 
que prennent les corps dans des conditions déterminées. Pour simplifier 
cette étude, il est commode d'étudier d'abord le mouvement en lui-méme, 
abstraction faite des causes qui le produisent ou qui le modifient, et Гоп 
nomme cinématique la partie de la mécanique qui traite de ces questions. 

Tout 16 monde sait ce qu'on entend par le mot mouvement. Quand les 
distances entre les points de deux corps varient d'une maniére continue, 
nous disons que l’un est en mouvement par rapport à l'autre, Lorsqu'un 
corps se déplace par rapport á un systéme d'autres corps, qui conservent 
les uns relativement aux autres des positions invariables, le premier est 
dit en mouvement par rapport á се systéme de corps. L'idée de mouve- 
ment, prise en elle-méme, est donc essentiellement relative. Mais si nous 
choisissons un certain système invariable de corps ou de lignes idéales 
qui en dépendent, tel qu'un systéme d’axes rectangulaires, et si nous lui 
attribuons, par une pure détermination de notre esprit, la propriété d’être 
fixe, immobile dans l’espace, nous pouvons rapporter à ce système les 
mouvements des autres corps en étudiant leurs changements de position 
par rapport à lui. Ces mouvements sont ceux que nous appellerons 
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mouvements absolus; nous n'attribuerons pas un autre sens & cette 
expression en cinématique. 

6. On fait souvent usage en géométrie de la considération du mouve- 
ment; ainsi, on regarde une surface comme engendrée par le déplacement 
d'une certaine courbe. Mais cette manière de considérer le mouvement se 
distingue par un caractére essentiel de celle que nous allons examiner : on 
y fait abstraction du temps que la figure mobile met á passer d'une 
position á une autre. L'objet propre de la cinématique est, au contraire, 
les relations entre les positions successives d'une même figure et les 
époques correspondantes. 

D'autre part, comme l'indique la définition, la cinématique se distingue 
de la mécanique proprement dite en ce qu'elle ne s'occupe pas des causes 
qui produisent le mouvement ou qui le modifient; elle ne voit que les 
mouvements eux-mêmes, et à raison de ce point de vue où elle se place, 
elle fait aussi abstraction des qualités matérielles des corps, des différen- 
ces de nature, de poids, etc., qu’ils peuvent offrir, pour ne voir que leur 
figure géométrique qui se déplace. 

Nous étudierons successivement 1° le mouvement d'un simple point 
géométrique; 2° le mouvement d'un système de points conservant unc 
figure invariable, ce que nous appelons, pour abréger, ип soltde. 

7. La notion du temps, qui entre dans celle du mouvement, est de 
celles que nous possédons indépendamment de toute définition : elle nous 
est donnée par la succession des phénoménes qui se passent sous 5 
yeux. Mais il est nécessaire, pour pouvoir mesurer le temps, de définir 
d'une manière précise ce qui constitue l'égalité des temps. 

Nous disons que deux intervalles de temps sont égaux, lorsqu'un même 
corps, placé dans des conditions parfaitement identiques de part et 
d'autre, exéeute pendant ces deux intervalles de temps, des mouvements 
identiques. Nous n'examinons pas ici les procédés plus ou moins rigoureux 
à l’aide desquels on réalise en pratique cette comparaison de deux inter- 
valles de temps. De la définition de l'égalité, on passe sans peine à celle 
d'un rapport entier, fractionnaire, incommensurable entre deux temps, 
d’où il suit qu’un intervalle de temps déterminé étant choisi pour unité, 
tout autre intervalle sera représenté par un nombre, mesurant son 
rapport à l’unité adoptée. 

Le choix de cette unité est arbitraire et les théories de la mécanique 
en sont nécessairement indépendantes. Dans l’usage ordinaire et pour les 
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applications, on prend comme unité la seconde de temps moyen, c'est-à- 
dire la 86400 partie du jour solaire moyen déterminé par les observa- 
tions astronomiques. Nous prendrons pour unité de longueur le métre, 
dont la détermination est bien connue. 

8. La ligne que décrit un point dans son mouvement se nomme sa 
trajectoire; elle peut être rectiligne ou curviligne. Les notions suivantes 
sont communes & ces deux genres de mouvements. Nous donnerons 
ensuite celles qui se rapportent exclusivement au mouvement curviligne. 

Le mouvement d'un point est uniforme, lorsqu'il parcourt des espaces 
égaux dans des temps égaux, si petits que soient ces temps, en sorte que 
les ares décrits par le point mobile sont proportionnels aux temps qu'il 
met & les décrire. On nomme vitesse, dans le mouvement uniforme, ce 
rapport constant qui existe entre les espaces parcourus et les temps 
correspondants; — ou encore, l'espace parcouru dans un temps égal 
à Vunité. 

Quand le mouvement d'un point n'est ni uniforme, ni composé d'une 
suite de mouvements uniformes, il est dit varié. La définition de la vitesse, 
appliquée á un tel mouvement, ne représenterait plus rien de déterminé, 
mais on la généralise comme il suit pour tous les mouvements. 

Désignons par { le temps, compté depuis une époque déterminée que 
Yon choisit pour origine du temps, jusqu’à l'instant 
où le point mobile occupe une position M sur la ligne, 
droite ou courbe, qu'il décrit. Soit М’ (fig. 2) la posi- 
tion qu'il occupe à l’époque t + At. Divisant Гаге MM’ 
par At, on aura ce qu'on appelle la vitesse moyenne du 
point pendant le temps At. Supposons At infiniment 
petit, et par suite MM: la limite de la vitesse moyenne, Fig. 2. 
ou la limite du rapport 

arc MM’ 
a” 
est ce que Гоп nomme la vitesse du point à l’époque ¢. 

Pour déterminer le mouvement du point sur sa trajectoire, supposée 
connue, on prend sur celle-ci une origine fixe A, et Гоп désigne par s la 
longueur de l’arc compris entre cette origine et le point M où se trouve 
le mobile à l’époque t. Si Гоп connaît la relation entre les variables 
م‎ et t, on connaîtra parfaitement la loi du mouvement, puisque l'on 
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pourra assigner, pour une époque quelconque, la position qu'oceupe le 
mobile á cet instant. Cela posé, il suit de la définition générale ci-dessus 
que, si v désigne la vitesse du mobile à l’époque $, on aura arc MM’ = As, 
d’où 
» = lim 2° ou p=%. 
At dt 

Ainsi, dans un mouvement quelconque, la vitesse est la dérivée de l'espace 
parcouru par rapport au temps. 

Pour que l'expression de la vitesse 18886 connaitre en méme temps 
dans quel sens le point parcourt sa trajectoire, il suffit de compter l'arc s 
á partir du point A, positivement dans un sens, négativement en sens 
contraire, et d’attribuer à la vitesse une valeur positive ou négative selon 
qué le point se meut dans le premier sens ou dans le second. La dérivée 
ds : dt étant positive ou négative selon que $ croît ou décroit, l'équation 
ci-dessus sera toujours exacte en grandeur et en signe, et ce signe fera 
connaitre dans quel sens le mouvement a lieu. 

Э. Le cas du mouvement uniforme est renfermé dans ce cas général; 
on av = a, а étant une constante. L’expression de la vitesse donne donc 


ds 

dt 
et par suite, intégrant et désignant par so la valeur de s pour ! = о, on 
obtient — 


8 = at + 8. 


Cette équation, qui fait connaître la position du point à un instant 
quelconque, se nomme l'équation du mouvement uniforme. Il faut bien 
remarquer que 80, 8, a, peuvent y avoir des signes quelconques, en sorte 
que l'équation convient à toutes les circonstances du mouvement. 

Il suffit de connaître les positions oceupées par le point à deux instants 
donnés pour avoir la loi de son monvement, Car, soient $, et 8 les dis- 
tances (positives ou négatives) du mobile à l’origine A, aux époques 
marquées par t, et ta. D’après l'équation ci-dessus, on a | 


в: == а À 80,‏ ,وق سل ,)0 = 8 ,وق ل )ن — و 
d’ou‏ 
و8 — وق 


و( =a (t—‏ 81 — 8 وال سدق و( — a(t;‏ ح ,8 — 83 
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et, en éliminant а, 


و( —¢( == 8—3 





équation qui donne م‎ en fonction de $. La vitesse a est égale à 
Se — 8» 
{a — ty 


Dans un mouvement varié quelconque, v ne serait plus constant; si sa 
valeur était donnée en fonction de t, on en déduirait s par l'équation 


é 
ده‎ 0 + | v di, 
0 


et le mouvement serait encore connu. 01 
20. Mouvement curviligne. Ce qui précede est indépendant de la forme 
de la trajectoire, mais lorsque celle-ei est courbe, on doit considérer en 
outre la direction du mouvement. 
Rapportons le mouvement du point á trois axes rectangulaires fixes ОХ, 
OY, OZ. Les coordonnées x, y, ع‎ du mobile à l’époque ¢ sont des fonctions 
déterminées du temps t, et si ces fonctions sont données 


=f(), y=fi(0, 2=f(0, 
on saura assigner, pour une valeur quelconque du temps, la position du 
point, et som mouvement sera parfaitemenf connu. Ces équations sont 


celles du mouvement du point. Elles se présentent aussi sous la forme 
plus générale 


F(x,y,2,1)=0, F,(x,y,z,t)=0, Fa(x, у, z, 1) =o. 


D'élimination du temps f entre ces trois équations conduira à deux 
équations entre les coordonnées x, y, z seulement, 


(2, у, я) =0, фи (х, y, 2) =0. 

Ce seront les équations de la trajectoire. 

Cela posé, dans un mouvement rectiligne, la direction du mouvement 
du point á un instant quelconque est naturellement celle de la droite 
qu'il parcourt, prise dans le sens du mouvement. Mais dans le mouvement 
curviligne, il faut définir la direction de la vitesse, car la droite 
ММ’ qui joint les positions du mobile à deux époques, ¢, { + At, varie de 
direction d’après les valeurs de ¢, At. Or, si At est infiniment petit, la 
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direction MM’ tend vers une limite MV (fig. 2), qui n'est autre que celle 
de la tangente 4 la trajectoire en М, menée dans le sens ой le mouvement 
a lieu; c'est сей direection MV que Гоп est convenu de prendre pour celle 
de la vitesse du point mobile en M,.ou à l’époque t. 

Si done on porte à partir du point M où se trouve le mobile, sur la 
tangente à sa trajectoire et dans le sens du mouvement, une longueur MV 
proportionnelle à la vitesse actuelle v, cette droite MV représentera en 
grandeur et en direction la vitesse du point à l’époque $. 

Admettons que l’arc م‎ dont dépend la position du point sur sa trajectoire 
soit compté positivement dans le sens du mouvement. Les cosinus direc- 
teurs de la tangente MV, prise dans ce sens, ont pour expressions (Cours 
p’ANAL.; 226) 

dx dy dz. 

de” ds” ds’ 
ce sont donc lá les cosinus directeurs de la vitesse. En multipliant par ces 
cosinus la vitesse у elle-même, nous aurons ($) les composantes respec- 
tives v,, vy, 0, de la vitesse parallèlement à OX, OY, OZ; donc 


v _ vy = dy v =o" 
y = a’ عدو‎ в == ds’ 
ou, en mettant pour y sa valeur ds : dt, 
他 _ de 0 _4 也 A 
dt "dt  ‘ dt 


Projetons le point mobile sur l'axe OX, et considérons cette projection 
comme un nouveau point mobile M, qui parcourt cet axe. La variable x 
représente à la fois l'abscisse du point M et celle de sa projection Ми, ou la 
distance de ce dernier point à l’origine O sur la droite qu'il parcourt. Done, 
d’après la définition de la vitesse, dx: dt mesure, en grandeur et en 
signe, la vitesse du point M, sur OX. La même chose ayant lieu pour les 
autres axes, les composantes de la vitesse d'un point parallèlement à 
trois axes rectangulaires sont respectivement égales, en grandeur et en 
signe, aux vitesses des projections du point mobile sur ces mêmes axes, au 
méme instant. 

Mais la signification complète de la décomposition des vitesses ressort 
de la théorie du mouvement relatif, dont nous allons parler. 
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21. Nous avons considéré jusqu'ici le mouvement d'un point par 
rapport á trois axes supposés immobiles dans l'espace, ou son mouvement 
absolu. Concevons qu’un systéme, de forme invariable, ait par rapport 
à ces mêmes axes fixes un mouvement connu; à chaque instant, le point 
mobile occupera par rapport à ce systéme de comparaison une position 
déterminée; i] aura donc, relativement á lui, un certain mouvement, 
différent de son mouvement par rapport aux axes fixes, et que l'on 
nomme pour cette raison son mouvement relatif par rapport au systéme 
de comparaison. 

Ce mouvement relatif est celui qu'un observateur, emporté dans le 
mouvement du systéme de comparaison sans avoir conscience du dépla- 
cement qu’il éprouve, attribuerait au point mobile au lieu de son mouve- 
ment absolu : c’est pour cela que les mouvements relatifs sont appelés 
souvent mouvements apparents. Ainsi, une personne enfermée dans la 
cabine d'un bateau glissant sur un canal, attribue á un corps, tombant 
dans l’intérieur de la cabine, un mouvement rectiligne vertical, tandis 
qu'en réalité ce corps parcourt une parabole. 

On se fait encore une idée nette du mouvement relatif en imaginant 
un point fictif M' dont lés coordonnées par rapport aux axes fixes 
ОХ, OY, OZ, à chaque instant, seraient respectivement égales aux coor- 
données &, n, du point mobile M par rapport aux axes 0’E, О’у, 0%, 
auxquels nous pouvons réduire pour plus de simplicité le systéme de 
comparaison mobile. Le mouvement absolu de ce point fictif M' sera pré- 
cisément ce que nous appelons le mouvement relatif du point M. 

Le lieu des positions successives que le mobile M vient occuper dans le 
système de comparaison O’Ené est une courbe qui s'appelle la trajectoire 
relative (elle est la même que la trajectoire absolue du point M’ dans le 
mouvement fictif). Représentons-nous cette trajectoire relative comme 
une ligne faisant corps avec le système de comparaison et entraînée par 
lui; pendant que le mobile M parcourt cette ligne en vertu de son mouve- 
ment relatif, la ligne elle-même vient occuper dans l’espace les positions 
successives que lui assigne le mouvement du système de comparaison, et 
c’est la combinaison de ces deux mouvements qui produit le mouvement 
absolu du point M par rapport au système regardé comme fixe. Il est clair 
que, si l’on connaît le mouvement du système de comparaison rapporté 
aux axes fixes et le mouvement absolu du point, on pourra construire 
tous les points de la trajectoire relative. 
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Enfin, la vitesse relative du point mobile n'est autre que la vitesse qu'il 
possède par rapport au système de comparaison : elle est donc mesurée 
par la dérivée, par rapport au temps, de l'arc de la trajectoire relative, 
et sa direction est celle de la tangente à la trajectoire relative dans sa 
position actuelle, menée par le point M et dans le sens du mouvement 
relatif; ses composantes parallèles à 0'£, On, 0'£ sont я, =, =. 

12. Ces définitions posées, cherchons la relation entre la vitesse 
absolue о du point mobile, sa vitesse relative v’ qui vient d’être définie, 
et sa vitesse d'entraînement и", c'est-à-dire la vitesse absolue qu'aurait le 
point M si, dans sa position actuelle, il était lié au système de comparaison. 
Soient, à ui tant quelconque, x et les distances au plan YZ de l'ori- 
gine mobile 0“ et du point M; a, b, с les cosinus des angles que font 
O'E, On, O'£ avec OX. L'équation connue 

ди + ينه‎ + bn+ يه‎ 
nous donne, en dérivant par rapport au temps, 
dx de dy de de, da db de’ 
a (tz ea) На Ра и) 

Le premier membre est la projection ws de la vitesso absolue sur OX. 
Dans le second membre, le premier groupe de termes représente évidem- 
ment, d'après la remarque de la fin du № 4, la projection ون‎ de la vitesse 
relative sur le même axe; le second groupe, auquel se réduirait v, si 
€, n, € étaient constants, c’est-à-dire si le point M était lié au système de 
comparaison, représente conséquemment la projection wz de la vitesse 
d'entrainement. L'équation ci-dessus revient donc à celle-ci : 1 

vu, 








et l'on aurait de même 
dy =0y HO) mu. 

De ces équations et de la réciproque énoncée au № 3, il suit que la 
vitesse absolue du point mobile est la résultante de sa 
vitesse relative et de sa vitesse d'entrainement. 

Si donc MV’, MV” (fig. 5) représentent la vitesse rela- 
tive du point mobile et la vitesse absulue du point corres- 
pondant du systéme de comparaison, la diagonale MV 
Fig. в. du parallélogramme construit sur MV’, МУ” figurera 
en grandeur et en direction la vitesse absolue du point M. 
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Et réciproquement, si Гоп tire MW égal et directement opposé à МУ”, 
il suit des propriétés du parallélogramme que WV’ sera égal et parallèle 
à MV, done la vitesse relative МУ’ d'un point par rapport 4 мп sysième 
mobile est la résultante de sa vitesse absolue et de sa vitesse d'entrainement 
prise en sens contraire. 

Appliquons ce théorème à trouver les composantes de la vitesse v d'un 
point M, qui décrit une trajectoire plane MS (fig. 4), suivant le rayon 
vecteur OM =r mené de l'origine O, et per- 
pendiculairement à ce rayon. On peut consi- 
dérer le mobile M comme glissant d’un 
mouvement relatif sur la droite mobile OM, 
pendant que celle-ci tourne autour de son 
point О supposé fixe, en sorte que chacun de 
ses points décrit un arc de cercle de centre O. La vitesse relative МУ’, 
dirigée suivant OM, est égale en grandeur et en signe à dr : dt; la vitesse 
d'entraînement MV”, par sa définition, est normale à OM et égale à 
rd0 : dt, O désignant l’angle variable que fait la droite mobile avec un 
rayon fixe. Il suit du théorème ci-dessus que la vitesse » du puint M a 
pour composantes, suivant OM et perpendiculairement à OM, 


de, „в 


Fig. 4. 


13. Composition d'un nombre quelconque de vitesses. — Le système 
rectangulaire OXYZ, que nous avons regardé comme immobile, peut être 
supposé animé lui-même d'un mouvement 
quelconque par rapport à un troisième 
système rectangulaire AX,Y,Z, (fig. 8), 
auquel on rapporterait le mouvement absolu 
du point. Rien ne serait changé au calcul qui 
précède; seulement, la vitesse МУ, résultante 
de la vitesse relative МУ’ par rapport au 
système O'Enf, et de la vitesse d’entratne- Mes. 
ment MV” due au mouvemena du système O'En par rapport à OXYZ, 
ne représenterait plus la vitesse absolue du point M, mais seulement sa 
vitessè relative par rapport au système OXYZ. Donc, pour obtenir la 
vitesse absolue, c'est-à-dire la vitesse par rapport au système AX,Y,Z, 
que nous regardons msintenant comme le système fixe, nous devrons, 
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par une nouvelle application du théorème établi plus haut, chercher la 
résultante MV, de la vitesse relative МУ par rapport à OXYZ, et de la 
vitesse d'entraînement MV”” dont le point M est animé dans le mouvement 
du système OXYZ par rapport à AX,Y,Z,, mouvement supposé connu. 
D'où il suit, enfin, que la vitesse absolue ou totale MV, sera la résultante 
des vitesses MV’, МУ”, MV””, ou la diagonale du parallélipipède construit 
sur ces vitesses. Ce raisonnement s'étend facilement, quel que soit le 
nombre des systèmes de comparaison intercalés entre le point mobile et le 
système d'axes auquel on attribuc l'immobilité, et conduit à la règle sui- 
vante : La vitesse absolue du point mobile est la résultante de sa vitesse 
relative par rapport au premier système, et de toutes ses vitesses d'entrat- 
nement dues аи mouvement du premier système par rapport au second, 
du second par rapport au troisième, et ainsi de suite. 

Il est clair que si l’on intervertit l'ordre de succession des systèmes de 
comparaison, on ne change rien au résultat final. Il arrive fréquemment 
que l’on ait à considérer simultanément plusieurs mouvements relatifs : 
ua corps se meut par rapport à un bateau, qui se déplace relativement au 
globe terrestre; celui-ci à son tour se meut autour de son axe, lequel se 
transporte autour du soleil, ete. On dit souvent, dans ce cas, que le corps 
est animé simultanément de plusieurs mouvements, expression qui ne 
doit être entendue que dans le sens défini ci-dessus, savoir, que le corps 
a un mouvement déterminé par rapport à un système invariable, qui se 
meut lui-même par rapport à un second système, et sinsi de suite. La 
règle ci-dessus fournira toujours la vitesse totale ou définitive dont le 
point mobile est animé par rapport au système que l’on regarde comme 
fixe et auquel on rapporte les mouvements absolus. 

Ce qui précède donne un sens nouveau à la décomposition de la vitesse v 
d'un point parallèlement à trois axes rectangulaires 
fixes OX, OY, OZ, dont il a été question. ci-dessus : 
les composantes v,, by о, peuvent étre considérées 
comme des vitesses simultanées dont le point M est 
animé. En effet, si Гоп imagine qu’un point glisse 
avec une vitesse relative v, sur une droite AB 

Fig. 6. ” (fig. 6) constamment parallèle à Гахе OX, pendant 
que cette droite se meut dans un plan EFG paralléle & XY avec une vitesse 
vy parallèle à OY, en même temps que chaque point de ce plan EFG 
lui-même est animé, parallèlement à Гахе OZ, d'une vitesse v., il résulte 
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de la loi de composition des vitesses simultanées exposée ci-dessus, que ce 
point aura par rapport au système OXYZ une vitesse égale à la résultante 
des vitesses v,, v,, bo qui se confondra en grandeur et en direction avec 
la vitesse v du point mobile M. Ainsi le nouvement quelconque d’un 
point peut toujours être regardé comme une combinaison de mouvements 
rectilignes. 

14. Méthode des tangentes de Roberval. — Si un point M décrit une 
courbe plane et que l’on connaisse, à chaque instant, les projections de sa 
vitesse sur deux directions données, une construction très simple donnera 
cette vitesse et, par suite, la direction de la tangente à la courbe. Ainsi 
Vellipse est décrite par un point M dont les distances г et m à deux points 
fixes F et F' satisfont à la relation م‎ + r’ — const. D'après ce qu'on а 
vu (83), les projections de sa vitesse sur les directions FM, F’M, sont 
respectivement égales à 


dr dr 8 dr’ dr 

aa’ etl'ona an a 
par la relation précédente. La vitesse MV ayant des projections égales 
sur FM, MF’, la tangente à Péllipse divise en deux parties égales 
Vangle compris entre Гип des rayons vecteurs et le prolongement de 
l'autre. 

La méthode de Roberval s'applique encore d'une autre manière. Le 
mouvement d’un point décrivant une courbe peut souvent résulter de 
deux ou plusieurs mouvements simultanés (#3) plus simples. En déter- 
minant la vitesse due à chacun et appliquant la règle du N° 13, on con- 
struira la vitesse totale et la tangente à la courbe. 

Ex. : Un point M glisse d'un mouvement uniforme sur le rayon 
OP = a (fig. 7) d'un cercle, tandis que l'extrémité P de ce rayon parcourt 
la circonférence avec une vitesse constante PS. On voit 
sans peine que la trajectoire du point M est une spirale 
d'Archiméde. La vitesse relative, . dirigée suivant OP, 
est représentée par une longueur constante МУ’. La 
vitesse d'entrainement MV” est perpendiculaire à OP et, Fig. 7 
d’après une propriété du cercle, MV” : PS — OM : ОР =r:a. La résul- 
tante МУ de MV”, MV” sera la vitesse totale, sa direction sera celle de la 
tangente à la spirale. 

Cette méthode, dont les ressources seront mieux comprises après le 
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chapitre suivant, exige, pour étre appliquée sans erreur, que les vitesses 
simultanées du point М soient bien des vitesses relative et d’entratnement 
dans le sens précisé ci-dessus (48). 


Exercices. 


a. Mener la tangente à une conique, considérée comme lieu des points dont le rapport 
des distances au foyer et à la directrice est une constante e. 

В. Les projections de la vitesse sur le rayon vecteur et sur une parallèle à l’axe focal 
sont dans ce mème rapport e. On en déduit, par les figures semblables, que la tangente 
eherchée coupe la directrice au mème point qu’une normale au rayon vecteur menée par 
le foyer. 

2. Tangente à la conchoïde décrite par un point M d'une droite qui glisse sur un point 
fixe O pendant qu'un autre point В de cette droite décrit une droite donnée AX. 

В. Considérant О comme un point de la droite ВМ, les vitesses relatives de В, M sur 
cette droite sont égales, leurs vitesses d'entrainement proportionnelles aux distaneés 
OB, OM. 

8. Tangente à la cyeloide. 一 В. On concevra que le cercle générateur glisse parallèle- 
ment á la base, tandis que le point М parcourt la circonférence avee une vitesse égale. 
On retrouve la construction connue. 

a. Un point mobile étant déterminé par les coofdodnkes sphériques r, 0, ф, déduire 
de la composition des vitesses la différentielle de de l'arc décrit. 

В. On regardera la vitesse du point comme résultant d'une vitesse relative suivant le 
- payon r, d'une vitesse d’entrainement dans le plan passant par ce rayon et l'axe OZ, 
d'une seconde vitesse d'entrainement perpendiculaire & ce plan. On trouvera 

dy? E. 


2 — #31080 — 
4 = +! DES sin 0 = 


CHAPITRE IL. 


MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 


$1. nes MOUVEMENTS SIMPLES D'UN SOLIDE. 


15. Pour étudier le mouvement d'un solide, au point de vue des 
vitesses dont ses points sont animés, nous distinguerons les mouvements 
simples, c'est-à-dire ceux de translation et de rotation autour d'un axe 
fixe, puis les mouvements plus obseurs du solide parallèlement à un 
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plan fixe, autour d’un point fixe, et enfin le mouvement quelconque d'un 
solide libre. 

La position d'un solide est donnée, quand on connaît celles de trois de 
ses points, A, В, С, non en ligne droite. Concevons que le point A décrive 
une trajectoire donnée avec une vitesse donnée; que la droite AB reste 
parallèle à elle-même dans ce mouvement, ct qu'il en soit de même 
de АС. Le plan ABC restant donc toujours paralléle & lui-méme, il en sera 
encore ainsi, à cause de l’invarinbilité du système, de tout autre plan 
ou de toute autre droite appartenant au solide. Il suit facilement de ذا‎ 
que les droites AA’, BB’, CC’,... qui joignent deux à deux les positions 
d'un même point du solide à deux époques t, t + At, sont toutes égales 
et parallèles, et Гоп en conclut, en faisant At infiniment petit, qu’à 
chaque instant, tous les points du solide sont animés de vitesses égales et 

‘parallèles. | 

Un tel mouvement se nomme un mouvement de translation : tous les 
points décrivant des trajectoires égales avec des vitesses égales, le mouve- 
ment d'un seul point fait connaître celui du solide tout entier, en sorte 
qu'il n'y a rien de plus à dire sur ce sujet. 

S'il arrive, dans un mouvement quelconque d'un solide, qu'à un 
certain instant, tous ses point aient des vilesses 
égales et paralléles, on dit que le mouvement du 
solide est une translation instantanée. 

#6. Rotation autour d'un axe fixe. — Quand 
deux points A et В d'un solide (fig. 8) sont’ fixes, 
tous les points situés sur la droite AB le sont; le 
mouvement du solide ne peut étre qu’une rotation mes. 
autour de AB. La droite AB se nomme l'axe de rotation : chacun des 
points du solide décrit un cercle autour de cette droite. Pour avoir une 
idée nette du mouvement, on suppose un plan fixe ABC passant par l'axe 
de rotation, et un second plan ABH passant aussi par l'axe, mais lié au 
solide et tournant avec lui. La position de ce second plan déterminant 
évidemment celle du solide, il suffit de connaître en fonction du temps 
l'angle Y que fait le plan mobile avec le plan fixe, pour connaître 
le mouvement du solide. La quantité (positive ou négative) dont croit 
l'angle ф dans un temps donné, se nomme le déplacement angulaire du 
solide. 

Soit Ay le déplacement angulaire qu'éprouve le solide pendant un 

2 
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temps infiniment petit At, à partir d'un instant quelconque ¢. Si le 
rapport de Ay à At est constant, quels que soient ¢ et At, le mouvement 
de rotation est uniforme, et ce rapport se nomme la vitesse angulaire de 
rotation. Dans le cas général où y varie d'une manière quelconque avec t, 
on nomme vilesse angulaire de rotation à l'époque t, la limite du rapport 


AY lorsque At tend vers zéro. Опа done, w désignant la vitesse angulaire, 


At 
Ab dt 
==. 


Soit MP — f la perpendiculaire abaissée d'un point quelconque M da 
solide sur l’axe AB, ou le rayon de rotation de ce point; à cause de la 
liaison invariable qui existe entre les points du solide, cette perpendicu- 
laire décrit dans un temps infiniment petit At, un angle égal au déplace- 
ment angulaire Ay du solide; le point М déerit donc un are égal à f.AŸ; 
la vitesse de ce point est donc | 


"一 lim pte a fo. 


. La. vitesse d'un point quelconque du solide est donc le produit de la 
vitesse angulaire au méme instant par la distance du point а Paxe de 
rotation. La direction de cette vitesse est tangente au cercle que décrit le 
point M. Si la distance f est prise cgale à Punité, у = ره‎ en sorte que la 
vitesse angulaire d’un solide n’est autre chose que la vitesse d'un point 
de ce solide situé à Punité de distance de l’axe de rotation. 

Pour figurer, par une simple droite, la direction de l'axe de rotation, 
la vitesse angulaire et le sens de la rotation, on porte sur l’axe, à partir 
d’un point fixe O, une longueur OR proportionnelle à la vitesse angulaire 
wo et dans un sens tel, que la rotation s'effectue de la gauche vers la 
droite pour un observateur couché sur OR, les pieds cn O, la tête еп В. 
Deux rotations à vitesses égales, autour du même droite, en sens 
contraire l’une de l’autre, seraient figurées par deux droites OR, OR’ 
égales et directement opposées. Cette convention est de haute impor- 
tance. 

Dans un solide animé d’un mouvement quelconque, il peut se faire 
qu’à un instant donné les vitesses de tous les points du solide soient les 
mêmes, еп grandeur et en direction, que si le solide tournait autour d'une 
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certaine droite avec une certaine vitesse angulaire : on dit alors que le 
mouvement du solide est une rotation instantanée, 
et que la droite est un axe instantané de rotation. 

17. Nous nous proposons d'exprimer les com- 
posantes rectangulaires v,, v,, v., de la vitesse о 
d'un point quelconque M du solide, en fonction de 
ses coordonnées x,y,z et des angles directeurs 
a,B,y de l'axe de rotation. L’origine O étant 
supposée en un point de l'axe, soient © = OR la 
vitesse angulaire, $ = OM (fig. 9) la distance du Fig. 
point M à l'origine, / = MP = 9 sin MOR son rayon de rotation. La 
direction MV de la vitesse du point M étant normale à OR et à MP, et par 
suite au plan MOR, on a les relations 





cos a+ v, + c08 В. vy + cosy + ¥, =0, 

av, + yry+ 10, == 0, 

CETECET VA 
à cause de о =f. Résolvant ces équations par rapport à v,, vy, ©, par 
la méthode connue, on aura 





LA = vy = т, ae И 
zeosP—ycosy  TCOSy—2COBA  усовх— 26088 V ecos —yeosy + 
a _ _—_—_————— ИНО 

Je 十 六 十 对 (cos*a 十 сов В + cos*y)—(z cos a + y cos В + z cos y)* 

موس 上 ef‏ +- ئفد ه- 1 


MOP  dain MOP‏ توم 05 تور 

Le double signe, qui résulte ici des deux directions opposées que peut 
avoir la vitesse у, va être déterminé par la convention faite sur le sens 
de la rotation indiquée par Гахе OR. 

Menons un plan par OZ et par l’axe de rotation OR, soit R,OR’ la trace 
de ce plan sur le plan ХУ. Soient 6, 6, les angles formés avec OX par les 
projections de OM et de OR sur le plan XY, ces angles étant comptés 
positivement de OX vers OY. Il est visible que le plan ZOR partage le 
solide entier en deux parties, dont l'une renferme tous les points qui 
marchent actuellement vers le point le plus élevé de leur trajectoire, et 
ont v, positif ; l'autre.tous les points qui ont и, négatif. De plus, par la 
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convention faite sur le sens de la rotation par rappurt & l'axe OR, on voit 
sans peine que la partie pour laquelle v, est > o comprend tous les points 
pour lesquels 9 — 6, est compris entre o et x, celle pour laquelle v, est 
< o comprend tous les points pour lesquels 6 — 6, est compris entre 
m et 27. Donc, enfin, v, est, pour un point quelconque du solide, de 
même signe que sin (0 — 6,). Or, опа, р étant la projection de OM sur le 
plan XY, 
х ==ре080, y=psin0, cos a = sin y cos 0,, cos В = sin y sin A, 
d’ou 
y cos a — x cos В = م‎ sin y sin (9 — 0,), 
quantité de même signe que sin (6 — 0,), et conséquemment que v,. Donc 
le rapport v, : (y cos a — 0 cos В) est positif, et par suite, dans les équations 
ci-dessus, il faut prendre le signe supérieur devant w pour rester d'accord 
avec notre convention sur le sens des rotations. 
Nous avons donc ces formules importantes : 
у, = 0 (£ cos В — y cos y), 
(1) Vy = © (1605 y — 2 COS à), 
г, = 0 (y cosa — x cos В). 
Mais wcos2, 0 609 В, weosy sont évidemment les composantes de 
l'axe OR parallèlement à OX, OY, OZ; en les désignant par р, q, г, 
nous aurons 


os == р 5و ل‎ rt, 


Y, = 02 — гу, 


et il viendra 


(2) vy = FE — pz, 


| у, = ру — 2, 
équations qui fournissent la solution du probléme. 

Ces formules supposent que l’origine de Гахе OR coincide avec 
Porigine des coordonnées; en supposant que le premier point soit placé 
en (x1, у, 21), ce qui revient, d’après les règles de la transformation des 
coordonnées, à remplacer dans les équations (2) x,y,z par x — 2, 
у —Y1, £ — Z,, On trouvera les équations plus générales 


с. = (2 — 21) — y (y — yu), 
(3) vy =r (1 — 21) — p (2 — x), 
ون‎ =p (y — Yi) — q (1 — x). 
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Si l'axe de rotation est parallèle à Гахе des х positifs, on a p= ره‎ 
q =0, ره دم‎ et les équations (2) et (3) se réduisent respectivement aux 
suivantes : 


(4) 9. =— oy, DUT, ص رن‎ 0 
(5) 5. = —в(у— у), и =0(7-—11), в, =0. 





D'après la remarque faite à la fin du n° #6, les formules ci-dessus sont 
applicables, non seulement à une rotation continue autour d’un axe fixe, 
mais à une rotation instantanée. 


$ 2. MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE INVARIABLE DANS SON PLAN. 


18. L'étude des mouvements plans facilite celle du mouvement d'un 
solide parallélement à un plan fixe; elle conduit en outre à des 
conséquences géométriques remarquables et à des relations utiles dans 
Ja théorie des organes mécaniques. Nous allons 
d’abord traiter cette question. 

Considérons une figure plane invariable, de 
forme arbitraire d'ailleurs, mobile sur son 
prepre plan. Par un point déterminé А (fig. 40) 
de la figure mobile, menons un système de com- 
paraison хАу n'ayant qu’un simple mouvement 
de translation, et auquel nous rapporterons le 
mouvement de la figure mobile. La vitesse MV 
d'un point quelconque de cette figure sera donc 
la résultante de sa vitesse d'entrainement MV”, 
égale et parallèle à la vitesse AU du point А, et 
de sa vitesse МУ’ due au mouvement relutif de la figure, qui ne peut être 
évidemment qu’une simple rotation autour du point fixe A, avec une 
vitesse angulaire constante ou variable .ه‎ Sur la perpendiculaire à AU 
menée par le point À, portons à partir de ce point une longueur AC 
telle que AG X © = AU, dans un sens tel que la vitesse relative du 
point С de la figure, qui est égale et parallèle à AU, soit de sens 
contraire. D’après la loi du n° 4%, le point C aura une vitesse totale 
nulle. Rien n'empêche d'ailleurs de prendre С, au lieu de A, pour 
origine du système de comparaison : la vitesse d'entraînement deve- 


Fig. 10. 


nant nulle, la vitesse totale МУ de chaque point de la figure se 
rédait à sa vitesse relative, due à la rotation de la figure autour du 
point С; donc, quel que soit le mouvement d'une figure plane dans son 
plan, d chaque instant, les vitesses des différents points de cette figure sont 
les mémes, en grandeur et en direction, que si la figure tournait autour 
d'un certain point С du plan. 

Ce point С, qui a une vitesse nulle, se nomme le centre instantané de 
rotation, car, en général, sa position varie & chaque instant dans le plan, 
et l’on dit pour abréger que le mouvement de la figure est une rotation 
instantande autour du pointC; mais ce langage n'est exact, d'après ce 
qu'on vient de voir, qu’au point de vue des vitesses dont les points de la 
figure sont animés, et il faudrait se garder de considérer le mouvement 
absolu de la figure comme une vraie rotation autour d’un point fixe. 

A9. Conséquences. 一 1° Les normales aux trajectoires que décrivent 
les différents points de la figure mobile, 4 un méme instant, vont toutes 
concourir en un méme point qui est le centre instantané correspondant à 

«cel instant. Car la vitesse МУ du point M, et par suite la tangente à sa 
‘trejectoire, est évidemment normale au rayon de rotation CM. 

2°:La vitesse d'un point quelconque de la figure mobile est le produit 
de sa distance au centre instantané par.la vitesse angulaire de la rotation 
instantanée, à l'instant considéré. Cela résulte évidemment du théorème 
démontré. 

5° Cette vátesse angulaire ne diffère pas de la vitesse ,ه‎ avec laquelle 
la figure tournait autour d'un de ses points A; car elle est égale, d'après 
la remarque 2°, au rapport AU : AC, lequel est égal à w d'après la déter- 
mination du point С. 

20. Considérons le mouvement continu de [а figure pendant un temps 
fini. Le centre instantané C'étant variable, soit ACB la ligne qui est le lieu 

de ce point dans le plan fixe XOY (fig. 11). D'autre 

part, ce centre se déplace aussi par rapport à la figure 

mobile, et le licu des positions qu'il vient occuper 

successivement dans cette figure est une certaine ligne, 

sa trajectoire relative; soit A'CB' la position de cette 

Fig. 11. trajectoire à l'instant considéré. Concevons maintenant 

un point mobile qui coïnciderait à chaque instant avec le centre instan- 
tané 0 : sa vitesse absolue serait celle qu'il possède par rapport à ХОТ, 
ou sur la ligne ACB; sa vitesse relative, celle avec laquelle il parcourt la 





courbe A'CB' sur la figure mobile; enfin, sa vitesse d'entrainement serait 
nulle à chaque instant, puisque le point С, considéré comme lié à la figure 
mobile, a une vitesse nulle. Douc la vitesse absolue et la vitesse relative 
de ce point С coincideraient en grandeur et en direction; d’où il suit 
4° que les courbes ACB, А’СВ’ ont même tangente au point commun С; 
2° que le point mobile parcourt sur sa trajectoire absolue ACB et sur ва 
trajeetoire relative А’СВ’, dans un même intervalle de temps, des ares 
rigoureusement égaux; done les arcs compris sur ces deux courbes, 
entre les points qui viennent successivement coincider deux à deux, sont 
égaux, ce qui caractérise le roulement d'une courbe sur une autre sans 
glissement. D'où ce théorème : 

Le mouvement continu d’une figure plane dans son plan, quel qu’il 
soit, peut toujours être réalisé en faisant rouler, sur une courbe fixe 
dans le plan, une courbe invariablement liée à la figure mobile. La 
première est le lieu du centre instantané de rotation dans le plan, la 
seconde est le lieu de ce point dans la figure; le point de contact de ces 
courbes, à un instant donné, est le centre instantané pour cet instant. 

an. 4 pplication à la construction des normales aux courbes. — Quand 
les conditions géométriques qui définissent le mouvement de la figure 
'invariable sont données, on en déduit la construction du centre instantané 
pour une position donnée de la figure, et par suite (49, 1°) la normale à 
la trajectoire d’un point quelconque de la figure. Toute ligne qui peut 
être décrite par un point d’une figure invariable qui se meut suivant une 
loi connue, donne lieu à une construction facile de la normale. 

Les conditions qui définissent le déplacement de la figure sont d'ordi- 
naire les suivantes : 4° Une ligne А’СВ’ de la figure roule sur une ligne 
Дже ACB. Le centre instantané est immédiatement connu : c’est le point 
de contact С des deux lignes. — Те] est le cas de la cycloïde : elle est 


décrite par un point M de la circonférence, ou, plus généralement, du . 


plan d'un cercle qui roule sur une droite fixe OX. La normale à cette 
courbe s'obtient donc en joignant le point générateur M au point de 
contact C, théorème connu. 

_ Z Deux. points déterminés А et В de la figure sont assujettis à 
parcourir deux lignes données, PQ, RS; les normales à ces courbes, 
respectivement, en А et В, se coupent évidemment au centre instantané 
С correspondant à la position actuclle de la figure. Ce point connu, on 
applique la construetion. 
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3° Une ligne PQ, appartenant d la figure mobile, doit toucher constam- 
ment une ligne RS, fixe dans le plan. — Concevons un point mobile М 
qui coïnciderait à chaque instant avec le point de contact des deux 
courbes PQ, RS (fig. 12) : sa vitesse absolue MV est tangente à la courbe 
fixe RS; sa vitesse relative MV’ par rapport á la figure mobile, est tan- 
gente & PQ qui est sa trajectoire relative. Ces deux vitesses étant, par 

condition, dirigées suivant une méme droite (dans le 

même sens ou non), la vitesse d’entrainement MV”” 

est aussi dirigée suivant cette droite. Ce qui nous 

apprend que le point de la figure mobile actuellement 

en M a sa vitesse dirigée suivant la tangente MV; 

Fig. 12, done, en vertu du théorème fondamental (49, 1°), 

la normale commune aux courbes PQ, RS, menée par leur point de 

contact actuel M, va passer par le centre inslantané correspondant С. Une 
autre condition sera nécessaire pour achever de déterminer C. 

Le cas du roulement de PQ sur RS est celui où les vitesses МУ, МУ’ 
sont égales et de même sens : la vitesse d'entrainement est alors nulle. 

Il suit encore du théorème précédent que, si une ligne PQ se meut 
dans le plan, l'enveloppe des positions successives de cette ligne peut 
être regardée comme une courbe fixe RS à laquelle elle reste toujours 
tangente. Le point où la ligne mobile, dans une de ses positions, touche 
son enveloppe, s'obtiendra donc en abaissant du centre instantané corres- 
pondant, déterminé par les conditions qui règlent le mouvement de la 
ligne PQ, une normale à celle-ci. 

4° Une ligne PQ invariablement liée à la figure mobile, est assujettie 
d passer toujours par un point fixe A du plan. Cas particulier du précé- 
dent : la courbe RS se réduit au point А. La normale à PQ menée par le 

point А, dans une position donnée de la figure, 
passera par le centre instantané de rotation cor- 
respondant à cette position. Un raisonnement direct 
conduit à la même conclusion. 
22. Exemples. — 1° Une droite AB de longueur 
constante, glisse par ses extrémités sur deux droites 
Fig. 18. données ОХ, OY (fig. 13). Un point M de cette droite 
décrit, comme on sait, une ellipse. On demande le centre instantané, 
la normale à l’ellipse en M, la courbe fixe et la courbe roulante, ete. 
Le point A de la figure mobile décrivant la droite OX, la perpendicu- 
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laire à OX menée par le point A doit passer par le centre instantané С; 
de méme pour la normale & OY menée par le point В. Le point С est 
donc déterminé, et la droite CM est la normale & Vellipse que décrit le 
point М. 

Dans le quadrilatére 0408, les angles А et В sont droits, l'angle O 
est constant, donc aussi l'angle ACB, et puisque AB est de longueur 
constante, si l'on décrit sur cette corde le segment capable de langle 
ACB, on aura un cerele passant par le point O et qui sera le lieu du 
centre instantané sur la figure mobile, ou la courbe roulante. ОС 
est le diamétre de ce cercle; 0’, milieu de OC, son centre. La 
distance OC étant constante, il est clair que C décrit, dans le plan 
fixe, un cercle de rayon OC et de centre O : c'est la courbe fixe. Le 
mouvement de la droite AB sur ses directrices peut donc étre réalisé en 
faisant rouler intérieurement un cercle sur un cercle de rayon double. 
L'ellipse est donc une hypocycloïde. — On observera que dans ce mou- 
vement chaque point situé sur le circonférence du cercle roulant décrit 
une droite passant par le centre du cercle fixe. 

2 Podaire d'une courbe donnée RS par rapport d ип point fixe O. — 
On peut la concevoir comme engendrée par le sommet М, 
d'un angle droit OM,M (fig. 44), dont un côté MM, touche 
la ligne RS еп M, l'autre côté passant constamment par 
le point fixe O. D'après ce qui précède, les normales à ces 
côtés М.М et M,O, menées respectivement par le point de 
contact M et par le point fixe O, se coupent au centre Fig. 14. 
instantané С. La droite CM, est donc la normale cherchéc à la podaire. 
On voit par le rectangle CMM,O que CM, passe 
par le milieu de la droite OM, ce qui ramène 
à la construction connue(!). 

3° Une droite de longueur constante AB 
(fig. 15) s'appuie par ses extrémités sur 
deux circonférences O et 0’. Fig. 15. 

Le centre instantané С est au point de concours des rayons ОА, 0'B 


prolongés; CM est la normale á la trajectoire d'un point М de la 
droite AB. 








(1) Covas »'An., Ch. XIV, ex. 6. 
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Les vitesses des points А et В sont entr'elles comme les distances de 
ces points au point С, donc, dans le rapport 
in CBA 
CAB" 
"Mais si ره‎ о’ désignent les vitesses angulaires des rayons OA et 0'B 
autour de leurs centres respectifs, les vitesses linéaires des points A et В 
sont w-0A et w'-0'B, donc 
@  O'BsinCBA 
أ‎ OA sin CAB 
Les vitesses w et w sont donc en raison inverse des perpendiculaires 
abaissées des centres O et 0' sur la droite mobile. Soit D le point où AB 
coupe 00’; les triangles semblables montrent que ces perpendiculaires 
sont entr'elles comme les segments OD, O’D, on a donc 


o OD 











c'est-à-dire que les vitesses angulaires des rayons OA, O'B autour de 
leurs pivots respectifs sont en raison inverse des segments que fait la 
droite mobile AB sur la droite OO’ qui joint ces pivots. 


Exercices. 


4. On donne, en grandeur, les vitesses de deux points À et B de la figure, et 
l'angle qu’elles forment entr’elles. Trouver la vitesse angulaire de rotation w et le 
centre instantané C. 

А. On cherchera la vitesse relative du point В autour du point A, ce qui donnera رت‎ 
d'où l’on déduira les distances AC, BC. 

3. Normale à la conchoide (chap. I, ex. 2). — R. BC (fig. 16) normale à la droite АХ. 
que parcourt le point B, OC normale à la droite mobile OBM qui 
passe par le point fixe O, se coupent au centre -instantané С. MC 
est la normale à la eonchoïde en M. La courbe fixe est une para- 
bole ayant pour sommet О et pour axo une perpendiculaire à 
AX; la courbe mobile rapportée au pôle В et à l'axe polaire BO a 
pour équation 





reost9=a, 


a étant la distance de O à AX. 
8. L'enveloppe des tangentes aux trajectoires que décrivent, á 
un méme instant, les divers points d'une droite mobile, est une 
Fig. 16. parabole dont le foyer est au centre instantané et le sommet á la 
projection de ce centre sur la droite mobile. 
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а. Une droite de longueur constante АВ; le point А parcourt un cercle fixe O, le 
point В ane droite OX passant par le centre du cercle. Trouver 1° la normale a la 
trajectoire d'un point M de la droite mobile; 20 le lieu du centre instantané dans le 
plan et dans la figure mobile. 

В. Soient a le rayon du cercle, 3 la longueur AB; l'équation polaire de la courbe 
fixe rapportée à 0 et à OX est 

(r* — 2 ar) cos’ + a? — 3? —0; 
celle de la courbe mobile, rapportée au pôle A et à l'axe polaire AB, est 
г (a + à cos 6) = 8 (3 + a cos 0). 


5. La droite de longueur constante AB reste tangente à un cerele fixe de centre O, 
son extrémité À parcourt la droite fixe DE, tangente en D à ce cercle. Trouver le 
centre instantané С, le lieu de ce point dans le plan et dans la figure. 

R. C'est à égale distance de U et de DE, la roulette fixe est une parabole dont O 
est le foyer, DE la directrice, la roulette mobile une parabole égale dont А est le 
foyer, la directrice OS normale à OC. 

e. Une courbe PQ glisse par un de ses points M sur une courbe fixe RS : chercher 
le centre instantané de rotation pour une position donnée de PQ, et montrer que la 
normale en M à la ligne PQ roule sur la développée de la courbe RS. Si, au contraire, 
le point M de contact était un point donné de la courbe RS, la développée de la courbe 
PQ roulerait sur la normale à la courbe RS en M. 


§ 3. MOUVEMENT D'UN SOLIDE 1° PARALLÉLEMENT A UN PLAN FIXE, 
2° AUTOUR D'UN POINT FIXE, 


23. Mouvement parallèle à un plan fixe. — Soit un solide quelconque 
S et un plan fixe MN; un point À du solide est supposé décrire une trajec- 
toire AA” plane et parallèle au plan MN, tandis qu’une droite AB du 
solide, normale au plan, reste constamment parallèle à elle même. 

Il suit des principes de la géométrie 4° que le point В du solide décrira 
une courbe plane ВВ’, parallèle à MN, parfaitement égale à АА’; 2° que 
ces deux points À, B auront à chaque instant des vitesses égales et paral- 
lèles, et qu'il en sera de même de tout autre point du solide, situé sur 
Ja droite AB; 3° que tout autre point C du solide, étant à des distances 
invariables de А et В, ne peut se mouvoir que dans un plan parallèle au 
plan MN; 4° qu'enfin, deux points quelconques du solide situés sur une 
même perpendiculaire au plan MN, ont à chaque instant des vitesses 
égales et parallèles et décrivent des trajectoires égales. 
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Le mouvement du solide, ainsi défini, est dit parallèle au plan 
fixe MN. 

11 suit évidemment des propriétés précédentes que le mouvement d'un 
point du solide fait connaitre le mouvement de tous les points situés sur 
la même normale au plan MN; donc, si l'on connaît le mouvement de 
la section fait dans le solide par le plan MN (ou par un plan parallèle 
à MN), on connaitra entièrement le mouvement du solide. On voit donc 
que le mouvement d'un solide parallèlement à un plan fixe se ramène au 

mouvement d’une figure plane sur son plan, et qu'il 
nous suffira d'appliquer ici les propriétés dévelop- 

pées au chapitre IV. 
Soit С (fig. 17) le centre instantané de rotation de 
la section plane, à une époque quelconque, CZ une 
Fig. 17. normale au plan MN; tout point du solide situé sur 
CZ a une vitesse actuelle nulle, et tout point du solide a la méme vitesse, 
en grandeur et en direction, que si le solide tournait actuellement 
autour de CZ avec une certaine vitesse angulaire. Ainsi le mouvement 
du solide est une rotation instantanée, et CZ est Гахе instantané de 

rotation. 

Soient ACB la courbe fixe, A’CB’ la courbe dont le roulement sur 
ACB réalise le déplacement de la section plane dans son plan. Le lieu 
de V’axe instantané de rotation dans l’espace est évidemment la surface 
cylindrique qui a pour base ACB et pour génératrice CZ; de même, 
le lieu de l'axe instantané dans le solide est la surface cylindrique 
dont A'CB' est la base, CZ la génératrice. Concevons que ce second 
cylindre soit lié au solide et se meuve avec lui: il est clair 4° qu'à 
chaque instant les cylindres AZCB, A'ZCB' se touchent tout le long de la 
génératrice commune CZ, c’est à dire de Гахе actuel de rotation; 2° que, 
les courbes А’СВ’, ACB ne faisant que rouler l'une sur Pautre, il en est 
de même des sections planes faites par un plan quelconque parallèle 
à ММ dans les deux cylindres; donc la surface cylindrique qui est le lieu 
de Рахе instantané dans le solide ne fait que rouler, sans glissement, sur 
la surface cylindrique qui est le lieu de l'axe instantané dans l’espace. 
Nous exprimerons cette propriété remarquable en disant que le mou- 
vement le plus général d’un solide parallèlement à un plan fixe est un 
roulement cylindrique. 

24. Mouvement autour d'un point fixe. — Pour étudier analytique- 
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ment le mouvement d'un selide fixé par un point O, nous concevrons 
trois axes rectangulaires fixes (fig. 18) OX, OY, 

OZ, passant par ce point, et trois axes OF, On, 

0% liés au solide et emportés dans son mouve- 

ment, de sorte que leur position à un instant 

quelconque suffit pour déterminer celle du 

solide. Soient a, b, с; a’, b’, с’; a”, b”, e” les 

cosinus directeurs des trois axes mobiles par 

rapport à chacun des axes fixes, à l’époque ¢; Fis. 18. 

2, y, 2 les coordonnées par rapport à OXYZ d'un point quelconque М 
du solide; &, и, & ses coordonnées invariables par rapport au système 
mobile OËnÿ. Nous avons donc les relations connues 


z= سل يله‎ bn+ с, 
@) 3 YE bn + c'e, 
الع حت بو‎ + bn + ot, 


a+añ+at=1, be + be + bc” =, 
@) | 0 (3) | cated и" =o, 
еее = т, ab سل‎ ab" + a"b" = о, 


Les dérivées, par rapport au temps, des coordonées x, y, 2 nous 
donnent les composantes de la vitessse du point М, parallélement & 
OX, OY, 02 : 


da db, de 
eE Ang + 
da’ db de 
(4) т 
da" db". de” 
РР toa 
Pour les projections VE, Uy» Y de cette méme vitesse sur les axes 
mobiles OË, On, O% considérés dans leur position actuelle, nous aurons, 
d’après le théorème des projections, 


Y, = av, 十 oo 十 oo 
(5) jo =b ول "الا سك ثلا سل‎ 
Dg = cv, + dv, + cu. 
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Mais les équations (2) et (3), différentiées, nous donnent 


de db’ db 
(6) {oT +h 4b" =o, 
de de, , de” _ 
coe a C “au.” 


db de db” de de, de 


de ‚ de! „ de” da ‚ da’ y da” -一 
Dg ar TE at a) T 


da , ,da' , ,, da” db. db’, „4 _ 
6-8 q +? xn. aq +0 at dt =P, 


p, q, r désignant donc des quantités qui dépendent seulement du mou- 
vement des axes mobiles. Portant dans les équations (5) les valeurs (4) de 
Us Vy Us et ayant égard aux formules (6) et (7), on trouvera 
ES 95 — M} 
(8) | Vy, وام حت‎ — pl, 
v, = pn — 95. 

Or, si nous rapprochons ces valeurs de v;, Un, vz des équations (2) du 
n° 47, nous en concluons immédiatement que les vitesses de tous les 
points du solide à un instant quelconque sont les mémes en grandeur el 
en direction que si le solide tournait actuellement autour d'un axe OR 
passant par le point fixe et ayant pour projections respectives sur les 
axes OF, On, 05, les quantités р, q, г, définies par les relations (7). 

Le mouvement du solide à chaque instant est donc une rotation instan- 
tanée, et OR est l’axe instantané de rotation. Les cosinus directeurs de 
cet axe rapportés à OËné, et la vitesse angulaire w de la rotstion instan- 
tanée, sont donnés par les formules 


@ 一 ом, cosa=É, cosh, cos y ==" 


Les équations (8) font voir d'ailleurs que tout point du solide situé 
sur la droite dont les équations sont 


me „= 


a actuellement une vitesse nulle, 











A . 


25. L'axe instantané varie incessamment de grandeur et de direction, 
puisque р, q, г sont des fonctions du temps. Le lieu de Гахе OR par 
rapport au systéme fixe OXYZ est donc une surface conique OARB dont O 
est le sommet. D'autre part, cet axe se déplace dans l’intérieur du solide, 
et décrit par rapport au système OÉnZ une autre surface conique : soit 
OA’RB’ cette surface dans la position qu’elle occupe à l'instant consi- 
déré, OR étant l’axe instantané ou la génératrice commune aux deux 
cônes. Si l’on coupe ces deux surfaces par une sphère de centre О et de 
rayon quelconque, on démontrera, par un raisonnement déjà employé 
dans l'étude des mouvements plans (n° 30), que la section A’RB’ du cône 
mobile roule, sans glisser, sur la section ARB du cône fixe. П suit 
évidemment de là 4° que les surfaces coniques OARB, OA’RB’ ont 
même plan tangent tout le long de la génératrice commune OR; 2° que 
les portions de ces surfaces coniques, comprises entre les génératrices 
qui viennent successivement coïncider deux-à-deux, sont égales; en 
d'autres termes, que le cône OA'RB' roule simplement sur le cône 
OARB. D'où ce théorème général, qui fournit une idée nette du 
mouvement : 

Le mouvement le plus général d’un solide autour d'un point fixe O 
est réalisé en faisant rouler un cône, lié au solide, sur un cône fixe de 
méme sommel O; le second de ces cônes étant le lieu de l'axe instantané 
de rotation dans l’espace; le premier, le lieu de cet axe dans le solide 
même. 

Les composantes р, q, г de l'axe instantané, qui sont données par les 


formules (7) en fonction des quantités a, b, c, = . dont dépend le 


mouvement des axes mobiles, jouissent de propriétés remarquables que 
nous étudierons plus loin. 


Exercices. 


4. Démontrer les relations suivantes : 


de да’ а” ,,.  ,, 
بي‎ 57 ще Pre 
db _ аг Pe —a'r Pe ay 
de PO GP Oe CP , 


de de’ 
روا - وه جح رو‎ Gg bp, ١ “اناس وال جح حم‎ 
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А. On comparera les valeurs de ve, Uy, us des équations (4), avec celles que l'on 
déduit des équations (8) et du théorème des projections. 

#. Démontrer que l'axe instantané de rotation OR ne peut occuper une position 

invariable dans le solide, sans être également fixe dans l'espace. 

8. Un solide, 8х6 par un point O, se meut de telle manière que deux de ses droites, 
OA et ОВ (fig. 19), comprenant un angle droit, se meuvent res- 
pectivement dans deux plans fixes 00’Х, O0'Y; on connait la 
vitesse angulaire « de la droite OA dans le plan 00’Х à l'époque 4. 
On demande de déterminer l’axe instantané OR, la vitesse angu- 
laire «’ de la droite OB dans le plan 00/7 et la vitesse angulaire w de 


Fig. 19. la rotation instantanée, au même instant. 
В. Soient 1 l'angle des deux plans fixes; « et f les angles O'DA, O'UB, de sorte que 
de de 
4 一 一 ,6 一 一 。 
d a 


L'axe instantané OR est l'intersection de deux plans, respectivement normaux 
à 00'X, 00'Y suivant OA el ОВ. On a 1 


као, ل‎ 
دري — = 6 وا » و‎ ¿Ta cosa feos" a sinta’ 


= и a 


а. Soient, dans le mouvement autour d'un point fixe, 0 la vitesse angulaire avec 
laquelle l'axe instantané se déplace dans l'espace; r, p les rayons de courbure des 
sections faites normalement à l'axe instantané dans le cône fixe ot le cône roulant, à 
l'unité de distance de l'axe, On a 


«= (+). 


$4. ов LA RÉDUCTION DES MOUVEMENTS D'UN SOLIDE, ET DU MOUVEMENT 
D'UN SOLIDE ENTIÈREMENT LIBRE. 











26. Réduction des mouvements de translation. — Soit un solide S 
animé simultanément de plusieurs mouvements de translation, dans le 
sens attaché à cette expression, savoir, que le solide a un mouvement de 
translation par rapport à un système invariable 0'Enf qui a lui-même 
un mouvement de translation par rapport à un deuxième système OXYZ, 
et ainsi de suite. D’après la règle de la composition des vitesses dans 
les mouvements relatifs (48), la vitesse absolue ou totale МУ d'un point 
quelconque M du solide sera la résultante de sa vitesse relative МУ’ par 
rapport au système O'Enf, de sa vitesse d'entraînement MV” due au 
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mouvement de ce premier systáme par rapport au second, et ainsi de 
suite. Mais pour tout autre point M’ du solide, en vertu de la défini- 
tion méme d'un mouvement de translation, la vitesse relative sera égale 
et paralléle & MV’, la premiére vitesse d'entralnement & МУ”, etc.; 
toutes les vitesses composantes du point М’ seront respectivement égales 
et parallèles à celles du point M. et il en sera de même de sa vitesse 
totale. Donc tous ‘les points du solide ont, à un même instent, dans 
le mouvement absolu, des vitesses égales et paralléles et le mouvement 
du solide est une translation, dont la vitesse est déterminée en grandeur 
et en direction par celle d’un point qu eleonque M, c’est-à-dire par la 
construction indiquée. D'où ce théorème : 

Quand un solide est animé à la fois de plusieurs translations, son 
mouvement total est une translation, et l’on obtient, à chaque instant, la 
vitesse de celle translation, en portant à partir d'un point arbitraire M 
du solide des droites représentant les vitesses correspondant à chacune des 
translations dont le solide est animé, et en construisant leur résultante. 

Il est clair que cette règle s'applique également au cas où les mouve- 
ments composants seraient des translations instantanées. 

27. Réduction des rotations autour d'axes concourants. — Soit 
d’abord un solide S animé de deux rotations simultanées autour de 
deux axes se coupant en un point 0, en sorte que 
son mouvement relatif à ОХ soit une rotation 
représentée par Гахе OP (16), le mouvement de 
Oënt par rapport à OXYZ étant une rotation 
représentée par l'axe OP’ (fig. 20). Soient, paral- 
lèlement aux trois axes rectangulaires OX, OY, Pig. 0, 
OZ, р, q, г les composantes de Гахе OP; р’, q”, г’ celles de Рахе ОР’; 
ره‎ y, я les coordonnées d'un point quelconque M du solide. D'après les 
formules (2) du n° 47, les composantes parallèles à OX, OY, OZ de la 
vitesse relative du point M sont: 

qE—TY, TS — pt, PY—q%5 
celles de sa vitesse d'entraînement 
ga—ry, rip py—da 

done, les composantes de sa vitesse absolue sont 
(tg) е- Ру, (er)a—(p+p)x (pp y—(4+4)m. 

Ces expressions, d'aprés les mémes formules (3), font voir que le solide 

4 
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tourne actuellement autour d'un axe ОВ passant par О, et dont les compo- 
santes suivant ОХ, OY, OZ sont respectivement р حل‎ p’, q +4", و“ سل م‎ 
d’ou il suit (8) que OR est la résultante de OP, OP’. 

D'où ce théorème : Quand un solide est animé de deux rotations simul- 
tanées autour de deux axes passant par un méme point O, son mouve- 
ment est une rotation autour d'un troisième axe passant par ce point, el 
si l’on mène, à partir du point O, les axes représentatifs OP, ОР’ des rota- 
tions simultandes, la diagonale du parallélogramme construit sur OP, OP’ 
sera l’axe représentatif de la rotation totale. 

Cette règle constitue le parallélogramme des rotations; comme il ne 
s’agit toujours que des vitesses dont les points du solide sont animés, elle 
s'applique aussi bien à des rotations instantanées qu’à des rotations 
continues. 

28. Il suit évidemment de la règle précédente que des rotations 
simultanées en nombre quelconque, dont les axes partent d’un même 
point, se réduisent à une rotation unique dont l'axe représentatif est la 
résultante des axes représentatifs des rotations données. En particulier, 
si le solide tourne simultanément autour de trois axes OË, On, OF se 
coupant à angles droits, avec les vitesses angulaires respectives р, 4, г 
(que Pon affecte du signe -+- ou du signe — suivant le sens dans lequel 
chaque axe de rotation est dirigé à partir de 0), le mouvement total du 
solide se réduira à une rotation instantanée autour de la diagonale OR du 
parallélipipéde construit sur les axes de ces rotations р, q, г. Donc, les 
angles «, В, y que fait OR avec OË, On, OZ, et la vitesse angulaire w de 
la rotation instantanée, seront donnés par les formules 


p=0Cc08%, (=0Cc08 В, "م‎ -- 0 608 y, 
一 区 入 十 全 十 天 


Cette remarque fournit une nouvelle interprétation des quantités 
р, 0, г que nous avons introduites (84) dans la théorie de la rotation 
autour d'un point fixe. On voit qu'elles représentent les vitesses des trois 
rotations simultanées qu'il faudrait imprimer au solide, autour des axes 
mobiles ОЕ, On, 05, à un instant quelconque, pour lui donner la rota- 
tion instantanée OR dont il est animé à la même époque. 

Réciproquement, toute rotation instantanée ou continue d'un solide 
autour d'un axe quelconque OR pourra être remplacée par trois rotations 
simultanées р, q, r autour de trois axes rectangulaires de même origine 
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que le premier; et les axes représentatifs de ces rotations relatives se 
déterminent, soit par la construction du parallélipipède, soit par les 
formules ci-dessus qui donnent р, q, г en fonction de a, a, В, у 
29. La composition des rotations permet d'exprimer les composantes 
p,q," (25) de l'axe instantané OR, dans la 
rotation autour d'un point fixe, non plus au 
moyen des neuf fonctions a, 6, ...ىن‎ du temps 
liées entr’elles par six équations, mais au moyen 
de trois angles seulement, qui suffisent pour 
définir la position des axes mobiles par rapport 
aux axes fixes. Soient OX, (fig. 24) la trace du 
plan En sur le plan XY, y = XOX, l'angle com- me. я. 
pris entre cette trace et Гахе OX ; p=X40É l'angle entre cette trace OX: 
et Гахе 05 dans le plan En; 6 = 205 l'angle compris entre les axes 
positifs OZ, Of. La trace OX; normale au plan 205 est menée du côté 
de ce plan pour lequel la rotation de OZ vers O serait vue de la gauche 
vers la droite; l'angle Y est compté à partir de OX, positivement dans le 
sens de OX vers OY, de o* à 360°; l'angle ب‎ est compté à partir de OX: 
dans le sens de OË vers On, de zéro à 360”. Il est clair que la connaissance 
des angles y, 9, ф suffit pour déterminer complétement la situation du 
système 0615 et par suite celle du solide : on peut donc exprimer р, q, r 
en fonction des angles 0, ربل‎ ф et de leurs dérivées par rapport au temps. 
Pendant un temps infiniment petit de,. le système Oknt éprouve un 
déplacement infiniment petit, et les angles y, 6, ب‎ varient de quantités 
infiniment petites dp, 49, dp. Or, on peut produire ces variations, et par 
conséquent amener le système OËnt dans sa nouvelle position, par trois 
rotations simultanées, en faisant tourner ce système d'un angle égal à dy 
autour de l’axe OZ, en même temps que le plan En tourne autour de OX, 
d'un angle égal à 40, et que, dans ce plan En, les axes OF, On tournent 
autour de OZ d'un angle égal à dp. On voit par là, évidemment, que le 
déplacement infiniment petit fotal du solide, et par suite les vitesses de 
ses différents points à l'instant ¢ que l’on considère, sont rigoureusement 
les mêmes que si le solide tournait simultanément autour des trois axes 
OZ, OX:, 0%, avec les vitesses angulaires respectives 2 , $, de › dans 
le sens indiqué par les signes de ces dérivées. Donc, si Гоп compose ces 
trois rotations instantanées, on retrouvera en grandeur et en direction 
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axe instantané de rotation OR, dont les projections sur OÉ, On, 05 sont 


Pp, q, г. Donc, appliquant le premier théorème sur les résultantes (8), 
on aura 


p = 008 ZE + Boon KE + Leos Es 


CIS 
9 = q, 008 Zn + др cos Xin + q, cos би; 


dy — 9 — da — 
= cos ZE +408 Ab + y cos E. 
On a évidemment | 
cos Х.Ё = رو وده‎ cos Xm——sinp, cos ХИ =o, 
с08 Е — 0, cosën—0o, 60866 — 1. 

Rapportée au système OËnt, lo droite OZ fait avec O un angle 0, et 
le plan Y,ZOZ avec EOL un angle 90° — q, les cosinus directeurs de OZ 
sont done 

cos Z¿=sin 6 sin p, cos Zn =sin 0 cos, cos Zz =cos 0; 
donc enfin, 


D sinó sin o Y de 
р sin 6 sin pq + cos pap» 
(А) سو‎ бен — sino, 


_ dy, de 
r=cosO + 


Ces formules, dont nous ferons usage par la suite, s'obtiennent 
également en exprimant les cosinus a, b, c,... en fonction des angles 
.ل ريل‎ p par la trigonométrie sphérique, et substituant leurs valeurs 

dans les formules (7) du chapitre précédent. 

30. Réduction des rotations autour d'axes paral- 
dèles. — Supposons maintenant qu’un solide soit animé 
de deux rotations simultanées, dans le méme sens, 
autour de deux axes paralléles, avec des vitesses 

Fig. 32. angulaires ره‎ «’. Prenons l'un de ces axes pour axe des 
ع‎ positifs, le plan ZOX passant par l’autre, et soient OP = ره‎ 0'P' =’ 
(fig. 22) les axes représentatifs de ces deux rotations, 00’ 0ع‎ la 
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distance des deux axes. Les composantes paralléles 4 OX, OY, OZ de la 
vitesse d'un point (x, у, z) du solide, due à la rotation OP, sont comme 
oo l'a vu (47), 

— 0Y, OL, о; 
celles de la vitesse due à la rotation О’Р’ 

—o'y, u'(x—d), 0; 

donc, celles de la vitesse totale sont 
(1) 0=—(0+0)Y, W=(0+ 0)x— ,له‎ в, —0, 
et si Pon détermine une quantité « par l'équation 
(2) oo 一 (十 wa 
leurs valeurs deviennent 
(3) رن‎ =—(040)y, 0=(0+o0') (1 —a), v.=o0. 

Ces équations (3), comparées à celles du n° 87 qui donnent les compo- 
santes de la vitesse dans une rotation autour d'un axe parallèle à l'axe 
des z, montrent que le mouvement absolu du solide est une rotation 
autour d'un axe AR parallèle aux deux premiers, coupant l’axe ОХ en 
un point А pour lequel y == o, x = ره‎ rotation dont la vitesse angulaire 
ين‎ == 0 + w est de même sens que celles des rotations composantes. 
On a d’ailleurs, par l'équation (2), 


(4) ST FT 
ou 
OA _ OA _ 00 
O'P” ОР AR 
ce qui montre que chacun des segments OA, О’А, ОО’ compris sur la 
perpendiculaire OX entre deux des axes de rotation, est proportionnel 
au troisióme axe. | 
Si la rotation autour de О’Р’ était de sens contraire á celle autour de 
OP, on déterminerait par un calcul semblable l’axe de la rotation abso- 
lue, mais il est plus simple de ramener ce cas au premier par la conven- 
tion suivante. Observons que, si l’on renverse le sens d'une des rotations 
OP, O’P’, AR, les composantes de la vitesse d'un point quelconque M due 
à cette rotation ne font que changer de signe, ce qui revient, d’après les 


, 


” 
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expressions données plus haut de ces composantes, á changer le signe de 
la vitesse angulaire ره‎ ©’ ou с autour de cet axe. Mais comme en même 
temps, d'aprés la convention établie pour représenter le sens d'une 
rotation (16), la direction de l’axe de cette rotation se change dans 
la direction opposée, on voit qu'il suffit d'attribuer à chaque vitesse 
angulaire le signe conforme à la direction de l'axe de la rotation corres- 
pondante par rapport à Гахе des х positifs. Cette règle admise, il est 
visible que le calcul ci-dessus s'applique à tous les cas : la vitesse ره‎ 8 
toujours égale à la somme algébrique w + ©’ des vitesses composantes, 
et le signe + ou — dont elle sera affectée déterminera la direction posi- 
tive ou négative de l’axe AR, c’est-à-dire le sens de la rotation; « pourra 
être positif ou négatif, et son signe déterminera la position du point А 
sur 00' ou sur son prolongement. Enfin, les équations (4), subsistant 
dans tous les cas, feront voir que les segments OA, О’А, OO’ sont tou- 
jours proportionnels aux axes О’Р’, OP, AR. De lá ce théorème général : 

Deux rotations simultanées d’un solide autour de deux axes parallèles 
se réduisent à une rotation unique autour d’un troisième axe, parallèle 
aux premiers et situé dans le même plan. La vitesse angulaire de cette 
rotation résultante est égale à la somme algébrique des vitesses angulaires 
des rolations composantes, et le signe dont elle est affectée indique le sens 
dans lequel elle s'effectue. Enfin, la longueur de l'axe représentatif de 
chacune de ces rotations est proportionnelle au segment compris, sur une 
perpendiculaire aux trois axes, entre les directions des deux autres. 

Tout est ainsi déterminé concernant la rotation totale AR. La réduction 
d'un nombre quelconque de rotations autour d'axes parallèles se fera 
maintenant sans difficulté : après avoir déduit, de la règle précédente, 
l'axe de la rotation équivalente à deux des rotations données, on compo- 
sera cette rotation avec une troisième par la même règle, et ainsi de 
suite, jusqu’à ce que Гоп ait ramené toutes les rotations à une seule. 

81. Le problème traité ci-dessus présente un cas d’exception remar- 
quable, celui où les axes OP, О’Р’ sont égaux et dirigés en sens contraire, 
en sorte que 

6’ = — 0), 


On trouve ©: — 0, а == © , mais l'interprétation de ce résultat est 
simple si Гоп remonte aux équations (т). On voit alors que 


9; =O, vy = — 09 = wd, ®, 一 0， 
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donc les composantes v,, v,, о, sont indépendantes de x, y, زع‎ tous les 
points du solide ont des vitesses égales et parallèles, le mouvement du 
solide se réduit à une translation. De plus, v, et v, étant nuls, la vitesse 
de cette translation est parallèle à OY, égale à «2 ou au produit de la 
vitesse angulaire autour de OP par la distance comprise entre les deux 
axes, et son signe dépend du signe de ce produit. Plus simplement, en 
observant que le point 0' a pour coordonnées д, o, о, on voit que cette 
vitesse de la translation résultante est identique, en grandeur et en direc- 
tion, avec la vitesse dont le point 0’ est animé dans la rotation primitive 
autour de l'axe OP. 1 1 

Ce résultat, d'ailleurs évident de lui-méme, est vrai également de la 
vitesse du point O dans la rotation autour de O’P’. 

Deux rotations simultanées d'un solide autour de deux axes paralléles, 
avec des vitesses égales et de sens contraire, constituent ce qu’on appelle 
un couple de rotations, et le théorème que nous venons d'établir con- 
siste en ce que un couple de rotations équivaut d une translation, dont 
la vitesse est déterminée fort simplement en grandeur, en direction ct 
en sens par la règle ci-dessus. 

8%. La considération des couples de rotation conduit à une réduction 
facile des mouvements de translation et de rotation dont on suppose un 
solide animé. . 

Soient OP (fig. 23) l'axe représentatif d'une rotation, 0’ un point 
quelconque du solide ou qui lui soit invariablement y 
lié; menons deux axes de rotation O’P’,0’P", égaux И 
et parallèles à OP, mais opposés Рип à l’autre. Nous CM 1 
пе changeons évidemment rien au mouvement du Av 
solide en lui attribuant, outre la rotation OP, les Fig. 28. 
rotations égales et de sens contraires О’Р’, О’Р”, puisque les vitesses 
d'un même point dues à ces dernières étant égales et opposées se 
détruisent complétement et la vitesse totale se réduit à la vitesse due à 
la rotation OP. Mais les rotations OP, O'P” constituent un couple 
équivalent à une translation, dont la vitesse O’V, normale au plan 
POO’, est la même que la vitesse du point 0' dans la rotation repré- 
sentée par OP. Donc 

Toute rolation d'un solide autour d'un axe OP peut étre remplacée 
par une rotation de vitesse angulaire égale, dans le même sens, autour 

* d'un axe parallèle passant. par un point 0’ choisi comme on le veut, 
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pourvu qu’on joigne à celte dernière rotation une translation dont la 
vilesse coincide, en grandeur et en direction, avec la vitesse dont le point 
O’ était animé dans la rotation autour de OP. 

Cela posé, concevons un solide animé d'un nombre quelconque de 
translations et de rotations simultanées autour d’axes quelconques. 
Prenons un point arbitraire O dans le solide (ou lié au solide), et substi- 
tuons à l’une des rotations données AP, une rotation représentée par un 
axe égal et parallèle 00, et une translation dont la vitesse soit OV, en 
conformité avec la règle ci-dessus. Remplaçons de même une seconde 
rotation A’P’ par une rotation OQ’ et une translation OV’, et ainsi de 
suite. Toutes les rotations 0Q, ОО’, ... dont les axes se coupent en un 
même point O, se réduisent à une rotation unique dont l'axe représen- 
tatif sera la résultante des axes représentatifs OQ, 00’... (28). D'autre 
part, les translations dont le solide était primitivement animé, et les 
translations nées du déplacement des axes AP, А’Р’,... parallèlement à 
eux-mêmes, se réduisent aussi à une translation unique, dont la vitesse 
sera représentée en grandeur et en direction par la résultante des vitesses 
de ces translations, transportées en un même point, par exemple au 
point О (36). Donc enfin 

Quel que soit le nombre des translations 64 des rotations dont on sup- 
pose un solide animé simultanément, on peut toujours les réduire à une 
seule translation et à une seule rotation, l'axe de cette rotation pouvant 
andme passer par un point choisi arbitrairement. 

@bservons toujours que le sens de ces divers théorèmes est celui que 
nous avons plusieurs fois rappelé, savoir 4° lorsque nous parlons de mou- 
vements simultanés d’un solide, cela s’entend de son mouvement relatif 
et de ses mouvements d'entraînement par rapport à divers systèmes de 
comparaison; 2° toutes les propriétés se rapportent aux vitesses dont les 
points du solide sont animés à un même instant quelconque, et s'étendent 
par suite à des translations et à des rotations instantanées. Mais on ne 
pourrait les appliquer au mouvement réel d’un solide, même pendant 
un temps infiniment petit, s’il s'agissait de calculer des éléments infini- 

me ee du second ordre par rapport á ce temps. 

. L'étude du mouvement d'un solide libre est facile maintenant. 
Sol 0 un point déterminé du solide, et concevons par ce point trois axes 
OX, OY, OZ (fig. 24) qui se meuvent en restant paralléles respective- 
ment à trois axes rectangulaires fixes AX,, AY,, AZ. Prenons OXYZ 
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pour système de comparaison. Ce système est donc animé à chaque 
instant d'un mouvement de translation, dont la 

vitesse coincide avec la vitesse OV du point O du 

solide. Mais le mouvement relatif du solide par rap- 

port au systéme OXYZ ne peut étre que le mouve- 

ment d'un solide autour d'un point fixe, puisque le 

int O du solide est fixe dans le systéme de compa- 

3 c'est donc une rotation autour d'un axe _ Wie. >. 
tantané OR qui peut varier constamment de grandeur et de direc- 
tion. Done 7 

Le mouvement le plus général d'un solide libre, d un instant quel- 
conque, se compose d'une translation dont la vitesse est égale et parallèle 
4 celle Pun point O choisi à volonté dans le solide, et d'une rotation 
instantande autour d'un axe OR passant par ce point. 

Il suit de lá et de la règle de composition des vitesses que, si رولا‎ Uy, Us 
désignent les projections de la vitesse du point O sur les axes 
ОХ, OY, 02; р, q, r les composantes de Vaxe instantané OR suivant ces 
mémcs axes; х, у, ع‎ les coordonnées d'un point quelconque M du 
solide rapporté à ces axes et v,, vy, v, les composantes de sa vitesse totale, 
nous aurons 






= Ue 92 — ولق‎ 
vy =U4, +12 — pz, 
Ds = Us + ру — qu. 





La vitesse de translation OV dépend évidemment du choix du point O 
dans le solide, mais l'axe instantané OR a méme grandeur et même 
direction, quel que soit le point choisi. En effet, supposons qu’on prenne 
un autre point O’ du solide (fig. 25), et qu'on sub- 
stitue à la rotation OR une rotation О’В’ dont l’axe 
soit égal et parallèle à OR, accompagnée d’une trans- 
lation O’V,, normale au plan ROO’ et déterminée par 
la règle ci-dessus. La vitesse de translation primitive Fig. 25. 

OV, transportée au point О’ en 0'V”, se compose avec 0'V, et donne une 
translation unique 0'V”. En résumé, sans que rien soit changé au mou- 
vement instantané du solide, la translation OV et la rotation OR sont 
remplacées par la translation 0'V” et la rotation O’R’. Mais la vitesse du 
point O' dans la rotation O'R' étant nulle, sa vitesse totale se con. 
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fond avec celle de la nouvelle translation O’V’’; donc la rotation O’R’ 
est précisément celle que Гоп aurait trouvée d'abord, si l'on avait choisi 
le point О’ au lieu du point О; et comme O'R' est égal et parallèle à OR, 
de lá résulte la propriété énoncée. 

34. Enfin, Гоп peut choisir le point autour duquel on fait tourner le 
solide de telle manière que la vitesse de translation et Гахе de rotation 
soient dirigés suivant une méme droite. Soient, pour une origine quel- 

conque O, OV la translation et OR la rotation cor- 

respondantes (fig. 26). Décomposons la vitesse OV 

en deux autres, l’une OV, dirigée suivant l'axe 

instantané de rotation, l’autre ОУ, perpendicu- 

laire à cet axe. Dans le plan mené par OR norma- 

Fig. lement à OV:, cherchons un point 0’ tel, que sa 

vitesse O'V”, due à la rotation représentée par Гахе OR et qui est 

évidemment parallèle à ОУ», soit égale à OVs, mais de sens contraire. 

La détermination d’un tel point est facile par la relation qui existe entre 

la distance d'un point à Гахе de rotation, la vitesse angulaire de rotation 

et la vitesse du point (16), et il est même facile de voir que tous les 

points d’une certaine droite, parallèle à OR, vérifient la condition 
demandée. 

Ce point trouvé, transportons-y l'axe OR suivant O'R”; la translation 
engendrée par ce déplacement de l'axe de rotation aura précisément 
pour vitesse 0’У”, d'après la règle du n° 32, et si on la compose avec 
les vitesses des translations O’V,, 0'V;, respectivement égales et paral- 
lèles à OV,, OVs,on aura la translation correspondant au point 0’. Mais 
les translations 0’У”, O'V’; se détruisent; il reste donc simplement la 
translation O’V;, dirigée suivant Гахе О’В’, et la rotation instantanée 
représentée par cet axe. On obtient ainsi le théorème de Giulio Mozxi : 

А un instant quelconque, les vitesses de tous les points d'un solide libre 
sont les mémes, en leur et en direction, que si le solide tournait 
actuellement autour d'un certain axe, en méme temps qu'il glisse le long 
de cet axe, appelé axe instantané de rotation et de glissement ou axe 

de Mozili). 





(1) М. De Tilly a démontré directement ce théorème d'une manière très simple, 
dans les Bulletins de l’Académie de Belgique, t. XXXV, 2 série. 
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Ce mouvement d'un solide est celui d’une vis dans son écrou. 

D'ailleurs, la vitesse O’V, de translation du solide suivant l'axe instan- 
tané est, d’après ce qui précède, égale à la composante OV, de la vitesse 
totale du point O suivant OR; et comme le point O est quelconque, les 
projections des vitesses de tous les points d’un solide à un même instant, 
sur Paxe instantané de glissement et de rotation qui répond à cel instant, 
sont égales entr'elles et à la vitesse de glissement le long de Гахе. Ce qui 
fournit un moyen trés simple de déterminer l'axe quand on n connait les 
vitesses de trois points du solide. 

35. L’axe de Mozzi se déplace incessamment, en sorte que le mouve- 
ment hélicoidal n'a jamais lieu pendant un temps fini, si petit qu'il soit. 
Pour se figurer le mouvement réel du solide pendant un temps fini, on 
devra considérer la surface réglée qui est le lieu de cet axe instantané 
dans l’espace, et ensuite cette autre surface réglée, invariablement liée 
au solide, qui est le lieu des positions successives de Гахе instantané 
dans le solide lui-méme. On voit sans peine que cette seconde surface 
est tangente á la premiére, & chaque instant, sur toute la longucur de la 
génératrice commune, qui est l'axe instantané pour cet instant. Si donc 
on conçoit qu’elle roule sur le première, supposée fixe, en même temps 
qu'elle glisse le long de la génératrice de contact avec une certaine 
vitesse, et qu'elle emporte avec elle le solide, le mouvement que 
prendre celui-ci scra identique avec le mouvement que l’on considérait 
d’abord. | 

On peut aussi se figurer d'une manière claire le mouvement continu 
le plus général d'un solide libre par le théorème suivant, qui découle 
immédiatement des principes exposés aux n° 25 et 33 : Ce mouvement 
se réduit au roulement d'un cône invartablement lié au solide, sur un 
cône animé d'un mouvement de translation égal à celui du sommet 
commun des deux cônes. 


Exercices. 


a. La terre tourne autour de son axe de figure ON de l’ouest à l’est en un jour 
sidéral ; cet axe lui-même tourne autour d'une parallèle ON’ à l'axe de l’écliptique, 
de l’est à l’ouest, et si l’on ne tient pas compte de la nutation, le plan N'ON décrit en 
un jour sidéral un angle de 0'”,136795. L’angle NON’ = 23%27'32". Déterminer les 
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vitesses angulaires « et ы' de ces deux rotations, l'axe instantané réel OR, la vitesse 
angulaire correspondante в. 

В. Le jour sidéral étant pris pour unité de temps, la seconde pour unité d'are, on a 


مودو WNOR——" MEN NON‏ ,0,136795= ’6 ,1296000 سه 





NOR=0",0086, a, 





». Deux cylindres solides, mobiles respectivement autour de deux axes parallèles, 

se touchent constamment le long d'une génératrice. Soient 'ن ره‎ les vitesses angulaires 
des rotations. Déterminer le mouvement relatif du premier cylindre 
par rapport au second, le rapport des vitesses w et ы', la condition 
pour qu'il n°y ait pas de glissement d'un cylindre sur l'autre. 

В. Soient AB, 408“ (ig. 27) les sections des cylindres; O, O’ celles 
de leurs axes de rotation, par un plan normal á ces axes, М le peint 
de contact de AB, A'B' : il suit de considérer le mouvement de ces 
sections planes, Le mouvement relatif de AB par rapport à A'B est 


Fig. 27. une rotation autour d'un poiat С, intersection de la droite 00’ par 
la normale commune en М, avec une vitesse angulaire w + a’. On a ensuite 
и ос 
م‎ 05 


La vitesse de glissement w (ou vitesse relative des points en contact) est égale à 

(a + a”) MC, el l'on trouve 
wo OM _ы'.0М, 
in OMO’ — sin CMO’ — sin CMO 

Pour que w soit nul, il faut que le point M soit constamment sur la droite 00’. 

8. Étant donnée la section A'B', déterminer AB de manière que le glissement soit nul. 

В. Soit Y =p (+) l'équation de A'B' dans un système polaire dont 0’ est le pôle; 
a la distance OO’. L’équation différentielle polaire de AB, le pôle étant en O, sera 


一 一 "yo 一 
== ylo—n ar. 


4. Deux solides tournent respectivement avec des vitesses données autour de deux 
axes non situés dans un méme plan; trouver, pour un instant quelconque, leur mouve- 
ment relatif, l'axe instantané de rotation et de glissement de ce mouvement. 

&. Si, d'un point O, on tire des droites respectivement égales et parallèles aux 
vitesses de tous les points d’un solide libre à un même instant, le lieu des extrémités de 
ces droites sera un plan normal à l'axe de Mozzi. 

€, Étant données en grandeur et en direction les vitesses de trois points d'un solide 
libre, à un instant douné, construire l’axe de Mozzi pour cet instant, et trouver les 
vitesses de rotation et de glissement. 

#. Le mouvement d'un solide libre à un instant donné peut se réduire, d'une infi- 
nité de manières, à deux rotations instantanées autour de deux axes qui, généralement, 





— AB — 


ne se coupent раз. Démontrer que le volume du tétraèdre construit sur les axes repré- 
sentatifs de ces deux rotations, comme arétes opposées, & un volume constant. 

R. Soient w, ون‎ les vitesses de glissement et de rotation autour de l'axe instantané à 
l'instant considéré, OP =», О’Р’ = o” les axes qui représentont les deux rotations 
données, OO’ = 3 leur plus courte distance. On démontre fo que l’on а 


© دوه‎ мо’ à sin (OP, OP’); 

2° que le volume du tétraèdre ОРО’Р’ est 
r 
6 


©. Connaissant la vitesse о d'un point A sur une courbe gauche, déterminer, pour le 
trièdre AXYZ formé de la tangente AX, dé la normale principale AY, et de la perpen- 
dieulaire AZ au plan osculateur, l'axe instantané glissant, les vitesses to et ون‎ de glisse- 
ment et de rotation relatives & cet axe. 


сы" 3 sin (OP, O’P’). 


R. Les rayons de courbure et de torsion étant В, T, on trouve que Гахе instan- | 


tané glissant est parallèle à la rectifiante, coupe la normale principale à une 


RT* , 
TL et que l’on a 


№ + 
„В _ Ат 
Ив’ “= ат 

©. Un solide а un mouvement quelconque dans l'espace; un plan P est emporté 
avec lui: le mouvement de ce plan à un instant quelconque se compose de deux rotations 
simultanées, l’une autour d'un axe СХ situé dans Je plan, l'autre autour d'un axe FZ 
normal au plan. Le premier СХ. se nomme la caractéristique du plan; le second perce 
le plan en un point F que l’on nomme foyer du plan. 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les points du plan passent par le foyer 
du plan. 

Tous les points situés sur la caractéristique ont leurs vitesses dirigées dans le plan. 

Quand plusieurs plans du solide passent par une même droite D, leurs foyers sont 
sur une même droite A. Réciproquement, tout plan passant par la droite A a son foyer 
sur la droite Dj les droites D, A sont dites conjuguées. 

Deux droites conjuguées sont deux axes des rotations simultanées auxquelles on peut 
réduire le mouvement du solide. 

La perpendiculaire commune à deux droites conjuguées quelconques D et A va ren- 
contrer Гахе de Mozzi à angle droit. 

Quand 4 ох plans se coupent à angle droit, les distances de leurs foyers à Рахе 
instantané glissant donnent un produit constant, et les distances de leurs caractéristi- 
ques à cet axe aussi. 

Quand plusieurs plans passent par une même droite, leurs caractéristiques sont sur 
un même hyperboloïde à une nappe. 

20. Dens un solide animé d’un mouvement quelconque, à un même instant, les 
normales menées aux trajectoires de tous les points du solide, parallèlement à un 





distanee 
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même plan queleonque, vont toutes гео contrer une droite parallèle à l'axe instantané 
glissant. 

№. В. Le lecteur désireux d'approfondir cette théorie pourra consulter : Cmastes, 
Propriétés géométriques du mouvement infiniment petit d'un corps solide (Comptes- 
Rendus de Académie, 26 juin 1843); et les XVII* et XIX: leçons du Cours de géométrie 
descriptive de M. A. Mannheim, formant un véritable traité sur la matière. 





. CHAPITRE Ш. 


РЕ L'ACCÉLÉRATION. 
$ 1. ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT D'UN POINT. 


36. Nous n'avons jusqu'ici considéré, dans le mouvement d'un point 
ou d'un solide, que la vitesse; l'étude des variations de la vitesse conduit 
à la notion de Paccélération. 

Soient М, M’ (fig. 28) les positions d'un point mobile aux époques 
infiniment voisines t, t + At; МУ, M'V' les vitesses correspondantes; 
MV, égal et parallèle à М’У’. La droite VV, est 
Paccélération élémentaire du point M. Si, du point 
on tire MJ parallèle à la direction VV, prise à la 
limite, et égal à la limite du rapport de l'accélération 
élémentaire au temps At, cette droite MJ sera, en 
grandeur et en direction, ce que nous appellons 
l'accélération totale, ou simplement l'accélération du point mobile £. En 
la désignant par j, nous aurons 


Fig. 28. 


La direction de l'accélération est évidemment (Couns D'Am., 229,232) 
dans le plan osculateur de la trajectoire en M, et fait un angle aigu avec 
la direction de la normale principale. 

Pour trouver ses composantes j., jy, j. parallèlement aux axes rectan- 
gulaires, projetons le contour fermé MVV,M sur l'axe OX, ce qui 
donnera 


ve + VV, сов (УУьХ) — (vs + Av,) = о, 
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ou, divisant par Af et passant à la limite. 
dv, 
j cos jX = =a 


Nous avons donc, en opérant de méme pour OY, 07, 
_ 4. . doy . dy 
а’ bu ET a 
Les composantes de l'accélération parallèlement 4 trois axes rectangu- 
laires, d un instant quelconque, sont les dérivées par rapport au temps 
des composantes respectives de la vitesse au même instant. 
Remplacant v,, v,, и, par leurs valeurs, on a les formules souvent 
employées : 


. x . dy d*x\* d*z\* 
agp? Wag? b= м (DH +E) +3) 十 (未 ) 


Га considération du langle, MVV, conduit á 5) + conséquences 
utiles. Si Гоп néglige les infiniment petits du second ordre par rapport 
à At, ona VV, =jAt, et la direction VV, peut être prise pour celle de 
l'accélération; done la vitesse d'un point mobile à l'instant t سل‎ At est la 
résultante de sa vitesse à l'instant t, el de son accélération au méme 
instant multipliée par At, aux infiniment petits prés du second ordre. 

37. Concevons un point mobile M, dont le rayon vecteur, mené 
d'une origine fixe O, serait à chaque instant égal et parallèle à la vitesse 
dont le mobile M est animé au même instant; le point M, sera index de 
vitesse ou simplement (index du point M. Les coordonnées de ce point М, 
étant, d’après cela, v., v,, Us les composantes de sa vitesse parallèlement 
aux axes seront j,, jy, 1, : Paccélération d'un point mobile est représentée 
d chaque instant, en grandeur et en direction, par (а vitesse de son index. 

Pour obtenir les composantes j:, ja de l’accélération du point M, 
suivant la direction MV de la vitesse de ce point et normalement à cette 
vitesse, appelons ره‎ В, y les cosinus directeurs de la vitesse; À, м, v ceux 
de la normale principale à la trajectoire en M,R le rayon de courbure. 


L'équation évidente 
U, == va 
donne évidemment 


dv da dv da do v? 
a=! onus, SS ea 2 سا‎ — 
Ret gat Du TR” 


d’après les relations 
ds da À 
Tu 4 В 


équations qui montrent que Paccélération 7 est la résultante d'une accé- 
lération dv: dt suivant la direction de la vitesse, et d'une accélération v? : 
В suivant la normale principale. On a donc 

. ado, e. 

=’ IMR | 
pour les expressions des composantes tangentielle et normale de l'accé- 
lération. La seconde est toujonrs positive, ou dirigée dans le sens de la 
normale principale ; la première est de même signe que dv, 8 
fait done ип angle aigu ou obtus avec la direction de la vitesse, suivant 
que celle-ci est croissante ou décroissante. 

38. 1” Si le mouvement est rectiligne, on prend pour axe des x la 
droite parcourue par le point mobile; l'accélération se réduit évidem- 
mentá sa composantej, ou = ‚ puisque l’on a ici v = = - D'où résulte 
le théorème suivant : Dans un mouvement quelconque, la projection de 
l'accélération du point mobile sur un axe fixe, 4 un instant quelconque, 
est égale à l'accélération de la projection du projet mobile sur le même 
axe. 

Si de plus, dans le mouvement rectiligne, l'accélération j est constante, 
j = a, on dit que le mouvement est uniformément varié. La relation 
ci-dessus devient 


di 


vo désignant la vitesse à l’époque 1 =o. Ainsi, dans un mouvement unt - 
formément varié, la vitesse varie proportionnellement ам temps. On а 
ensuite 


dv ig, d'où (2) v=at +, 


dx al? 
رود‎ +, (3) xz 一 本 十 中 十 zw， 


en intégrant et désignant par хо la valeur initiale de x. Les équations 
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(2) et (3) sont celles du mouvement uniformément varié; clles déter- 
minent, pour une valeur quelconque de $, la vitesse et la position du 
point sur la droite. Rappelons encore que les quantités a, vo, To peu- 
vent étre positives ou négatives, suivant nos conventions, et qu'il en 
résuke pour v, x des valeurs positives ou négatives qui déterminent le 
sens du mouvement et la position du mobile A droite ou á gauche de 
Porigine. Une discussion compléte de toutes les particularités que le 
mouvement peut offrir, d'aprés les signes des quantités a, to, хо, 
n’aurait aucune difficulté. Dans le mouvement rectiligne et uniforme, 
l'accélération est nulle. 

Le mouvement des corps pesants à la surface de la terre, comme nous 
le verrons, présente un exemple remarquable de mouvement rectiligne 
uniformément varié. 

2° Comme second cas particulier, prenons un point M qui décrit un 


cercle de centre С, de rayon г, la vitesse angulaire variable du rayon CM 
étant .ه‎ On a ici 


v=or, R=r, Jn=o'r, jt =f’ 
et l’accélération normale est dirigée de M vers le centre C du cercle. 
Si donc (x, y) sont les coordonnées du point М, (x, В) celles du centre С, 
les eosinus directeurs de MC étant 
a—a  y—6 


, 
y г 








3 


les composantes, parallèles aux axes, de l’accélération normale seront 
—ut(x—a), — w* (y — В). 
Si, de plus, la vitesse angulaire w est constante, l'accélération tangen- 


tielle étant nulle, l’accélération totale du mobile se réduira à l'accélération 
normale que nous venons de déterminer en grandeur et en direction. 


Exercices. 


a. Démontrer que, dans un mouvement rectiligne uniformément varié, 1° la vitesse 
moyenne dans un temps donné(®) égale la vitesse au milieu de cet intervalle de temps; 
2 le demi-accroissement du carré de la vitesse dans un temps donné est le produit de 
l'aceélération par le chemin parcouru dans ce temps; 5° l'espace parcouru dans un 
temps donné est la moitié de l’espace qui serait parcouru dans le même temps avec la 
vitesse acquise par le mobile à la fin de ce temps. 


5 
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3. Un point part de l'origine avec une vitesse positive v,, et une accélération 
constante négative égale à — a ; déterminer la distance maximum à laquelle ce point 
s’éloignera de l’origine. 

8. Un point M parcourt une circonférence de rayon r avec une vitesse variable; 
quelle doit être la vitesse angulaire « du rayon mené du centre O au point mobile 
pour que la direction de l'accélération passe constamment par un point fixe donné A, 
et quelle est la loi du mouvement du point ? 

В. Soient a la distance OA, 6 l’angle que fait le rayon OM avec OA, & ane constante 
arbitraire ; on trouve, o étant négatif dans le sens où 0 augmente, 

k . 
о 一 ————_, kt= asin 0 — yO, 
. r — @ COS 0 
en supposant 9 nul en même temps que !. 

4. Un point M parcourt une chainette; le rapport jn :'7; en chaque point est égal 
au rapport du paramètre a de la courbe au double de l'arc AM compté du sommet А 
où la vitesse est supposée égale à a. Exprimer en fonction du temps l'arc AM et l'accé- 
lération totale. 

R.. étant l'inclinaison de la tangente sur l'axe des x, on а 


a al R= 
cos p” 一 ”人 os， 





et en exprimant o, jn, 7; en fonetion de + et de ses dérivées, on trouve 


5. Si l'accélération d'un point M a une direction constante, on a les relations 
. № 
vcosp=C, j= CR” 


ф étant Pinclinaison de la vitesse sur une direction normale á la premiére, С uve 
constante. 


$ 2. ACCELERATION DANS LE MOUVEMENT RELATIF. >< 


39. Un point M étant rapporté á un systéme de comparaison mobile 
Охух, cherchons les relations existant entre son accélération absolue j, 
son accélération relative 1’, et Vaccélération d’entrainement j” du point М 
considéré comme lié au systéme Oxyz. 

Admettons d’abord que l'origine O soit fixe; soient р, q, г, les pro- 
jections sur O,, Oy, O, de Гахе instantané de rotation du système Oxyz 
à Pinstant considéré, v la vitesse absolue, v’ la vitesse relative du point 
M; M, Pindex de ce point, qui a pour coordonnées par rapport à Oxyz 
les composantes г, vy, v, de la vitesse absolue de M. La vitesse absolue 
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du point M, égale et parallèle à l’accélération 7 (87), est la résultante 
de sa vitesse relative par rapport à Oxyz et de sa vitesse d'entrainement; 
sa projection 7. sur Ox est la somme des projections de ces deux vitesses, 


qui sont = pour la premiére(8 8), ду, — rv, pour la seconde. On a donc 


. dez 
(1) _ Ja = +t — PUy, 


et deux équations analogues pour dy $, 

Ces équations subsistent si le système Oxyz a, en outre, un mouve- 
ment de translation, О étant mobile. En effet, d’après la définition, le 
rayon vecteur de l'index M, est alors supposé partir d'une origine fixe О’, 
par laquelle on fera passer un système d'axes mobiles O’x, О’у, 0' ع‎ 
respertivement parallèles à Ox, Oy, Oz et l’on raisonnera par rapport 
à ce nouveau système comme plus haut par rapport à Oxyz. 

D'après cela, si u désigne la vitesse de l’origine mobile O, et si nous 
appliquons la règle de la composition des vitesses (22) et les formules 


du п°-33 pour évaluer la vitesse d'entrainement du point M, nous 
aurons 


Ve = 0, + м. سل‎ 92 — ry, 
vy = 0, и, re — pz, 
ونا‎ = UL Us + py — 4х, 
et en substituant dans les équations (т), 


. dv! [du, d d 

jn Ft [Gt ru de +9 y — a2) 
(2) | 
— r(re — ps) | + 2(qu, — ro,); 


les valeurs de уу, j, se déduisent de celle-là par permutation circulaire. 

Dans le second membre, le premier terme exprime évidemment la 
composante parallèle à Ox de l'accélération relative, ou j/; le deuxième 
groupe, auquel sc réduirait 7. si v' était nul ou si le point М faisait corps 
avec le système Oxyz, ne peut représenter autre chose que j”. Quantau 
troisième groupe, nous le regarderons aussi comme la projection sur 
Ox d'une accélération 7” que nous appellerons l'accélération complé- 

mentaire. L’équation (2) deviendra donc 


(3) jz 一 jx 十 jz 十 jz ， 
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et les valeurs de j,, j, donnant lieu à des relations semblables, nous en 
conclurons (8) que, dans le mouvement d'un point rapporté à un système 
de comparaison mobile, Paccélération absolue est la résultante de Paccé- 
lération relative, de l'accélération d'entratnement et de l'accélération 
complémentaire. 

40. Si J désigne Paccélération totale du point O, qui correspond à 
روح بن‎ == ==0, Y' ==0, la formule (2) donne 


du, | 
Jz = + qu, — ru,, 


de sorte que, dans le cas général, on a pour les composantes de l’accélé- 
tion d’entratnement. 


op dq dr _ _ 
Je =e Уд + (ey — gx) 一 rz — pz), 
ey? а а 

(4) 439 =4, 435 —2 35 +r(g7 — ry) — p(py — 9*), 


QU d d | 
Уф 2 + pire — pe) — q(qz — ry). 


On remarquera que ces égalités donnent les composantes de l’accélé- 
ration d’un point quelconque d’un solide libre, projetées sur trois axes 
rectangulaires liés au solide, en fonction des coordonnées de ce point, | 
des composantes р, q, г ct de leurs dérivées par rapport à t. 

Les composantes de l'accélération complémentaire ayant pour valeurs 


07 ores 


jz = 2 (Qus— rey). jy = 2 (102 — pv;), js = 2 (pry — que), 
si Роп compare ces expressions avec celles des composantes de la vitesse 
d'un point dans une rotation (19), on voit sans peine que l'accélération 
complémentaire est représentée en grandeur et en direction par la double 
vitesse, due à la rotation d'entrainement, de l'index de la vitesse relative 
du point mobile M. 
41. Les équations (3), écrites sous la forme, 


jz = Je — Ja 一 jz ес... 


montrent que Paccélération relative est la résultante de l'accélération 
absolue, et des accélérations d'entrainement et complémentaire prises en 
sens contraire. Cette dernière composante, qui a pour projections 一 yz， 
— jy'y—Js s'appelle aussi accélération centrifuge composée. 

42. Le cas où le système de comparaison est doué d’un simple mou- 
vement de translation, les axes Ox, Oy, Ox conservant des directions 
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invariables, rentre dans le cas général par la supposition р = д = r =o. 
L'accélération j'” s'annule, l'accélération d'entrainement j”, en vertu 
des équations (4), se confond en grandeur et direction avec J. Donc : 
Quand le mouvement du systéme de comparaison est une simple transla- 
tion, l'accélération absolue d'un point М mobile est la résultante de son 
accélération relative et d’une accélération égale et parallèle à celle de 
l'origine mobile O. 

Si le système Oxyz a un simple mouvement rectiligne et uniforme, 
J lui-méme s’évanouit et les accélérations j et j’ se confondent. 


Exercices. 


a. La spirale d'Archiméde, г = ,0ه‎ étant décrite (44) par un point qui se meut 
uniformément sur le rayon a, pendant que ce dernier tourne avec une vitesse angu- 
laire constante o autour du pôle, déterminer Paccélération du point mobile et en 
déduire le rayon de courbure de la spirale. 

В. On trouve о = w Y a? + 2 pour la vitesse du point ; 7’ est égal à zéro, '" = a! y 
est dirigé vers le pôle; j'”” = 20%a est normal au rayon r dans le sens de la rotation. 


Done j = «* Y r2 + 4a*. On tire ensuite, de la valeur de j, (83), 
a tan 
= atar 


3. Déterminer l'accélération relative d'un point mobile á la surface de la terre, 

R. Prenons le point mobile M pour origine, М; suivant la verticale, My tangent au 
méridien et dirigé vers le nord, M,, tangent au parallèle et dirigé vers l’est. Soient « 
la vitesse de la rotation terrestre, В la distance du point M au centre de la terre, v’ sa 
vitesse relative, A la latitude du point M; l'axe de rotation de la terre étant dirigé vers 
le pôle sud, on а 


? = و0083 ن سد‎ Y=0, r=—osind, 
et Роп trouve 
Se = — oR sin A cos À — 200, sip). 
dn =J, + 20 (vz sin À 一 o, cos À). 


je = je + oR cos* 1+ 200, C08 À. 
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$ 5. ACCÉLÉRATION DANS LE MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN. 


43. Soient toujours AB (fig. 29) la courbe fixe, A’B’ la courbe rou- 
lante (20), 0 le centre instantané actuel, et concevons un point mobile 
qui coinciderait & chaque instant avec le centre 
instantané correspondant & cet instant; sa 
vitesse w, tangente á AB, sera appelée vitesse 

du centre instantané. 
Cherchons d’abord l'accélération J du point 
Fig. 29. de la figure mobile qui coincide, à l'instant, 
considéré, avec le centre instantané С. Sa vitesse actuelle étant nulle, 
son accélération élémentaire (36) se réduit A la vitesse infiniment 
petite que ce point posséde au bout du temps At. Le centre instantané 
étant alors en C,, le point mobile en С’, sa vitesse C’V’ est normale 
à CiC et égale à (w + Aw) C,C’. Le rapport C,C' : At, à cause de l'éga- 
lité des ares CC,, C'C,, ayant pour limite w, la direction limite de СС’ 
étant tangente à la courbe AB cr С, on conclut que l'accélération J est 
égale à ww, et a pour direction celle de la vitesse w qui a tourné de gor 

en sens contraire de la rotation в. 

44. Ce point établi, considérons le mouvement de la figure plane 
comme résultant d'une translation continue égale & celle du point С de 
la figure mobile, et d'une rotation continue autour de ce point. Appli- 
quons la règle du n° 4%, le système de comparaison n'ayant qu'un 

mouvement de translation. Il en résulte que 
Vaccélération d'un point quelconque М de la 
figure mobile est la résultante d'une accélération 
égale et parallèle à l'accélération J définie ci-dos- 
sus, et de l'accélération qu'aurait le point M si la 
figure tournait autour du point fixe С, avec sa 

vitesse angulaire variable ©. 1 
Ou encore, en introduisant les composantes tan- 
уч. =. gentielle et normale de l'accélération dans la 
rotation autour d'un point fixe et sppelant u le rayon CM (fg. 50), 
l'accélération d'un point quelconque М de la figure mobile est la résul- 
tante A*d'une accélération MP égale et parallèle à l'accélération 3 du point 
C de la figure qui coïncide actuellement avec le centre instantané ; Y d'une 





一 站 一 
accélération normale MN 一 w*u, dirigée du point М vers le centre instan- 
tané; 3° d'une accélération tangentielle MT = «e, dont le sens est 
indiqué par le signe de la dérivée de w. 

45. Ce théorème permet de calculer les accélérations tangentielle et 
normale du point M. Soit ب‎ l'angle compris entre le rayon u et la direction 
de l'accélération J. Projetant nos trois composantes sur la direction 
погшае MC, nous aurons 

jn = atu — J cos 9, 
ou, en mettant pour J sa valeur et posant м’ — w : a, 
() ja = oF (u — u' cos y). 

Si nous projetons, au contraire, sur la direction de la vitesse ره‎ 

mormale á CM, nous aurons 


(2) باح ول‎ 2 Leos 35 جيك باح‎ + owsing. 


Pour trouver le lieu des points de la figure mobile dont l'accélération 
normale actuelle est nulle, il faut poser j, = 0, 
се qui donne l'équation 
и = м’ cos p. 
Portons sur la direction de J, à partir du 
point С (fig. 51), une longueur CK =u’, le 
cerele décrit sur СК comme diamètre vérifie 
cette équation : ce cercle est donc le lieu des Fig. 21. 
points dont l'accélération normale est nulle. On l'appelle le cercle 
d'inflexion, le point К. est le pôle d’inflexion. 
De même, on aura les points sans accélération tangentielo en posant 
j =0, ce qui donne la relation 
rae 
5 


Le ры de ces points est le cercle décrit sur la droite CI, égale à 





sio p. 


E » et dirigée suivant la vitesse w du centre instantané, 


L'intersection C' de ces deux cercles est un point dont laccélération 
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totale est nulle, puisque l'on y a à la fois رز‎ = 0, j= о. Si l'on prenait ce 
pointC’ de la figure mobile comme origine du système de comparaison, le 
mouvement relatif serait une simple rotation autour de C’, avec la même 
vitesse angulaire variable  qu'autour du centre instantané (#9, 5°), et 
l'accélération de l’origine mobile étant nulle, celle de chaque point de la 
figure se réduirait à l'accélération relative. On а donc ce théorème : Fl 
existe, à chaque instant, un point unique С’ de la figure qui a une 
accélération nulle, et les accélérations de tous les autres points sont les 
mêmes, en grandeur et en direction, que si la figure tournait autour de 
ce point supposé fixe, avec sa vitesse angulaire variable مه‎ 

Ce point С’ est le centre instantané des accélérations. * 

46. L'expression (1) de j, conduit à la construction du centre de 
courbure Z de la trajectoire du point M. Soit В = MZ le rayon de 
courbure de cette trajectoire. On a comme on sait, 

O 
= 
et en égalant les deux expressions de jw 
ut (В — =) 


و وده الا — Pot 606 d'où‏ 


ou encore, en posant R= ريا سإ بو‎ 
1 т 1 
9 ии, 

Cette équation fait connaître la distance & du centre instantané C au 
centre de courbure Z, lorsque le point K étant connu, on donne les 
coordonnées polaires u et p du point M; on pourra 

done construire le point Z(). 
Cela posé, l'équation (3) donne lieu à la construc- 
tion suivante (68. 32) : joignant MC, on a la normale 
à la trajectoire du point M. Menant CN, КК’ perpendi- 
Fig. 8d. culaires à MC, on joindra un point quelconque М de la 
droite CN au point M. Soit В l'intersection de K'K et de MN. On tire ВС. 








(4) Pour la généralité des formules (2),(2), (3),l'angle p est eompté positivement, de 
CK vers CM, en sens contraire de la rotation زه‎ jn négatif est porté sur le prolonge- 
ment de CM au delà du point М; м est toujours > 0,5 2 o suivant que Z est au delà 
ou en degá de С par rapport au point M. 
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puis NZ parallèle à RC : le point 2 où cette parallèle coupe la normale 
MC est le centre de courbure cherché. 
En effet, les triangles semblables MCN, MK'R, et MRC, MNZ, donnent 











MC MN MZ u u + CZ 
Кб RN CZ’ " wep cz’ 
ou 
1, 1 r 
atm wee’ 


ce qui, vu la relation (3), donne CZ = ¢ 
* Cette construction est absolument générale, quels que soient les signes 
des quantités w' cos q, С. 
Le point N étant arbitraire sur CN, choisissons-le de manière que MN 
passe par le point К (fig. 33). Les points К, В coincident, 
RC se confond avec KC et NZ est parallèle à KC. De lá 
cette construction plus simple du centre de courbure : 
joindre le point décrivant M au point K, el par le point М 
où cette droite coupe la perpendiculaire en С d la droite 
MC, mener une parallèle à la droite qui joint les points 7% 
К, С. Cette parallèle coupe la normale MC au centre de courbure Z. 

L'équation (3) donne encore les conclusions suivantes : 4° Si le 
point M est sur le cercle d'inflexion, u = и’ cos p, & = «o, le point Z 
est à l'infini : tout point de la figure mobile appartenant à cette circon- 
férence décrit actuellement un point d'inflexion sur sa trajectoire; 
2 £ est positif si le point M est hors de ce cercle, négatif s’il lui est 
intérieur : la trajectoire du point M tourne donc sa concavité ou sa 
convexité vers le centre instantané, selon que le point M est extérieur 
ou intérieur au cercle ; 3° si un point donné de la figure décrit une drojte 
dans le mouvement, cette droite va passer par le point K, саг В, et par 
suite &, étant infini, и = и’ cos p, le point mobile est sur le cercle, 
la direction de sa vitesse passe donc par К. Cette remarque est souvent 
utile. 

47. Pour construire le pôle d'inflexion.K, fondement des tracés 
précédents, il n'est pas nécessaire de connaître o, +0; il suffit que les 
conditions géométriques du mouvement fournissent les centres de 
courbure Z et Zs (fig. 34) des trajectoires de deux points M, ct М» de la 
figure dans la position considérée. Soient Ni, Na les points où la droite 
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Z, Zs coupe les perpendiculaires élevées en С aux normales M, Z,, Ms Za 
de ces trajectoires. Tirons les droites M, N,, M: М, 
se coupant en زط‎ P est un point de la droite CK. 
En effet, soit С Rs Ry parallèle à Z, Zo; si par les 
points В+, R, où elle coupe М, №, Ms М; on mène 
des droites В К, Rs К respectivement parallèles à 
CN, С№, il suit de la construction donnée plus haut 

Fig. 84, que ces droites doivent se couper au point K. Mais 
les triangles KR¿Rs, CN:N, sont semblables et semblablement placés, 
les droites qui joignent les sommets homologues concourent en un 
méme point P, donc etc... La droite qui passe par le centre instantané 
et le pôle d'inflexion étant connue, on voit sans peine par la deuxième 

construction ci-dessus, comment on construira le point К. 

Lorsqu'on connaît les centres de courbure O et 0’ (fig. 33) de la rou- 

lette fixe AB et de la courbe roulante А’В’, pour le point С, on en déduit 

le point K comme il suit. Soient В, = CO, Re = CO’ 

les rayons de courburc de AB, A’B’; Си, C’ les posi- 

tions du centre instantané au bout du temps dé sur 

AB, A'B', done CC, = CC’. L'angle compris entre les 

tangentes en ces deux points est égal à wdt, puisque 

ces tangentes viennent coïncider au bout du temps 

dt; cet angle est la somme des angles formés par ces 

mémes tangentes respectivement avec la tangente 

commune en С, angles qui ont pour valeurs CC, : Ri, СС’: Rs. Ona 
done 

CC, 


od =p, UT В, › 
où, en divisant par dt, observant que CC, = CC’ = wdt, et ayant égard 
& la valeur de и’, 


tw EE 


Observons que, si AB est une droite, В: ح‎ 00, м’ == Вз, К est en 0’. 

Pour la généralité de cette équation, Вз sera positif dans le sens de 
Faccélération J, В: dans le sens opposé, car l'angle w di serait la diffé- 
rence des deux angles de contingence si AB, A’B’ tournaient leur con- 
cavité dans le même sens. 
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On а donc cette construction : Joindre un point quelconque $ du plan 
aux points O, С, 0’; tirer CS’ parallèle à OS, et par le point de ren- 
contre S' de CS’ et SO”, S'K parallèle à CS; S'K coupe 00’ au point 
cherché К. En effet, les triangles semblables 0'0S, OCS’, et 0’С$, 
O’KS’, donnent 

00’ 05 06 
CO” SS ск’ 
ou 


Done CK 一 м’; cette construction a encore toute la généralité pos- 
sible, quels que soient les signes de Ri, Rs. 

Quand les points O et 0’ sont ainsi donnés, on peut combiner la con- 
struction précédente et celle du n° e à obtenir le point 2 
sans construire le pôle d'inflexion. En effet, le point S étant arbitraire, 
choisissons-le à l'intersection N (fig. 36) de la 
droite MO’ qui joint le point décrivánt au centre 
de courbure de la courbe roulante, et de la perpen- 
diculaire CN á la normale MC. Appliquant ensuite 
la construction décrite ci-dessus pour obtenir le 
point К, puis la construction du n° 46 pour obtenir 
le point 2, on voit immédiatement que le point В Fig. 6. 
va se confondre avec le point S”, la droite RC avec S'C, et la parallèle 
NZ avec NO; done 2 est l'intersection de la normale MC avec NO, d'où 
la construction de Savary : joindre le point 
décrivant М au centre de courbure 0’ de la 
courbe roulante; mener par le centre instan- 
tané une perpendiculaire CN à la normale 
MC, et joindre le point d'intersection N des 
droites МО’, CN, au centre de courbure O 
de la courbe fixe. La droite NO coupe la nor- 

‘male MC au centre de courbure de la trajectoire 
du point M. 

48. La détermination du centre de cour- 
bure Z de l'enveloppe RS (fig. 57) d'une Fig. Ma 
ligne invariable et mobile PQ se ramène aux principes précédentg. ' 
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Soient, à l'instant considéré, С le centre instantané, situé (82) sur 
la normale commune au point de contact M des courbes PQ, RS. 
Cette normale touche constamment la développée de RS au centre 
de courbure Z, et la développée de la ligne mobile PQ au centre 
de courbure G de PQ relatif au point M. On peut donc, d’après la 
propriété caractéristique des développées, considérer le mouvement 
de la ligne PQ dans le plan comme composé d’un mouvement d’en- 
trainement dans lequel la droite GMZ roule sur la développée de RS, 
et d'un mouvement relatif dans lequel la développée de PQ roule sur 
cette droite GMZ. Soit wi la vitesse angulaire de la première rotation 
autour de 7; GC=w, CZ = [; ш et q ayant les mêmes significations 
que plus haut. Nous aurons par le n° 30, 


01 
Я ет, et ac — w 608 © 


t ل‎ © 


en observant que la vitesse d'entrainement du point С se confond avec 
la composante, normale à CZ, de la vitesse w. Eliminant ريه‎ et ayant 
égard à l'expression de и’, on trouvera 








5 we” ste и’ cos © 


Rapprochant cette équation de (3), on a ce théorème : 

Le centre de courbure Z de l'enveloppe d'une ligne mobile PQ coincide 
avec le centre de courbure de la trajectoire que décrit le point de la figure 
mobile qui, à l'instant considéré, coïncide avec le centre de courbure G 
de la ligne PQ relatif au point de contact. 

On voit que, dans les constructions exposées plus haut pour obtenir 
le centre de courbure Z lorsque les points C et K sont connus, ou les 
points С, O, O”, il suffira de prendre pour point décrivant le centre de 
courbure G de la ligne mobile PQ, et d'appliquer ces constructions sans 
autre changement : elles conduiront á un centre de courbure Z qui sera 
précisément celui de l'enveloppe de la ligne PQ. La même modification 
s'appliquerait & la construction réciproque qui nous a servi pour remon- 
ter du point Z au point К. 

49. Application d divers problemes. — 1. Epicyclotdes Un cercle 0’ 
roule, extérieurement ou intérieurement, sur un cercle О fixe : un 
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point М de la circonférence du cercle roulant décrit une épicycloide. Le 
point de contact С des cercles est le centre instantané, MC est la normale 
à l’épicycloïde. Joignons le point N, extrémité du diamètre MO’, au 
centre O du cercle fixe : NO coupe la normale MC au eentre de cour- 
bure Z de l’épicycloïde, d'après la construction de Savary. — Le 
cas où le point M est en dehors ou au dedans du cercle О’ se traite 
de même. 

II. Reprenons [ellipse décrite par un point M d'une droite AB 
qui s'appuie sur deux droites fixes (2%, fig. 13). Nous avons trouvé 
le centre instantané С et la normale MC. Les points A, В de la figure 
mobile décrivant des droites OX, OY, le point К est à l’intersec- 
tion O de ces droites. Joignant OM, menant CN normale & MC, et 
par l'intersection N de OM, CN, une parallèle à OC, cette parallèle 
coupe MC au centre de courbure Z de РеШрзе décrite par le point M. 
— On pourrait aussi se servir de la construction de Savary, puisque 
Гоп a les centres de courbure O et 0' de la courbe fixe et de la courbe 
roulante. 

Ш. Rayon de courbure de l'enveloppe d’une droite constante AB qui 
s'appuie sur deux axes rectangulaires OX, OY. — Le centre instantané 
est toujours à l’intersection C des normales à OX, OY en A, B. Le point 
M, projection de C sur AB, est le point de contact de la droite avec son 
enveloppe, CM est la normale à cette enveloppe. Le centre de courbure 
С de la ligne mobile étant à l'infini sur CM, la droite joignant се point 
au point K, qui est ici en O, est ODN parallèle à MC et coupant AB en D; 
menons CN perpendiculaire à MC, NZ parallèle à OC coupant MC en Z, le 
point Z est le centre de courbure de l'enveloppe. Mais on a évidemment 
OD— CM, DN=CM, done ON = CZ = 20D, MZ =R == 30D, 
théorème connu. 


Exercices. 


а. Le cercle symétrique du cercle d'inflexion par rapport à la tangente commune 
en С est le lieu des centres de courbure des enveloppes de toutes les droites entrainées 
par la figure mobile. 

R. Conséquence du théorème du n° 48 et de la construction du n° 46; ici С est à 
Pinfioi, Si une droite glisse sur un point fixe, la symétrique de cette droite par rapport 
au centre instantané passe par le point K. 

3. Centre de courbure de la conchoïde de Nicoméde (Ch. [1, $ 2, ex. 2, fig. 16). 
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з. Un ché SC (Ag. 58) d'un angle droit roule sur un cercle O; l'autre côté SM est 
égal au rayon du cercle : le point M décrit une spirale d’Archimède, 
Trouver la normale et le centre de courbure. 
R. Le centre instantané est en С; MC est la normale. On applique la 
construction de Savary, le point 0’ est icià l'infini sur OC. 
4. Trouver le centre de courbure de Pellipse, considérée comme 
enveloppe d'un côté d'un angle droit dont le sommet parcourt une 
Fig. %. cireonférence, l'autre côté passant par un point fixe (foyer). 

в. Trouver le centre de courbure de la podaire d'ane courbe (S) par rapport à un 
point fixe O, connaissant celui de la courbe (5) (3). 

В. Soit Z, le centre de courbure de (5); on construit le centre instantané © (n° 22), 
on prolonge les droites OC,Z,C de longueurs égales au delà du point С; le rectangle 
constrait sur ces prolongements a pour 4e sommet le point К (т. ex. 1). 

©. Une droite ABM passe par un point fixe А; un de ses points В parcourt une cir- 
conférence O passant par A; BM est constant. Trouver la normale et le centre de cour- 
bure de la trajectoire du point M (Limacon de Pascal); déterminer les courbes de 
roulement. 

R. Le centre instantané С est à l'extrémité du diamètre BO; le point К s'obtient en 
prolongeant BC d’une longueur CK = CB. Le lieu du centre instantané dans le plan 
est le cerele O; dans la figure mobile, c'est un cercle de centre В et de rayon BC. 
Appliquer la construction de Savary. 

№. Soient M, M,, M, les sommets d'un triangle in variable qui se meut dans son plan. 
On a la relation 





(мым) зо (м, 22 =, 


ттт 
E Ya Sa 





les indices indiquant les points auxquels se rapportent les segments м, 5. 

©. Trouver le centre de courbure de Penveloppe d'une droite MM,, menée par un 
point queleonque M d’une courbe donnée et faisant un angle constant avec la normale 
MC á cette courbe. 

В. On considère le côté MC de l'angle invariable comme roulant sur la développée 
de la courbe donnée; le centre de courbure С de la courbe est le centre instantané de 
rotation, sa projection М, sar la droite MM, est le point où celle-ci touche son eave- 
loppe; soit X le centre de courbure de la développée en С; sa projection Z sur CM, est 
le centre de courbure demandé. 

©. Un triangle ABC se meut de telle manière que ses deux côtés $, е, restent tangents 
á deux courbes dont on donne les centres de courbure aux points de contact; trouver 
le centre de courbure de la courbe décrite par le sommet A, et celui de la courbe 
enveloppée par le côté а. 

20. Le lieu des centres de courbure des trajectoires des différents points d'une 
méme droite, a un méme instant, est une section conique passant au centre instantané 
et tangente en ce point aux courbes de roulement. La section conique est une ellipse, 
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si la droite est extérieure au cercle de diamètre CK; une hyperbole si elle le coupe; 
une parabole si elle lai est tangente. 

aa. Le lieu des points dont les trajectoires ont leurs centres de courbure sur une 
même droite est une section conique passant par le centre instantané. 


Exercices sur la cinématique en général. 


4. Démontrer, par des considérations cinématiques, que si l’on projette un pôle 0 
sur la tangente en M à une courbe (С), si p, 9 sont les coordonnées polaires de la 
projeetion, la distance da point O à la normale en М et le rayon de courbure en ce 
point M, ont pour expressions 

HE 

2. Une droite reste tangente à une courbe donnée (A) (fig. 59), et coupe deux 
autres courbes (C), (C’) en des points M, №; М, № sont les rencon- 
tres des normales en ces points avee la normale à (А) au point de 
contact O; r,r les distances des points M et M’ à ce point de 
contact, de le déplacement angulaire infiniment petit de la droite 
mobile, ple rayon de courbure de (A) au point O, de, ds les éléments 
de (©), (С). On a 


_de NN de _ MN 
ON 一 而 一 6 d.MM'=NN do, ا‎ Fig. 99. 


3. Trouver la courbe A'B qu'il faut faire rouler sur une droite АВ pour qu'un 
point M, lié à A’B’, décrire une courbe MM’ dont on a l'équation entre le rayon de 
evarbure р et la normale MC = w. 

R. La courbe A'B' rapportée au pôle M et à un axe polaire MX, on a pour coordon- 
nées du point C, м = MC, 0=CMX. Soient Ra le rayon de courbure en С de A’B’, 
к l'angle du rayon vecteur MC avec la tangente AB. On applique l'équation (3) en 
observant qu'ici w’ 一 Ra cos y = sin رم‎ &=p— м, done 











1 1 5 т 
и عدم‎ Bn 
Des formules connues (Covas p'Amacrsx) donnent 
1 _ datas 
№ مه‎ 
et l'équation ci-dessus devient 





dado 
+ Beau Tr ЧТ, 





a a de de 
46 الاسام‎ Br ри 
L'équation de la courbe MM’ donnant р en de on intégrera et la valeur de (ga 
eonduira à l'équation entre м et 9. 


4. Cas particulier où Гоп a 
1, 1 1 
р + и kh ' 


h étant constant, On trouve, с étant une autre constante, 
т 
a = امسا سس ساس سي يب سس‎ 2 
ل ورم‎ У A — ecos (0 — 00) 


La courbe A'B' est une section conique dont М est un foyer. Si A’B’ est une ellipse, 
MM’ est la section méridienne de l'onduloide de Plateau; si c'est une hyperbole, on a 
la nodoïde ; si A'B' est une parabole, MM’ est une chaínette. 

5. La longueur de l'arc décrit par un point M, dans le mouvement d'une figure 
plane, est a celle de l'arc correspondant de la podaire de la courbe roulante par 
rapport au point M, comme В, + R, est à В, (n° 47). Si la courbe fixe se réduit à une 
droite, ces ares correspondants sont égaux. 

©. Une courbe (A) roule sur une droite (D) en entraînant une courbe (В); un point M 
se meut sur (В) de sorte que sa vitesse relative, à chaque instant, soit parallèle à (D); 
are qu'il décrit dans le plan est égal à Parc correspondant de la courbe, lieu de la 
projection, sur la tangente à (A), du point de (B) où la tangente a même direction. 

3. L'enveloppe d'un arc quelconque de (В) est égal à la demi-somme de cet arc et de 
l'arc correspondant du lieu, obtenu en abaissant une perpendiculaire du point de con- 
tact sur la tangente & (А), et prolongeant cette perpendiculaire d'une longueur égale. 

©. Une courbe (В) tourne autour d'un point fixe A; un point M se meut sur (В) de 
sorte que sa vitesse relative ait une direction constante; l'arc décrit par Ма même 
longueur que l'arc correspondant du lieu des projections du point A sur les normales à 
la courbe (В). 

N. B. On trouve ces théorèmes et d’autres, déduits de propriétés plus générales, 
dans un beau mémoire de M. А. Mannheim, sur les longueurs comparées d'ares de 
courbes différentes (J. de l'Éc. Polyt., XL¢ cahier). 

©. Une figure plane Е se meut dans le plan d’ane autre figure plane Е’, pendant 
que celle-ci se déplace dans le plan fixe F”. On connaît le centre instantané C’ et le 
pôle К’ pour le mourement relatif de F, les points analogues C”, K’’ pour le mouve- 
ment d'entrainement de F’, le rapport des vitesses angulaires o”, «”’ de ces mouve- 
ments. Trouver les points C et K pour le mouvement absolu de F. 

В. Le point С est sur la droite С’С”, et si CC” = 3’, CC’ = 5”, C'C'’ = 5, С est 
déterminé par la proportion 3’ : w’ =3"": y”. La droite CK est la résultante de trois 
droites, 


Jn CK" 5 СК!’ 
Е > 8 


cette derniére dirigée suivant CC’. 

10. Une droite C’’C’ pivote autour d'un point fixe С”, tandis qu’une droite C’A 
pivote autour de l'extrémité C’ de la premiére; le rapport м des vitesses angulaires 
de C'A relativement à C’’C’ et de CC” autour de C”” est connu, pour un instant 


— 68 — 


queleonque, Construire le point M où la droite C'A touche son enveloppe, la normale 
À celle-ci et son centre de courbure Z. 

В. Partageons С’С” en С de sorte que CC’ : CC” soit égal à м. Projetant С sur C'A, 
on a le point M, et CM est la normale. Partageons CC” en $ de sorte que CS: 8 
soit égal à u, Le cerele déerit sur CS comme diamètre coupera la 
normale MC au centre de courbure Z. 

21. Un système articulé, composé de deux côtés opposés AB, 
CD (fig. 40) d'an carré et de la diagonale AD, est mobile autour 
des sommets В, С considérés comme pivots fixes. Démontrer que 
le milieu M de la diagonale mobile décrit une lemniscate de Ber- 
noulli(1); construire la normale et le centre de courbure de cette courbe. Déterminer 
le lieu du centre instantané dans le plan et dans la figure mobile. 

. Système articulé de Peaucellier (fig. 41). — Quatre tiges AD, AD’, CD, CD”, 
forment un losange articulé; les sommets D et D’ sont 1 
reliés par des brides égales DB, D'B à un pivot fixe В. 
Démontrer que si le point A décrit un cercle de centre O, 
le sommet С décrira un autre cercle, ayant son centre 
sur la droite OB et se réduisant & une droite CP normale 
à OB si OA — ОВ. Étant donnée la vitesse angulaire 
constante de AO autour du pivot O, déterminer par des Fig. 41. 
considérations cinématiques les vitesses des différents sommets, le centre instantané de 
rotation de chacune des barres, la trajectoire décrite por un point quelconque du 
système articulé ete. (2). 

#3. Système articulé de Hart. — Un système articulé ABCD (fg, 42) est formé des 
côtés et des diagonales d'un trapèze isocèle. Démontrer 
4e que si Гор fixe le côté AB, un point quelconque du côté 
CD déerit une inverse de eonique; 9% que si l'on fixe un 
point O du côté AB, et si Гоп mène la droite OPP’ paral- 

Tale aux bases AC, BD, les trois points O, P, P’ restent 

constamment sur une même droite, et l’on a ОР. OP’ = 

const; d'où il suit que, si l'on oblige le point P à décrire rea. 

une circonférence passant par le point O, le point P” décrira une droite perpendica- 
laireau diamètre passant en O; 3° Étant donnée la vitesse angulaire du côté AB autour 
du point O, construire les vitesses des points С, D, P, P”, les centres instantanés de 
rotation de côtés du système, ete. 


Fig. 40. 











(4) Cet élégant théorème est di au P. Слизонякыя, 
(2) Cons. Resus, Fraité de mécanique générale, t. УП, р. 306. 


LIVRE DEUXIEME. 


STATIQUE. 


CHAPITRE IV. 


PRINCIPES FONDAMENTAUX DE LA MÉCANIQUE. 


50. Nous appelons corps des portions de matiére limitées en tous sens. 


Nous regardons les corps comme des aggrégations de particules très- 


petites, dont le nombre est extrémement grand, toutes isolées les unes 
des autres : ce sont les molécules. Les molécules elles-mémes sont com- 
posées d'un certain nombre d’éléments matériels que l’on peut regarder 
comme inétendus, comme de simples points géométriques dans chacun 
desquels réside un centre d'action de la matière : ce sont les points 
matériels. En définitive, les corps se réduisent à des assemblages d'un 
nombre incalculable de points matériels. 

Les principes premiers de la mécanique, sur lesquels reposent les rela- 
tions qui existent entre le mouvement des corps ct les actions, émanant 
d’autres corps, auxquels nous attribuons ces mouvements comme à leur 
cause immédiate, sont empruntés à l'expérience et peuvent se réduire à 
trois. Des observations mille fois répétées, des expériences instituées en 
vue de vérifier ces principes, des inductions simples et naturelles ont con- 
duit peu à peu à admettre leur généralité absolue, et comme les consé- 
quences sans nombre que Год en а déduites par le caleul se sont toujours 





vérifiées, on est fondé à les regarder comme entièrement hors de doute. 
À la vérité, ce n'est d’abord que sur des mouvements rapportés à la terre 
comme immobile que les observations ont pu être faites, et c’est par 
induction qu'on a étendu à tous les mouvements les lois auxquelles ces 
observations avaient conduit. Mais, cette généralisation faite, on a 
reconnu entre les conséquences auxquelles conduisaient les lois fonda- 
mentales, et les faits observés, même à la surface de la terre, de légères 
discordances, qui s'effacaient de plus en plus à mesure que le système 
auquel on rapportait les mouvements, en le regardant comme immobile, 
approchait de se confondre avec le système le 0108 vaste que nous 
connaissions dans l'univers, celui des étoiles fixes. C'est ainsi que l’on a 
été conduit à attribuer l'immobilité À ce système ; c'est à lui que se гар- 
porteront par la suite les mouvements absolus, et c'est dans ces mouve- 
ments seulement que les principes que nous allons énoncer auront leur 
pleine signification et leur entière exactitude. 

51. Г. Principe DB LNERTIE. — Un point matériel est incapable de 
modifier par lui-méme la vitesse dont il est animé, et il a besoin pour 
cela de Paction d'une cause extérieure d lui. 

Si donc il est en repos, il y restera indéfiniment; s'il est en mouve- 
ment, il aura un mouvement rectiligne et uniforme, tant qu'une action 
étrangére ne viendra pas le tirer du repos ou changer la direction et 
la grandeur de sa vitesse. Cette cause capable d'engendrer ou de 
modifier le mouvement d'un point matériel, quelle que soit sa nature 
particuhère, nous l’appelons une force. Il n'arrive pas toujours que son 
effet soit un mouvement, parce que d'autres causes, ou de forces sem- 
blables, peuvent s'opposer au mouvement qu'elle tend & produire. 
Néanmoins, nous concevons que dans cette circonstance la force ne cesse 
pas d'agir, de solliciter la matiére au mouvement. Le sentiment de 
l'effort que nous déployons pour mettre les corps en mouvement, pour 
vaincre un obstacle quelconque, nous donne une 1066 assez nette de la 
force considérée ainsi abstraction faite du mouvement qu'elle est capable 
de produire, et nous rangerons cette notion parmi celles que nous 
possédons naturellement. 

Le principe de l'inertie ne signifie nullement que les derniers éléments 
matériels soient incapables d'aucune action; au contraire, nous serons 
amenés á attribuer l'ensemble des phénoménes mécaniques á des 
actions réciproques des points matériels les uns sur les autres. Nous 
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voulons dire seulement que le point matériel est sans action sur son 
propre mouvement; celui-ci ne peut étre modifié que par la présence 
et l’action d'autres éléments matériels. 

5%. La notion de la force, réduite à ce qu'elle a de plus simple, 
implique trois éléments: le point matériel sur lequel elle s'exerce, et 
que Гоп nomme son point d'application; la direction de la droite sui- 
vant laquelle elle tend à déplacer son point d'application, supposé libre 
et en repos : c'est ce que l’on nomme la direction de la force; enfin, son 
intensité, ou la façon plus ou moins énergique dont elle agit pour trans- 
porter son point d'application. La représentation géométrique et analy- 
tique des deux premiers éléments n’offre aucune particularité nouvelle, 
mais quant à Pintensité, nous aurons besoin, pour la mesurer, de poser 
les principes de la comparaison des forces entr'elles. Nous nous bornons, 
pour le moment, á admettre comme évident que deux forces qui, agis- 
sant successivement sur un méme point matériel, lui communiquent 
exactement le méme mouvement, sont égales entr'elles. 

53. 11. Principe DE L'INDÉPENDANCE DES MOUVEMENTS. — Si un point 
matériel libre M animé d'une certaine vitesse et soumis à l’action de cer- 
laines forces Е, F' ..., vient à être sollicité par une force nouvelle P, le 
mouvement relatif qu'il prendra, par rapport d un système de compa- 
raison animé d'un mouvement de translation égal au mouvement qu'au- 
rail eu le point M sans l'intervention de la force P, sera précisément le 
même que si la translation commune n’existait pas, et que la force P seule 
vint d agir sur le point М. 

Ainsi, un corps lancé d’un train de chemin de fer dans une direction 
perpendiculaire à la voie tombe, non au point vers lequel on l’a lancé, 
mais en un point plus rapproché de celui vers lequel marche le train; 
son mouvement par rapport au train est sensiblement indépendant de 
leur mouvement commun, et le méme que si le train et le corps étant 
en repos, on appliquait á celui-ci la méme force. 

La première conséquence que nous déduisons de ce principe, c'est 
que la vitesse MV dont un point matériel M est animé á une époque 
quelconque $, n'influe en aucune manière sur les variations que cette 
vitesse éprouve, à partir de cet instant, par l’action des forces qui lui 
sont appliquées. Concevons, en effet, un système d’axes rectangulaires 
emporté par une translation constante, égale et parallèle à MV. D'après 
le principe énoncé, le mouvement relatif que les forces motrices impri- 
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meront au point M à partir de l'époque é, par rapport à ce système 
mobile, sera identique au mouvement qu'elles donneraient au méme 
point, supposé en repos, par rapport aux mémes axes supposés immobi- 
les; il sera donc évidemment sans relation avec la vitesse MV. Ainsi 
l'accélération élémentaire du point mobile, qui n'est autre chose, d'après 
le n° 36, que la vitesse relative à l’époque t 十 At, est la même que si 
la vitesse МУ était nulle. 1 

54. Appliquons ce qui précéde á une force constante. Une force est 
constante pendant un temps donné, lorsque, pendant la durée dont il 
- s’agit, sa direction ne change pas, et que l'intensité de son action sur le 
point matériel reste constamment égale á elle-méme. Soit P une telle 
force, de direction AX, appliquée á un point libre et en repos placé 
en A: il est clair d’abord qu'elle produira un mouvement rectiligne 
suivant AX. De plus, si 4 une époque t la vitesse est v, cette vitesse 
croitra d'une quantité Av pendant un temps At compté à partir de 
l'époque ¢, et, d'après la remarque faite plus haut, Av sera égal à la 
vitesse que la force P communiquerait au mobile partant du repos, dans 
le même temps At. Or, la force P étant constante, cette quantité Av est 
toujours la même pour un même Af, quelle que soit l’époque t; la vitesse 
croit de quantités égales dans des temps égaux : le mouvement cst donc 
uniformément varié. Ainsi toute force constante imprime 4 un point 
matériel en repos un mouvement rectiligne uniformément varié. 

Cette conséquence subsisterait complètement si le point M, au lieu 
d’être primitivement en repos, avait déjà une vitesse déterminée sui- 
vant АХ, puisque les accroissements de la vitesse seraient toujours indé- 
pendants de la: vitesse antérieurement acquise. Mais, suivant que cette 
vitesse initiale serait dirigée dans le sens où la force agit ou en sens 
contraire, celle-ci aurait pour effet d'augmenter la vitesse ou de la 
diminuer. 

Réciproquement, un point matériel animé d’un mouvement rectiligne 
uniformément varié est sollicité par une force qui, nécessairement, est 
constante, puisqu'elle ferait acquérir au point supposé en repos une 
même vitesse au bout d'un même temps, quel que soit l'instant à partir 
duquel on considère son action. 

Soient mainterant deux forces constantes P, P’, appliquées à un même 
point M suivant une même direction AX. La force P agissant seule pro- 
duirajt un mouvement uniformément varié suivant AX, avec une accélé- 
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ration 71. Soit, de même, j' l’accélération constante qui résulterait de 
l’action de la force P’ seule. D’après le principe П, si les forces P, P’ 
agissent simultanément, le mouvement du point M se composera d'une 
translation d'entrainement avec une accélération j suivant AX, et 
d'une translation relative suivant la même droite avec une accélération 7’. 
Donc, d’après la loi de composition des accélérations (42), l’accélération 
totale du point M sera dirigée suivant AX, et égale à у)”: le point M 
aura encofe un mouvement uniformément varié. Or, nous concevons 
qu'il existe nécessairement une force constante В capable, à elle seule, 
d'imprimer au point M suivant AX la même accélération constante 
了 十 也: nous dirons, par définition, que cette force В est la somme des 
deux forces P et P’. Si les forces P, P’ étaient égales, les accélérations 
j, j' le seraïent aussi, l'accélération totale serait 27, et la force В serait 
double de la force P. Une force serait triple de P si elle communiquait 
au point libre M, suivant la direction AX, une accélération 37 triple de 
l'accélération due à l'action d'une seule force P, et ainsi de suite. On voit 
donc ce que seraient deux forces constantes P et R dont le rapport 
serait exprimé par un nombre entier я, par une fraction m:n, par un 
nombre incommensurable р. II ва Яга donc de choisir pour unité une 
force bien déterminée ; l'intensité d'une force quelconque sera repré- 

sentée par le nombre qui mesure son rapport à l'intensité de la force 
- choisie pour unité. Enfin, toute force se représentera géométriquement 
par une droite, menée à partir du point d'application dans la direction 
de la force, et ayant une longueur proportionnelle à l'intensité de celle-ci, 

55. Il résulte de ce qui précède que des forces constantes, agissant 
successivement sur un méme point matériel, sont proportionnelles en 
intensité aux accélérations qu’elles lui communiquent. En sorte que 
si رط‎ P’,... désignent les nombres qui mesurent les intensités des forces; 
Jy J'... les accélérations constantes correspondantes, on aura 


Mais ce rapport P :j, constant pour un même point matériel, varie 
d'un point matériel à un autre; c'est ce que l'expérience nous apprend. 
Le rapport P : j affecte donc pour chaque élément de la matière une 
valeur caractéristique : on lui donne le nom de masse du point matériel, 
et la masse d'un corps quelconque cst la somme des masses de tous les 
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points matériels qui le composent. D'oú il suit qu'en désignant par m la 
masse du point considéré, on aura 


Pm, P= т), 


c'est-à-dire qu'une force constante est mesurée par la masse du point 
matériel auquel elle est appliquée, multipliée par l'accélération qu’elle 
lui communique. 

Nous expliquerons plus loin comment on évalue en pratique les masses 
des corps et les intensités des forces; observons seulement ici qu'il n’y а 
pas lieu de fixer une unité de masse, la masse étant simplement le 
rapport des deux nombres qui représentent la force et l'accélération. 

56. Cherchons actuellement à déterminer la direction et l'intensité, 
à une époque quelconque $, de la force incessamment variable P qui 
communique à un point matériel libre M un mouvement curviligne 
donné. 

Soit, à l’époque t, MV la droite qui représente la vitesse du point М; 
imaginons un système de comparaison doué d’une translation constante, 
égale et parallèle à MV, et soit MU la vitesse relative dont le point M 
sera animé par rapport à ce système à l’époque t + At, dans son mou- 
vement vrai. D’après ce qui a été remarqué à la fin du n° 58, MU, égal 
et parallèle à l'accélération élémentaire VV, du point mobile à l'époque 
t, a même grandeur et même direction que si le point M, partant du 
repos, était soumis pendant le même temps At, à l’action de la force 
variable P que l’on considère, D'autre part, si cette vitesse MU était 
engendrée par une force constante Р’, la direction de cette force serait 
suivant MU et son intensité serait mesurée (55) par le produit de la 
masse m du point et de l'accélération constante MU : At du mouvement. 
On aurait donc 


MU VV: 
7 — ames SO mas © 
Р=т M м 


Si At tend vers zéro, la direction et l'intensité de la force constante 
P’ auront respectivement pour limites la direction ot l'intensité, pour 
l'instant t, de la force variable P que nous supposons agir sur le point M, 
car on ne saurait définir autrement avec quelque netteté la direction et 
l'intensité d'une force qui varie incessamment. Mais la direction MU, à 
la limite, est celle de Vaccélération MJ du point mobile à l’époque ¢, et 
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le rapport عف‎ a pour limite cette accélération 7 elle-même. Donc nous 


pouvons énoncer le théorème suivant: Lorsqu'un point matériel libre a 
un mouvement curviligne quelconque, la force qui le sollicite, à chaque 
instant, a pour direction celle de l'accélération du point mobile; son 
intensité est mesurée par le produit de la masse du point par l'accéléra- 
tion qu'il possède à cet instant. En sorte que X, Y.Z étant les compo- 
santes de la force P parallèlement aux axes, nous aurons les équations 
dx m d'y | 43 


Z=m 


(1) A =m= 75 = de? de" 


57. Si deux forces égales P sont appliquées & un méme point М en 
repos dans des directions diamétralement opposées, l'accélération totale 
communiquée à ce point, d’après le principe de l'indépendance des mou- 
vements, sera la somme algébrique de l'accélération relative due à l’une 
des forces et de l'accélération d’entrainement due à l’autre, et ces accélé- 
rations étant égales et de signes contraires, l'accélération totale sera nulle 
et le point restera en repos. Donc, deux forces égales et opposées agissant 
simultanément sur un même point matériel, s'annulent réciproquement; 
si le point M avait d’abord un certain mouvement, ce mouvement ne sera 
pas modifié par l'intervention des forces P. On dit, dans ee cas, que les 
forces se font équilibre, ou que le point M est en équilibre sous l’action 
de ces forces. Il est clair que Гоп peut, sans rien changer à l’état de repos 
ou de mouvement d'un corps, appliquer en un de ses points, ou en un 
nombre quelconque de ses points, des groupes de forces deux-à-deux 
égales et directement opposées. C'est ce que nous ferons souvent pour la 
facilité des démonstrations. 

Cette propriété de deux forces égales et opposées de n'imprimer aucun 
mouvement à un point matériel en repos fournit le moyen le plus com- 
mode d'évaluer les intensités des forces. Au lieu de comparer les forces 
par les accélérations qu’elles communiquent & une méme masse, on les 
rapporte à une force bien connue’en cherchant combien il faut réunir de . 
celles-ci pour faire équilibre à la première. Nous verrons plus loin que 
cette force {ype à laquelle on rapporte toutes les autres est la pesanteur, 
mais pour avoir unc idée nette des procédés employés dans cette compa- 
raison, il sera nécessaire de connaitre les lois de la combinaison des 
forces et celles de leur équilibre. 
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58. Ш. Principe pe LA réaction. — Toutes les fois qu'un point maté- . 


riel A exerce sur un autre point matériel В une action quelconque, 
réciproquement, le point B exerce sur le point A une action égale et direc- 
tement opposée. Cette seconde force se nomme la réaction du. point В: 
l’action et la réaction sont donc dirigées suivant la droite qui passe par 
les points А. её В, mais il importe d’observer qu’elles n’agissent pas sur 
le méme point. 

L’expérience montre que, si nous mettons un corps en mouvement en 
Je poussant ou en le tirant, méme s’il est parfaitement libre, nous éprou- 
vons une sensation de résistance; si la traction est exercée par un fil 
élastique, Pallongement du licn montre bien qu'il est sollicité à ses 
extrémités par deux forces de sens contraire, et égales entr'elles. Dans 
les mouvements célestes attribués à l'attraction, nous trouvons que 
celle-ci est toujours réciproque et égale entre deux corps; etc.... En un 
mot, toutes les conséquences que l’on déduit de ce principe se vérifiant 
constamment, nous devons le regarder comme parfaitement établi. 

Des trois principes que nous venons de poser, nous pourrons déduire, 
par le raisonnement et le calcul, toutes les lois du mouvement ou de 
l'équilibre des corps sous l'influence de forces données qui leur sont 
appliquées. Le problème de l’équilibre étant le plus simple, et présentant 
d’ailleurs une importance très-grande, nous traiterons en premier lieu 
de celui-là : sa solution forme l'objet de la Statique. 





CHAPITRE У. 


RÉDUCTION ET ÉQUILIBRE DES FORCES AGISSANT SUR UN 
MÊME POINT. 


59. Considérons en premier lieu un point libre M sur lequel agissent 
simultanément deux forces P et Р’ (fig. 45). 

D'après le principe de l'indépendance, si l’on con- 
çoit un système de comparaison doué d’un mouvement 
de translation égal à celui que la seule force P donne- 

Fig. 43, rait au point M, le mouvement relatif du point M par 
rapport à ce système sera dû uniquement à l’action de la force Р’. Son 
accélération totale J à chaque instant sera donc la résultante des accéléra- 
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tions 7 et 7’, correspondant aux forces P et P’ considérées isolément. Mais 
on a vu (56) qu’une force unique В, ayant pour direction celle de 
l’accélération totale J et pour intensité le produit mJ de la masse du 
point par son accélération, lui imprimerait exactement ce même mouve- 
ment qu’il tient des forces P et P’; ladorce R peut donc remplacer les 
forces P et P’. . 

D'autre part, les forces P, P’, В étant dirigées respectivement sui- 
vant les accélérations j, j’, J et proportionnelles à ces accélérations, les 
droites MP, МР’, MR qui représentent ces forces en grandeur et en 
direction forment entr'elles une figure semblable à celle que forment les 
droites qui représentent ces accélérations 1, j’, J: donc MR est la résul- 
tante de МР, МР’. De là le théorème connu sous le nom de Parallélo- 
gramme des forces : Deux forces P, P’ agissant simultanément sur un 
méme point matériel libre, sont réductibles d une seule, et si Pon 
construit un parallélogramme sur les droites qui représentent les forces P 
et P’, la diagonale représentera, en grandeur et en direction, la force В 
équivalente aux deux premières. 

L'utilité de ce théorème et de ceux que nous en déduirons consiste en 
ce que, au lieu de composer les mouvements que les points ou les 
systèmes prennent sous l’influence de diverses forces, nous pourrons 
réduire d’abord ces forces à un système plus simple et en déduire ensuite 
plus facilement le mouvement. 

Corollaires.1°Le triangle MPR, où PR — МР’ etou MPR = 180° —РМР’, 
МИР = P’MR, nous donne 

P Pm  R 
sin PR sinPR sin PP’ 
R* =P? 十 Р” + 2PP’ cos PP’. 

Ces équations font connaître В et Pangle PR, si P, P’ et langle PP’ 
sont donnés. 

2° Réciproquement, une force donnéc В peut toujours être remplacée, 
sans que son effet sur le point M soit changé, par deux autres forces de 
directions données dans le méme plan MP, МР’: il suffira de décomposer 
suivant ces directions la droite MR qui représente la force R. 

3° Lorsque les forces رط‎ P’ font un angle droit, on a 


sin PP’ = 1, sin P’R = cos PR, 
`Р== Асоё РИ, P'=RsinPR, В = Р-Р’. 
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60. Supposons maintenant un nombre quelconque de forces P, P’,... 
appliquées & un méme point libre М. Par 16 théoréme ci-dessus, on rem- 
placera d'abord les forces P, P’ par leur résultante Q; la force P” et la 
force 0, d’après la même règle, seront réductibles à une seule force О’, 
de sorte que les forces P, P’, 2'' sont remplacées par leur résultante MQ’, 
et ainsi de suite, quel que soit le nombre des forces P appliquées au 
point M. Donc, en général, des forces P, P’, P”,... agissant simultané- 
ment sur un méme point M, produisent le méme effet qu'une force 
unique В, représentée en grandeur el en direction par la résultante des 
droites qui représentent les forces P, P’,... 

À raison de cette construction, la force R est dite la résultante des 
forces P, Р’,... et celles-ci sont appelées les composantes de В. 

_ En particulier, trois forces P, P’, Р” se réduisent à une seule, repré- 
sentée en grandeur et en direction par la diagonale du parallélipipède 
construit sur ces forces. 

Appliquons les propriétés des résultantes. Soient ره‎ В, y les angles 
directeurs d’une force P, par rapport à trois axes rectangulaires OX, OY, 
OZ; les composantes X, У, Z de cette force, parallèlement aux axes, 
auront pour expressions | 

X=Peosa Y=Pceosf, Z=Pcosy, 


et pourront, prises simultanément, remplacer P. Mais X étant positif ou 
négatif suivant que Гап е « est aigu ou obtus, nous conviendrons de 
regarder les forces X, Y, Z comme positives ou négatives suivant qu’elles 
agissent dans le sens des coordonnées positives ou en sens contraire, afin 
de donner à ces formules toute la généralité possible, Nous aurons donc 


X Y 
Р=иХ:-- У -- 7, сова 一 万 ， 009 В =, cosy 一 工 ， 


Ensuite, R désignant la résultante des forces P, Р’,Р”... appliquées 
cn M; а, 6, с les angles directeurs de В, nous aurons, par les formules 
des n° Set 4, 

2= 2X, R,=2Y, R.=2Z, 
= 2 2 2 
R = y (2X) + (2Y) + (22), cosa— ~ » cosb= 2 » ©086= = 

Les composantes X, У, 2 d'une force queleonque Р étant données par 
les relations ci-dessus, il s'ensuit que ces formules déterminent entière 
ment l’intensité et la direction de la résultante В. 
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Si les forces P, P’, P”,... agissaient suivant une méme droite, les unes 
dans un sens, les autres en sens contraire, il suffirait de choisir cette 
droite pour axe des x, et d'étendre aux forces P et à la résultante В la 
convention de signes admise plus haut pour leurs composantes paralléles 
aux axes. Chacune des forces se réduisant alors á sa composante suivant 
l'axe des x, l'équation 

R, = 2X 
se réduira & celle-ci : 
В =2P; 


ainsi la résultante sera égale, en intensité, à la somme algébrique des 
forces données, et le signe dont cette somme est affectée fera voir dans 
quel sens agit la force В. 

61. Équilibre d'un point matériel libre. — Lorsque des forces P, P’,... 
agissent simultanément sur un point M, il faut évidemment, pour que | 
l'équilibre ait lieu, que leur résultante soit nulle; cette condition suffit 
d’ailleurs, puisqu'elle implique que la dernière force est égale et directe- 
ment opposée à la résultante des autres, ce qui entraine l'équilibre. Les 
équations nécessaires et suffisantes de l’équilibre des forces appliquées à 
un point libre sont donc 

В, =о, R,=0, R,=0, 
ou 
2X—0, ZY=0, 2Z—0, 


le signe 2 s’étendant à toutes les forces P. On déduit de ces équations 
que, quand l'équilibre a lieu, chacune des forces est égale et directement 
opposée à la résultante de toutes les autres, ce qui était d'ailleurs évident. 

Cette remarque conduit à une expression commode des conditions 
d'équilibre, lorsque les forces P sont au nombre de trois. La force Р” 
étant égale et opposée à la résultante 0 des forces P et P’, ona . 

P'—Q, РР’ 一 180° — РО, Р’Р”’ = 180° 一 PQ, 
et les relations du n° 59 (1°) donnent par substitution 
P р’ р” 
sinPP” sinPP” وزع‎ РР. 

Les conditions d'équilibre sont donc 4° que les trois forces P,P’, Р”’ soient 
dirigées dans un méme plan; 2° que chacune d'elles soit proportionnelle 
au sinus de Pangle des deux autres, 
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63. Équilibre d'un point retenu sur une surface fixe. — Le point M 
étant sollicité par des forces données, et ne pouvant se mouvoir que sur 
la surface $, produit sur. celle-ci une pression déterminée; la surface, 
en vertu du troisième principe (58), exerce à son tour sur le point М 
une réaction égale et contraire. Nous regardons la surface eomme par- 
faitement polie, c’est-à-dire comme ne pouvant exercer en un quelconque 
de ses points qu'une réaction dirigée suivant la normale à la surface en 
ce point. D'ailleurs, l'effet que la présence de la surface produit sur 
l'équilibre ou le mouvement du point se trouvant compris tout entier 
dans cette réaction, nous pouvons faire abstraction de la surface et — 
traiter le point M comme entièrement libre, si nous joignons aux forces 
motrices qui agissent sur lui la réaction normale М de la surface. D'après 
cela, si X, У, Z sont les composantes rectangulaires de la résultante des 
forces motrices; À, 4, у les angles directeurs de la réaction normale, les 
conditions d'équilibre d'un point entièrement libre fournissent les éga- 
lités 


(1) X-+NeosA=o, Y +Ncosu=0, 2-- eos y =0, 
desquelles il suit que la résultante doit être normale à la surface. 


Soient x, у, z les coordonnées du point М, Е (x, у, <) = о l'équation 
de la surface, et posons 


дЕ\* OF \? OF\! 
"№ (5) +(55) +(e): 
On a, la force N étant normale (Couns p’Anatyse, 80), 


т OF 1 OF 1 OF 
(2) 008) = 5, 008 ست بر‎ уд, 608 Y 一 toy 
et, par suite, les équations d'équilibre prennent la forme 
N OF N OF N OF 
Ху. =о, Yt رج ب‎ =, 2 士 了 元 一 0 


celles-ci : 


дЕ дЕ дЕ OF 
(3) ar Уд; 入 元 一 人 均一 9， 


et ces égalités, nécessaires pour que l'équilibre ait lieu, sont aussi suffi- 
santes : en effet, elles expriment que Гоц peut satisfaire aux équations (т) 


— 78 — 


moyennant une valeur convenable de М, ct comme la réaction normale 
de la surface est supposée pouvoir atteindre toutes les valeurs possibles, 
et remplacer une force quelconque, l'équilibre a lieu. Les égalités (3) 
expriment donc les conditions de l'équilibro d'un point assujetti à rester 
sur la surfaeé F (x, y, 2) =0. Si ces équations sont vérifiées, on tirera 


des relations (1) 
N =yX14Y*+42, 


ce qui donpera la réaction de la surface et, par suite, la pression qu'elle 
supporte; enfin, l'équation | 


N cos A = — X 


fera connaitre le signe de cos А, et Гоп saura ainsi dans quel sens est 
dirigée la pression sur la surface. 

Dans certains cas, le point matériel M est simplement appuyé contre 
une surface résistante qu'il peut d'ailleurs quitter, mais á travers laquelle 
il ne peut pénétrer. Dans ces cas, la réaction N est nécessairement dirigée 
vers l'extérieur, les signes de cos À, cos x, cos у sont done déterminés, et 
Pon doit choisir en conséquence un signe conforme dans les équa- 
tions (2). Les équations (3) subsistent et exprimeat encore des conditions 
nécessaires de l'équilibre, mais il y en a une autre: il faut que le signe 
de cos À, tel qu'il se déduit de la première des équations (1), s'accorde 
avec celui qui résulte de l’hypothèse actuelle. 

Dans les surfaces physiques, l’hypothèse qui nous a servi de puint de 
départ n'est jamais parfaitement réalisée. Toujours la surface est capable 
de développer une certaine réaction tangentielle, un certain frottement, 
indépendamment de la réaction normale indéfinic que nous avons 
admise. On déterminera donc les conditions d'équilibre comme ci-dessus, 
mais en comprenant parmi les forces motrices une réaction tangentielle 
inconnue, qui ne pourra d'ailleurs dépasser une certaine limite donnée 
par l'expérience. 

63. Point matériel retenu sur une courbe fixe. — La courbe est sup- 
posée sans frottement; sa réaction sur le point matériel M est donc per- 
pendiculaire à la tangente en M, ou dirigée dans le plan normal. Joignant 
cette réaction normale N aux forces qui sollicitent le point M, et faisant 
abstraction de la courbe, on a encore les équations (1), 


.0 = رن ومن ]0 -ل 2 X-+-NeosA=o, Y+Ncosu—0o,‏ 
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Les cosinus directeurs de la tangente á la coarbe étant proportionnels 
aux différentielles dr, dy, dz des coordonnées de celle-ci, on a la relation 


cos À. dx совр - dy + cos v - dz =0, 


et de lá, multipliant les équations (1) respectivement par dx, dy, dz et 
les ajoutant, 


(4) X dx + Y dy +Z dz =0. 

C'est ici Punique condition de l'équilibre, puisque, si elle est vérifiée, on 
pourra toujours déterminer М, А, м, у de manière à satisfaire aux équa- 
tions (1), et Pon connaitra, en conséquence, la valeur et la direction, 
dans le plan normal, de la réaction N ou de la pression que le point M en 


équilibre exerce sur la courbe. Si les équations de la courbe sont 
données sous la forme 


f(x, y, £) =0, fi (x, y, 2) =O, 
les différentielles dx, dy, dz vérifient les relations 


of of of 
يوق‎ 48: Ру Род O, 
Of Of Of 
برق‎ ay Yt og ET 
et l’élimination de dx, dy, dz entre ces équations et ''équation (4) don- 
nera l'équation d’équilibre sous la forme 


o=X seo Loh) y y oof AF Af „(970 912) 


_—  \дуд= дяду :ه020‎ dx dz дхду дудх 


On remarquera, comme plus haut, que les courbes matérielles pro- 
duisent toujours un certain frottement, dont on tiendrait compte de la 
méme maniére. 

Remarques. 1° Dans ce qui précéde, comme dans les problémes d’équi- 
libre que nous traiterons par la suite, nous raisonnons habituellement 
comme si les points matériels auxquels sont appliquées les forces qui se 
font équilibre étaient en repos, mais cette supposition n'est nullement 
nécessaire et n'a aucune influence sur les conditions d’équilibre. En effet, 
d’après le 2=* principe de la dynamique, l’état de repos ou de mouvement 
d’un point n’a aucune influence sur les modifications que sa vitesse subit 
par l'action des forces qui agissent sur lui, et par conséquent les condi- 
tions pour que ces forces annulent réciproquement leurs effets sont les 
mémes, quel que soit le mouvement du point, que si ce point était en repos. 
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2° La méthode employée pour ramener l’équilibre d'un point assujetti 
sur une surface ou sur une courbe, à l’équilibre d'un point entièrement 
libre, se nomme la méthode des réactions ; elle est extrémement féconde, 
et nous exposerons plus loin son application & des questions beaucoup 
plus générales. 


Exercices. 


a. Les sommets d'un triangle isocèle attirent un point matériel М placé sur la droite 
qui joint le sommet au milieu de la base, en raison inverse du carré de la distance et 
proportionnellement aux côtés respectivement opposés. Trouver la position d'équilibre 
du point M. 

3. Un point М peut ‘se mouvoir sans frottement sur une surface sphérique; il est 
soumis á n forces dirigées vers n points donnés, et proportionnelles aux distances res- 
pectives de ces points au point M. Déterminer la position d'équilibre et la pression sur 
la sphère. 

R. Soient и l’action à l'unité de distance; æ, y, 5 les coordonnées rectangulaires du 
point т, l'origine étant au centre O de la sphère; a, 5, e les coordonnées d'un quel- 
conque des points donnés; ريه‎ b;, e, celles d'un point G déterminé par les équations 


па, 一 ta, nb, = 25, ac, = ze, 
(contre des moyennes distances). Les positions d'équilibre sont aux points où Ja droiteOG 


perce la surface sphérique. Soient В le rayon, р, = OG, N la réaction de la surface. 
Ona 


N = هم‎ (В ct رم‎ 
8. Un point, placé sur la surface d’un ellipsoide, est sollicité par trois forces, dirigées 
vers les trois sommets voisins А, В, С, proportionnelles aux distances, et en raison 
inverse des longucurs respectives des axes qui aboutissent à ces sommets. Déterminer 
la position d’équilibre sans frottement et la réaction N de la surface. 
В. Soient a, b, с les demi-axes; ره‎ y, 5 les coordonnées de la position d'équilibre 
cherchée, и une constante ; posons 


On aura pour déterminer le point (a, y, 3) 


aos (Gi) ri)" i) 
CT 


а. Un point M peut se mouvoir sans frottement sur la surface d’un ellipsoïde : il est 
attiré par les trois sommets positifs, repoussé par les trois autres, proportionnellement 
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à la distance et en raison inverse du carré de Рахе correspondant. Trouver la position 
d'équilibre et la pression sur la surface. 


R. ==, = 一 一 一 =, = 工 т J 
AURA TA" кун 


5. Une droite fait avec le plan horizontal un angle х; un point M, mobile sur cette 
droite sans frottement, est en équilibre sous l'action d'une force verticale 3P agissant 
de haut en bas, et de deux autres forces dirigées, l’une Q suivant la droite, l’autre В 
horizontalement. Déterminer l'angle a, et la réaction de la droite. 

В. Posons P= M cos 2, 0 = M sin 2, il vient 


sin (x +1) =e, N = Y M* — Q*. 
©. Quelle est la position d'équilibre d'un point matériel М soumis à l’action d’une 
force В (X, У, 2) et mobile sans frottement sur le cercle représenté par les équations 
داج‎ y* +21 —р', ar + by + cz = 0. 
R. Soit N la normale à ce dernier plan ; on trouve 


æ у 2 р 


See = —— = 


aRcosRN—X 68 ومع‎ М —У cRcosAÑ—Z В sin RN 





CHAPITRE VI. 


PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 


64. La théorie de la réduction et de l'équilibre des forces appliquées 
á un méme point permet d'établir immédiatement un principe général, 
duquel on déduit les lois de l'équilibre des forces appliquées à un 
système de points matériels, liés entrreux d'une manière quelconque. 
Posons d'abord quelques définitions. 

Considérons un svstème de points matériels entre lesquels existent 
des liaisons et que sollicitent des forces données P, Р’,... On appelle 
mouvement virtuel de ce système tout déplacement infiniment petit 
qu’on peut lui attribuer, qu'il résulte ou non des forces appliquées au 
système. Les points M du système éprouvent alors ce qu’on nomme des 
déplacements virtuels; les quantités qui dépendent de leurs positions 
respectives reçoivent des différentielles que nous indiquerons par d et 


7 
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que nous nommerons des variations, pour les distinguer de celles qui 
résultent d'un mouvement réel. 

La vitesse virtuelle d'un point M est tangente en M à la trajectoire 
virtuelle de ce point, dans le sens du déplacement, et a pour valeur 
ds, 8 désignant l’arc de la trajectoire virtuelle. Ce nom vient de ce que 
les équations dans lesquelles figurent ces ds sont toujours linéaires et 
homogènes par rapport à eux; on peut donc les concevoir divisées par 
la variation dt du temps, elles renferment alors les rapports ds : 0] qui 
sont de véritables vitesses (8). Il cst parfois utile d'attribuer cette 
signification aux vitesses virtuelles. 

D'autre part, d’après les principes sur lcs infiniment petits, il est 
également licite de prendre pour les vitesses virtuelles des divers points 
du système, leurs propres déplacements virtuels, car on n'altére ainsi 
les égalités que de quantités infiniment petites d'ordre supérieur au 
premier. C’est ce que nous ferons souvent. 

Le travail virtuel d'une force P est le produit de cette force par la 
projection, sur sa direction, de la vitesse virtuelle ds de son point 
d'application М.Р, ds étant l'angle compris entre ces deux directions, 
le travail virtuel de P est exprimé par Pds cos P, ds, et est positif ou 
négatif suivant que la vitesse virtuelle se projette sur la direction même 
de la force ou sur son prolongement. 

On exprime autrement le travail virtuel en introduisant les composan- 
tes rectangulaines X, У, Z de la force P et les variations dx, dy, 02 des 
coordonnées du point М dans le mouvement virtuel considéré. On a, en 
effet, 





=+y 和 oz ,Yo , Zdz 
005 Р, дз р Гра Кр, 

d'où 

(1) Р ds cos P, ds = X dx + Y dy + Zdz, 

ce qui est l'expression transformée du travail virtuel de la force P. 

Le travail virtuel de la résultante В de plusieurs forces P, P’,... appli- 
quées 4 un méme point, est égal à la somme algébrique des travaux 
virtuels des composantes dans le même mouvement virtuel. En effet, pro- 
jetons la résultante В et les composantes P sur la direction de la vitesse 
virtuelle. Nous aurons, d’après la première propriété des résultantes, 


В cos В, ds = УР cos P, ds, 
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et еп multipliant les deux membres par ds, 


В ds cos В, ds = ХР ds cos P, ds, 
ee qui exprime la propriété énoncée. 

65. Ces principes posés, soient М un point matériel libre et В la 
résultante des forces P qui lui sont appliquées : il faut et il suffit, pour 
l'équilibre, que В soit nul. D'ailleurs, la vitesse virtuelle ds ayant une 
direction quelconque, l’équation В = o entraine celle-ci : 


В ds cos R, ds = وه‎ 
et réciproquement, si cette équation a lieu pour tout mouvement virtuel 


du point,comme cos R, ds ne saurait être nul pour tous ces déplacements, 
on aura nécessairement В = o. L'équation 





В gs cosR, ds 一 o， ou ZPôscos P,ds — 0, 
exprime donc la condition d'équilibre; donc, pour que les forces appli- 
quées d un point matériel libre se fassent équilibre, il faut et il suffit que 
la somme algébrique des travaux virtuels des forces soit nulle pour un 
déplacement virtuel quelconque du point. 

66. Considérons deux points M, M’ soumis respectivement à l’action 
de deux forces égales et directement opposées P, Р’, et caleulons la 
somme des travaux virtuels de ces forces pour un déplacement infiniment 
petit du système des deux points. Soient (x, у, 2), (х’, y”, z')les coor- 
données rectangulaires, г la distance des points M, М’; en sorte que 

(х— + (y — y Y + (2 — 21) =r". 

Les forces P, Р’ étant regardées comme positives ou négatives suivant 
qu’elles tendent à rapprocher ou à séparer leurs points d'application, les 
cosinus directeurs de la force P seront 


, ? , 
A) 973 tz 


r r r 
et par suite, le travail virtuel de cette force sera 


一 7 [x — 21) dx + (y — y) dy + (2 — 1) dr]. 


‚ On aura de méme pour celui de la force P”, en observant qu'elle est de 
sens contraire á la précédente, 





一 [Ge — 1’) dx’ + (y — y) dy’ + (2 — =’) d2"]. 
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en sorte que la somme des travaux virtuels de ces deux forces est égale, 
à cause de P =P”, à 


— а — x’) (dx — da") + (y — у’) (ду — dy’) + (2 — 2’) (02 — d2)). 


Mais on tire de la valeur de r* | 
(x — 2) (0 — dx’) + (y — yy — dy’) + (2— 2°) (Be — de") = где; 
donc enfin, l'expression cherchée de la somme des travaux virtuels des 
forces P et P’ deviendra 

— Pdr, 


et sera nulle si r est constant. Donc, dans touf mouvement virtuel pour 
lequel la distance MM’ ne varie pas, la somme des travaux virtuels des 
forces P et P’ est égale à zéro. 

Cette propriété s’appliquerait, par exemple, à deux points M et M’ 
unis par un lien rigide et maintenus à distance constante l’un de l’autre; 
ou à deux points liés par un fil parfaitement flexible et ine xtensible, si ce 
fil reste bien tendu dans le mouvement virtuel considéré. Mais elle 
cesserait d’avoir lieu si les points M et М’ étaient unis par un lien 
élastique et que l’on considérât un mouvement virtuel dans lequel ce 
lien s’allongerait ou se raccourcirait. | 

_ 67. Nous revenons maintenant à un système quelconque de points 
matériels, sur lequel agissent des forces données; ces points peuvent être 
libres, ou soumis à des liaisons qui existent entr'eux et établissent entre 
leurs mouvements une solidarité plus ou moins complète; ils peuvent 
aussi être gênés par des obstacles en dehors du système, tels que des 
courbes fixes, ou des surfaces fixes sur lesquelles ils sont astreints à 
rester, etc. 

Observons d’abord que, quelles que soient les liaisons, elles sont tou- 
jours composées de points matériels appartenant au système et exerçant 
les uns sur les autres des réactions inconnues, еп sorte qu'en réalité 
l'effet des liaisons se réduit toujours à ces réactions inconnues. De même, 
l'effet des obstacles fixes sur les points du système se réduit encore, en 
dernière analyse, à des réactions inconnues que ces obstacles exercent et 
qui concourent, avec les forces motrices proprement dites, à maintenir 
l'équilibre. En résumé, le système peut être considéré comme composé 
d’un certain nombre de points matériels libres, sur lesquels agissent les 
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forces données رط‎ P’,... qui sollicitent le système, les réactions inconnues 
provenant des liaisons entre les points ou des obstacles fixes extérieurs 
au système, 

D'après la règle du n° 65, il faut, pour que chacun des points du 
système soit en équilibre, que la somme des travaux virtuels de toutes 
les forces, intéricures ou extérieures, qui agissent sur lui soit égale à 
zéro pour un déplacement infiniment petit quelconque de ce point. Si l'on 
fait la somme des équations semblables pour tous les points qui entrent 
.dans la composition du système, on en conclut que dans tout système 
matériel en équilibre, la somme des travaux virtuels de toutes les 
forces, intérieures ou extérieures, qui sollicitent les différents points, 
est nulle pour tout mouvement virtuel que Pon peut concevoir dans le 
système. 

Sous cette forme, ce théorème offrirait peu d’utilité pour la recherche 
des conditions d'équilibre, à cause de cette infinité d'actions réciproques 
obscures et inconnues entre les points du système, dont il faut y tenir 
compte. Mais en définissant plus nettement les conditions qui limitent les 
mouvements du système, et ne considérant que les déplacements virtuels 
compatibles avec ces conditions idéales, on élimine les réactions incon- 
nues et l'équation ne renferme plus que les travaux virtuels des forces 
motrices proprement dites. 

Concevons d'abord que certains points soient unis par des liens rigides 
que nous regarderons comme absolument indéformables ; ou par des fils 
parfaitement flexibles, mais inextensibles, tendus en ligne droite entre 
les diverses parties du système, ou pliés sur des appuis fixes, etc. Dans 
le déplacement d’une tige rigide AB (fig. 44) la 
distance de deux de ses points M et M’ assez 
voisins pour agir l’un sur l'autre, ne varie pas. Il 
en est de même dans un fil flexible CD qui se 
déplace infiniment peu, s’il reste tendu et inex- Pig. 44. 
tensible comme nous le supposons(!), Et comme les actions moléculaires 
inconnues el réciproques de ces points М et М’ sont, en vertu de la loi de 





(1) Lorsqu'on parle d’un fil flexible et inextensible, on ne veut pas dire autre chose 
sinon que, pendant les déformations du fil, les longueurs des ares élémentaires restent 
invariables, et par suite, on peút dire que les points matériels assez rapprochés pour 
que les forces moléculaires s'exercent entr’eux conservent des distances invariables. 
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réaction, égales et directement opposées, il suit du lemme établi plus 
haut (66) que la somme des travaux virtuels de ces forces est nulle pour 
le déplacement infiniment petit considéré. Le raisonnement étant appli- 
cable & tout couple de, points faisant partie du systéme ou de ses liaisons, 
il en résulte que, pour tout mouvement virtuel du systéme dans lequel 
les liaisons satisfont á la condition énoncée, la somme des travaux 
virtuels des réactions provenant des liaisons entre les points s’évanouit 
d'elle-méme, et ces réactions ne figurent plus dans l'équation des vitesses 
virtuelles. 

Supposons ensuite qu'un point M du systéme soit retenu sur une sur- 
face fixe qui n'exerce aucun frottement. La réaction М de la surface étant 
normale à celle-ci, tandis que la vitesse virtuelle ds du point M est dans 
le plan tengent si Pon considére un déplacement compatible avec les 
conditions du systéme, on a cos N, da =0, le travail virtuel de la réac- 
tion N est donc nul. Ce raisonnement est applicable & tous les points du 
systéme qui seraient retenus sur des surfaces ou sur des courbes fixes 
sans frottement : la somme des travaux des réactions de ces obstacles 
disparaitra donc de l'équation des vitesses virtuelles. 

Il peut se faire encore qu'un point M ne puisse se mouvoir que sur la 
surface rigide $ d'un corps faisant partie du système, et pouvant se 
déplacer comme lui. Ici la vitesse ds du point M n'est plus nécessaire- 
ment perpendiculaire à la réaction N de la surface S, toujours dirigée sui- 
vant la normale à $, car le déplacement du point sur la surface se com- 
pose avec celui de la surface clle-méme. Mais la vitesse ds sera regardée 
comme la résultante d’une vitesse relative МУ’ du point M, tangente à 
la surface mobile, et d’une vitesse d'entrainement МУ” due au mouve- 
ment de la surface; sa projection sur la normale MN ou sur la direction 
de la réaction М se réduira évidemment à la projection de la уНеззе МУ”. 
D'ailleurs, la pression N’ que le point M excrce sur la surface 5 étant 
égale et opposée à N, et la vitesse de son point d’application étant préci- 
sément la vitesse d’entrainement MV”, les forces N et N’ auront des 
travaux virtuels égaux et de signes contraires dont la somme sera nulle. 

Ce raisonnement s'applique également aux réactions mutuelles de deux 
solides $ et S', s’appuyant l’un contre l’autre par des surfaces rigides 
dépourvues de frottement, dans tout mouvement virtuel où ces surfaces 
restent en contact. Les travaux virtuels de ces réactions se détruiront 
encore deux-à-deux, et disparaitront de l’équation des vitesses virtuelles. 





Il suit de lá que, dans tout systéme matériel ой les conditions qui 
limitent les mouvements sont comprises parmi les précédentes, et pour 
tout mouvement virtuel du systéme dans lequel ces conditions sont res- 
pectées, la somme des travaux virtuels des réactions inconnues étent 
nulle, il faudra, si l'équilibre a lieu, que la somme des travaux virtuels 
des forces motrices le soit également. 

68. Réciproquement, si cette condition est satisfaite pour tous les 
mouvements virtuels compatibles avec les conditions auxquelles le 
système est assujetti, celui-ci sera en équilibre. En effet, les accélérations 
que prennent les points sous l'action des forces étant indépendantes des 
vitesses qu’ils possèdent déjà, nous raisonnerons comme si le système 
partait du repos, ainsi que nous Рауопз remarqué précédemment (63). 
Si les forces P appliquées su système ne se font pas équilibre, ses points 
M prendront un certain mouvement (A), nécessairemeni compatible avec 
les liaisons imposées à ses points, et l’on pourrait empêcher ce mou- 
vement en appliquant à chacun des points, dans la direction opposée à 
celle où il tend à se mouvoir, une force d’une intensité convenable. Dés 
lors, l'équilibre du système aura lieu; donc, d'après le théorème établi 
plus haut, la somme des travaux virtuels des forces P qui lui étaient 
d'abord appliquées, et des forces Q que Гоп vient d'introduire pour 
l'équilibre, sera nulle pour tout mouvement virtuel compatible avec les 
liaisons, et en particulier pour ce mouvement (A) que le système aurait 
pris si Гоп n'avait pas introduit les forces Q. Mais, d’après l’hypothèse, la 
somme des travaux virtuels des forces P est nulle pour tout déplacement 
compatible avec les conditions du système, donc aussi pour ce mouve- 
ment (A); donc la somme des travaux des forces Q devra être nulle 
séparément. Or, ceci est impossible, car chaque force Q est directement 
opposée à la vitesse virtuelle de son point d’application et donne un 
travail virtuel négatif. Donc l'hypothèse faite était absurde, et le système 
proposé était en équilibre sous l'influence des forces P seulement. 

Nous pouvons donc énoncer ce théorème, qui constitue le Principe des 
vitesses virtuelles : 

Pour qu'un système de points matériels, liés entr’eux d'une manière 
quelconque et sollicités par des forces quelconques, soit en équilibre, il est 
nécessaire et suffisant que la somme des travaux virtuels de ces forces 
soit nulle, pour tout mouvement virtuel du système compatible avec les 
liaisons et conditions auxquelles il est assujetti. 
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Si done on désigne par P Рипе quelconque des forces motrices, par 5 
la vitesse virtuelle de son point d'application dans un mouvement compa- 
tible avec les liaisons, la condition nécessaire et suffisante de )’équilibre 
sera exprimée par l’équation 


(2) УР ds cos P,ds =0, 


le signe 2 s'étendant á toutes les forces appliquées. Ou, X, Y, Z étant les 


composantes de la force P; x, y, z les coordonnées de son point d'appli- 
cation, cette condition pourra s'écrire ainsi : 
(3) 2 (X da + Y dy + Z dz) =o. 

Nous expose rons par la suite la méthode pour appliquer ce principe 
de maniére á en tirer dans les différents cas les conditions d'équilibre, 
mais il faut d'abord en préciser la portée par quelques remarques. 

69. Г. Les réactions mutuelles des points du systéme dont les travaux 
virtuels se détruisent deux-à-deux dans l’équation d'équilibre sont celles 
seulement qui s'exercent à des distances très-petites et appartiennent à 
la catégorie des forces moléculaires. S'il existait, entre les points, des 
actions s'exergant à grande distance, comme les attractions des corps 
célestes, on ne pourrait plus leur appliquer les raisonnements que nous 
avons faits sur les forces des liaisons; il faudrait considérer ces forces 
comme des forces P appliquées au système et introduire leurs travaux 
virtuels dans l'équation de l’équilibre. Quoique ces forces soient encore 
deux-à-deux égales et opposées, ce n’est que dans des cas exceptionnels 
que leurs travaux virtuels se détruisent. 

II. Nous avons vu que le travail virtuel de la réaction normale N d'une 
surface fixe, sur laquelle un point M est astreint à se mouvoir, est égal à 
zéro. Si le point était seulement appuyé contre une surface résistante 
qu'il pourrait quitter dans un sens, le travail de N serait encore nul pour 
les déplacements virtuels sur la surface, mais non pour ceux dans lesquels 
le point s'éloignerait infiniment peu de sa surface d'appui. Si donc оп 
voulait considérer un mouvement virtuel de cette espèce, il faudrait réta- 
blir dans l’équation (2) le travail virtuel correspondant de la réaction М; 
ou, ce qui revient au même, faire abstraction de la condition imposée par 
la surface fixe et introduire sa réaction М sur le point M au nombre des 
forces P appliquées au système. On tire parti de cette remarque pour 
évaluer ces réactions normales. | 

Ш. De méme, si la surface était capable de frottement, се que nous 
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n'avons pas supposé, il faudrait joindre à la réaction normale N dont le 
travail virtuel est nul pour les déplacements sur la surface, une réaction 
tangentielle, inconnue d'ailleurs d'intensité et de direction, et dont le 
travail virtuel nc serait pas nul en général. Le travail de cette réaction 
tangentielle devrait donc figurer dans l'équation d'équilibre avec ceux des 
forces motrices P. 

IV. Enfin, les réactions moléculaires développées dans les liaisons ont 
été éliminées de l'équation (2) parce que, dans les différents modes de 
liaison que nous avons admis entre les points du système, un déplacement 
virtuel compatible avec ces liaisons n'altère раз sensiblement les distances 
réciproques entre les points qui sont assez rapprochés pour agir les uns 
sur les autres. Mais cette conclusion ne s'appliquerait pas, comme on Га 
vu, au cas où les liens seraient élastiques, si Гоп considérait un mouve- 
ment virtuel dans lequel ces liens subiraient un allongement ou une 
contraction. Par exemple, si deux forces P et P”, égales et contraires, 
étaient appliquées en deux points M et М’, unis par un fl élastique, il 
faudrait introduire dans l'équation d'équilibre la somme des travaux 
virtuels de ces deux forces, somme égale, comme on l'a démontré, 
à —Pdr, г étant la distance MM’, dr la variation de cette distance dans 
le mouvement virtuel considéré. 

70. Appliquons le principe des vitesses virtuelles à quelques exemples, 
pour en bien saisir l'utilité. 

I. Un point matériel M, posé sur un plan fixe AB (fig. 45), est sollicité 
par une force Q faisant un angle х avec la normale au 
plan, et maintenu en équilibre par une force inconnue P. 

Déterminer la force P et la pression du point M sur le 
plan, le frottement étant nul. 

Donnons au point M une vitesse virtuelle ds sur le 
plan; le principe fournit l’équation d'équilibre Fig. 46. 


P ds cos P, ds + Q ds cos 0, ds ع‎ о. 


Si In vitesse ds est, de plus, normale à (), cos Q, ds s’évanouit; il faut 
done que cos P, ds =o; l'équilibre exige donc d'abord que la force P 
soit normale à ds ou dans le plan normal au plan incliné ct passant par 
la direction de 0. Soit В l'angle que fait P avec la section AB du plan 
fixe par ce plan normal. Donnons une vitesse virtuelle suivant BA; 
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nous aurons 
cos 0, da = sina, cos P, ds == — cos В, 
d’où 





©) وم 2 - ع مأو‎ В =о, P= 


ce qui fait connaitre la force Р. Soit maintenant М la réaction normale 
du plan; donnons un déplacement virtuel suivant la normale ММ; le 
travail virtuel de la réaction М sera ici N ds. On aura donc 
— 0 ds cos a عل‎ ds sin 8 + Nds =o, 
d’ou 
М — Осова — Раш — 2° (+), 
cos В 

11. Un point matériel M est sollicité vers trois points А, В, С par des 
forces respectivement égales à mr, m'r', m''”; г, г’, г’ désignant les 
distances MA, MB, MC; т, т’, m” des coefficients constants. L'angle BAC 
est droit. Déterminer la position d'équilibre du point M. 

Prenons AB pour axe des x, AC pour axe des y, l'axe des z normal aux 
deux premiers; АВ = a, AC — b. Les cosinus directeurs de la force qui 
attire le point М (x, y, z) vers A étant 


x y 2 


г г г 


les composantes de cette force sont — mz, — my, — mx, son travail 
virtuel est 
— mi(ada + уду 十 .م202‎ 

Calculant de même ceux des deux autres forces, et égalant la somme à 
zéro, on obtient, en posant M حت‎ m + m' фм”, 

(а) (m'a 一 Mx) dx + (mb — My) dy 一 Mzdz = 0. 

Les vitesses virtuelles dx, dy, dz n'étant liées par aucune condition, on 
doit égaler á zéro leurs coefficients. On déduit de Já 
加 m'a 加 m’’b 
ттт’ тт, 
pour les coordonnées de la position d’équilibre : elle est donc dans le 
plan ABC. 


= = 0, 








-~ Y 一 

Si le point М ne pouvait se mouvoir que dans un plan représenté par 
l'équation 

Ах + By + Cz + D = 0, 

les variations dx,... devraient vérifier la condition 
(В) А дх ل‎ B dy + С д; — 0; 
éliminant une variation entre (a) et (В) et égalant & zéro les coefficients 
des deux autres, qui restent indéterminées, on aura les équations 


Мх—та My—m'b Mz М(Ах-- Ву ل‎ Ce) — m'Aa — m'Bb 
A Bo 6 ~~ A? + В +4 С 
__ _ MD + m’Aa + m'"Bb 
ل ست‎ +C 
qui fournissent immédiatement les valeurs de x, y, ع‎ correspondant à 
la position d'équilibre. 


? 


Exercices. 


а. Une tige rigide AB peut tourner librement autour de son extrémité supérieure А, 
dans un plan vertical; un poids P est suspendu à son extrémité inférieure B(1); une 
force Q proportionnelle à l'inclinaison « de la tige sur l'horizontale agit normalement 
à la tige en un de ses points O; déterminer la valeur de < pour laquelle l'équilibre a 
lieu. . 

В. АВ = a, AO = b, 0 = pa, م‎ étant une constante. La condition d’équilibre est 
donnée par l'équation 





3. Un système articulé de Peaucellier (ch. Ш, $ 3, ig. 41) est dans un plan vertical, 
les points B, O étant fixes, la droite OB horizontale. Des poids donnés P, Q pendent 
respectivement en À et en C Déterminer la position d’équilibre. 

В. Soient OA — a le rayon du cercle décrit par le bouton А; BP = b la distance 
du pivot B à la droite qui parcourt le sommet C; + l'angle 180° — AOB. 

On a pour l'équilibre 


b 
cos p (140099) = 


3. Un point matériel pesant зе meut librement sur une parabole dont | axe est 


(1) Quoique les notions relatives à la pesanteur ne soient exposées que plus loin, 
nous les admettons dans les exercices comme ayant été données dans un cours 
antérieur. 
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vertical vers le haut : il est en outre soumis à une force répulsive normale à l'axe et 
proportionnelle à sa distance à cet axe. Trouver la condition d'équilibre. 
ДА. Soient « le poids du point mobile, م‎ l'intensité de la force répulsive à l'unité de 
distance, p le demi-paramètre de la parabole. Il faut que l’on ait 
a 


p=-> 


et le point est en équilibre dans toutes les positions. 

4. Un point matériel М, mobile sans frottoment sur un ellipsoide & trois axes 
inégaux, est sollicité par trois forces respectivement perpendiculaires à ces axes, 
proportionnelles à des constantes y, м’, м’’, et en raison inverse des carrés de ses 
distances 3, 3’, 3 à ces axes. Déterminer la position d’équilibre. 

R. Soit 


æ ya 
“Tara” 


l'équation de l’ellipsoïde. Soient A, В, С des constantes définies par les équations 


0 1 1 1 


гм’ ТГ Ff 
А Га а’ 


wor! 
Bata TA 


On aura, pour l’équilibre, 


On en déduit sans реше les valeurs de 2, y, 3 correspondant à la position d'équi- 
libre. 


CHAPITRE УП. ٠: 


ÉQUILIBRE D'UN CORPS SOLIDE. 


$ 1. ÉQUILIBRE DES FORCES APPLIQUÉES A UN SOLIDE LIBRE. 


71. Nous allons appliquer le principe des vitesses virtuelles à la 
recherche des conditions d'équilibre d'un système de figure invariable, 
ce que nous avons appelé un solide, soumis á l'action de forces données 
et d'ailleurs entiérement libre. Les solides naturels ne jouissent pas de 
cette rigidité absolue que nous leur altribuons ici; néanmoins, comme 
on le verra, les équations que nous allons établir sont applicables á leur 
équilibre et, dans la plupart des cas, suffisent pour en déterminer les 
conditions, 
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Soient X, Y, Z les composantes rectangulaires de la force appliquée & 
un point М du solide; dx, dy, dz les variations des coordonnées de ce 
point dans un mouvement virtuel quelconque du solide. La condition 
nécessaire et suffisante de l'équilibre est exprimée par l’équation 


(1) 2 (Xdx + Ydy + Zdz) =0, 


le signe 2 s'étendant à toutes les forces appliquées au solide. 

D'après la remarque du n° 64 sur les vitesses virtuelles, on peut 
remplacer dans cette équation dx, dy, dz par les composantes de la 
vitesse du point M dans le mouvement virtuel considéré, et ces compo- 
santes, pour le mouvement le plus général d’un solide libre, ont pour 
expressions d’après les formules du n° 88 : 


Us | 9 —гу, и,--тх.— pz, سإ ,هه‎ ру — 95; 


Ur, My, м. Étant les composantes de la vitesse virtuelle de translation ; 
р» 4, г les composantes de l’axe instantané de la rotation du solide, sui- 
vant les axes coordonnés. L'équation (1) devient ainsi 


2 [X (u, + ge — гу) + Y (uy + re — pz) + Z (и. + py — q2)] = 0. 
Les composantes Www му, Us, р, q, г étant des quantités indépendantes 
de (т, y, <), peuvent être mises hors du signe £; l’équation peut donc 
s'écrire 
u,2X + uy ZY +4,22-+p2(yZ—2Y)+-q2(2X—2Z)+-r2(xY —yX) =0. 


La vitesse de translation peut avoir une valeur ct une direction quel- 
conques, puisque l’équation doit être vérifiée pour tous les mouvements 
virtuels compatibles avec la rigidité du systéme; il en est de méme de 
l'axe instantané de rotation. Les quantités u,, uy, Us, р, 9, г sont 
done entièrement arbitraires dans cctte équation, ce qui exige que 
l'on ait | 
(2) ‚ХХ روص‎ 2Y =0, 2Z=0; 

(3) 2(yZ—zY)=0, 2(2X —22)=0, Z(xY — yX)—o. 


Réciproquement, si ces équations sont vérifiées, l'équation (1) sera 
vraie pour tout mouvement virtuel du solide. Les six équations (2) et (3) 
expriment donc les conditions nécessaires et suffisantes de l'équilibre des 
forces appliquées à un solide libre. 
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72. L'interprétation des équations (2) est facile; pour énoncer les trois 
suivantes, il faut introduire une nouvelle notion. Soient P une force 
appliquée & un point М; АА’ (fig. 46) un axe quelconque sur lequel on 

distingue une direction positive А’А et une direction 

négative AA”. Par le point M, menons un plan MBC 

normal & АА’, et coupant cet axe en В; projetons la 

force P sur ce plan, soit P, la projection; enfin, soit 

BC = p la perpendiculaire nbaissée du point В sur cette 

composante МР, . Le produit Pip se nomme le moment 

Fig. 46. de la force P par rapport à Гахе.АА’; on le regarde 

comme positif ou négatif suivant que la force P, tend à faire tourner la 

perpendiculaire BC de gauche á droite par rapport á la direction posi- 

tive BA, ou en sens contraire. Observons que BC est perpendiculaire & 

Vaxe AA’ et à MP,, par suite, au plan PMP, et à la direction MP de la 

force : р mesure donc la plus courte distance entre Гахе AA’ et la direc- 

tion MP. Ainsi le moment d'une force par rapport à un axe est le produit 

de la projection de la force sur un plan normal à l'axe, par la plus 

courte distance entre l'axe et la direction de la force, le signe de ce 
moment étant déterminé par la convention ci-dessus. 

Il y a donc deux cas où le moment est nul : celui où la force P est paral- 
lèle à Paxe AA’, et celui où la direction de la force P rencontre l'axe AA’. 

On sait exprimer les moments d'une force P par rapport à trois axes 
rectangulaires OX, ОУ, OZ (fig. 47), en fonction des composantes 
X, У, Z de P, et des coordonnées x, у, z de son point d'application 

M. Prenons, par exemple, l'axe des z, et cher- 

chons le produit P, р = MP, X BC. Pour faciliter 

cette recherche, concevons pour un instant que 

MP, représente Гахе d'une rotation imprimée au 

solide, et cherchons la vitesse qu'aurait le point 

В dans la rotation autour de l'axe MP,. Cette 

Fig. 47. vitesse est égale au produit BC. MP, ouP,p, dirigée 
suivant BZ, et de méme signe, comme il est facile de le voir, que le 
moment P,p que nous cherchons. Le problème est donc ramené à expri- 
mer cette vitesse du point В en fonction des données x, y, я, X, Y, 2, 
au moyen des formules (3) du n° 17 qui expriment la composante о, de 
la vitesse d’un point dans une rotation autour d’un axe partant d’une 
origine donnée. Or, les coordonnées x1, y, de l'origine M sont ici x, y; 
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celles du point mobile В sont o, o; les composantes de Гахе MP, paral- 
lèlement aux axes OX, OY, sont précisément les composantes X, Y de 
la force P. Nous avons donc pour la vitesse cherchée. 
ху — y; 

c'est donc lá, en grandeur et en signe, l’expression du moment de la 
force P par rapport à l’axe des z; un calcul semblable donne yZ 一 zY, 
£X 一 22, pour les moments relatifs à ОХ, OY. Les équations (2) et (3) 
s'¿nonceront donc comme il suit : 

Pour qu’un solide libre sollicité par des forces quelconques soit en 
équilibre, il faut et il suffit que la somme des composantes de toutes ces 
forces parallèlement à trois axes rectangulaires, soit nulle pour chaque 
axe; que la somme des moments de toutes ces forces par rapport 4 trois 
axes rectangulaires, soil nulle pour chaque axe. 

On voit immédiatement que si ces conditions sont remplies pour trois 
axes rectangulaires donnés, elles le seront pour une droite quelconque 
de l’espace, puisque l’équilibre aura lieu, et que la droite pourrait être 
choisie pour axe des x. 

73. Appliquons les équations (2) et (3) & la solution du probléme 
suivant : deux forces seulement, P ct P”, étant appliquées & un solide 
libre, que faut-il pour qu'elles se fassent équilibre? 

Soient X, Y, Z les composantes de P; Х’, У’, Z' celles de Р’; М (zx, y, <), 
M’ (x', у’, 2’) leurs points d'application. Les équations (2) ct (3) donnent 
X+X'=0, Y4-Y'=0, Z4+Z'=0, (yZ— 2Y)+(y'Z' —2’Y’) =0, 

(2Х — 22) + (2X' 一 2'Z')=0, (хУ — ух) 十 (zY' — y’X’) =0. 
Des trois premières, on tire X'——X, У’=— Y, Z’ = —Z, c'est-à-dire 
que les forces P, P’ doivent être égales, parallèles et de sens contraire. 
Les trois autres deviennent, par cette condition, 


(y —y)Z—(1-2)Y =0, (¿—7)X—(1—2')Z=0, 
(1 — x) Y — (y —y)X =0, 
ou 





ce qui nous montre que la droite qui passe par les points M, М’ d'appli- 
cation se confond avec la direction des forces. Ainsi les forces P et P’ sont 
égales et directement opposées : telle est la condition nécessaire et suff- 


sante de l'équilibre. Il importe d’observer que, si les trois premières 
équations seules avaient lieu, l'équilibre n'existerait pas. 

L'importante propriété que nous venons d'établir nous indique sous 
quelles conditions une force P appliquée à un solide libre peut être 
remplacée par une autre force P”, sans que rien soit changé au mouve- 
ment du solide. Quelle que soit la force inconnue P' qui jouit de cette 
propriété, il est permis de l'appliquer au solide en même temps qu’une 
force Q égale, opposée et appliquée au même point, puisque l’on ne 
change rien ainsi au mouvement que la force P tend à produire. Mais 
pour que la force P’ seule produise le même effet que la force P ou que 
le système رط‎ Р’, Q, il faut ct il suffit, évidemment, que les forces P et Q 
se fassent équilibre, c'est-à-dire, d'après ce qui précède, soient égales, de 
sens contraire, et agissant suivant une même droite. Donc les forces P 
et P’ sont égales, de mème sens, dirigées suivant une même droite. De lá 
le principe suivant: On peut, sans modifier l’état de mouvement ou 
d'équilibre d'un solide entièrement libre, transporter le point d'applica- 
tion d’une force qui agit sur lui en un autre point quelconque pris sur 
la direction de la force ou sur son prolongement, et ces points sont 
d’ailleurs les seuls qui jouissent de cette propriété. 

Ce principe est celui de la transposition du point d'application. On 
l'admet souvent comme une sorte d'axiome, mais il a besoin d’être 
démontré, car c'est uniquement au point de vue du mouvement du solide 
ou de son équilibre que la substitution dont il s’agit est indifférente. 
Quant aux actions intérieures développées entre les points matériels qui 
composent le solide, il est clair qu’elles peuvent être fortement modifiées 
par le transport d’une force d'un point à un autre sur sa propre direc- 
tion; et c’est précisément pourquoi il fallait d'abord, en établissant le 
principe des vitesses virtuelles, éliminer ces réactions intérieures et 
établir, comme nous venons de le faire, que l’état de mouvement ou 
d'équilibre d'un solide n'est pas changé par une transformation qui 
modifie pourtant les actions intérieures dans le système. 

74. Equilibre et réduction des forces dirigées dans un méme plan. — 
Lorsque les forces P qui sollicitent un solide libre ont leurs directions 
dans un même plan, les conditions d'équilibre se simplifient. On choisit 
ce plan pour plan XY; оп a, pour chaque force, z = ره‎ 2 — 0. Les 
équations (2) et (3) se réduisent & 

(4) УХ ,وح‎ 2Y =0, 2(xY — yX) =0. 
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° Les deux premières expriment que les forces données transportées 
parallèlement à elles-mêmes en un même point, s’y font équilibre. Dans 
la troisième, хУ — yX représente le moment de la force P par rapport à 
l'axe des زع‎ or, dans le cas actuel, la force P se confond avec sa projec- 
tion P, sur un plan normal à l’axe OZ, et la plus courte distance р avec 
la perpendiculaire OC abaissée de l’origine O sur la direction méme de 
la force Р. 

Lorsque Гоп considère des forces dans un même plan, on appelle - 
moment Филе force par rapport à un point О du plan le produit de cette 
force par la perpendiculaire abaissée du point O sur sa direction, le 
produit étant affecté du signe + ou du signe — selon que la force 
tendrait à faire tourner la perpendiculaire dans un sens ou dans l’autre 
autour du point O.On voit donc que, dans le problème actuel, le moment 
xY — yX de la force P par rapport à l’axe OZ n'est autre chose que le 
moment de la force P par rapport à l'origine O. Donc, pour © 
d'un solide libre, soumis à l'action de forces agissant dans un même plan, 
il faut et il suffit 19 que la résultante de ces forces, transportées parallè- 
lement à elles-mêmes en un même point, soit nulle ; 2° que la somme 
algébrique des moments de ces mêmes forces, par rapport à un point O du 
plan, soit nulle aussi. 

Comme tout point du plan peut être pris pour origine, il est clair que 
cette dernière condition devra être vérifiée, quel que soit le point du 
plan que Pon choisisse pour le point O. 

Cherchons, en général, si des forces données P, P’..., agissant sur un 
solide libre dans un méme plan XY, peuvent étre remplacées par une 
force unique В, appliquée en un point С (x,, у, 21) du solide. Répétant 
le raisonnement que nous avons fait au n° 73 pour établir le principe 
de la transposition, on prouverait qu'il faut et qu'il suffit, pour cela, 
que les forces رط‎ P”,... fassent équilibre á une force 0, égale et opposée 
& В, appliquée au méme point С. Nous tirons de lá, et des équations (2) 
et (3), les conditions . 

—R,+2X=0, —R,+2Y=0, В, =0, 
—yiR,+ 2R, =0, — 2:8, + 1,R, =0, 
一 aR, + у: В. + 2 (xY — ух) =0, 
ou 
(5) В, = УХ, Ry= ZY, R,=0, 0, 
Zi В, —yiR, = 2 (ху — УХ). 
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La troisiéme et la quatriéme équations montrent que la force cher- 
‚ chée R est dans le plan XY, les deux premières que В a méme grandeur 
el méme direction que la résultante des forces données transportées en un 
méme point parallèlement à elles-mémes. De la cinquième nous concluons 
que son poiat d'application C est un point quelconque de la droite, lieu 
de l'équation 
xy ZY — у, 2X = 2 (xY — yX), 
où Гоп regarde (x,, y:) comme coordonnées courantes. Cetie droite est 
‘évidemment parallèle à la direction de la force В, ce qui s’accorde d'ail- 
leurs avec le principe de la transposition du point d'application. La 
derniére équation montre, en outre, que le moment de la force cherchée 
В par rapport à l'origine O,c’est-à-dive par rapport à un point arbitraire 
du plan, est égal à la somme algébrique des moments des forces données P 
par rapport qu même point. 

15. Équilibre et réduction des forces parallèles. — Si les forces 
appliquées au solide libre sont parallèles entr’elles, agissant les unes dans 
un sens, les autres en sens contraire, désignons par a, В, y, les angles 
directeurs d'une force P ; ses composantes seront 1 


Х =Рсоза, У = 8 وم‎ 3, Z— Реозу. 


Nous pouvons attribuer à cos ره‎ cos В, cos y les mêmes valeurs pour 
toutes les forces, car, s'il y en a qui agissent en sens contraire de P, on 
devrait pour celles-là changer les signes des cosinus directeurs, ce qui 
revient évidemment à affecter du signe — les forces qui seraient dans ce 
cas, et á laisser les cosinus directeurs invariables. Cette convention 
admise, les six équations d'équilibre du n° 72 deviennent 


(6) cos х ХР 一 0， 08 В УР ,ره ع‎ cos y ХР - وه‎ 
(7) cosy2Py 一 созВ ХР = رن‎ cosalPz — cosy2Px == 0, 
cosB 2Px 一 cos a ZPy =o. 


Multiplions les équations (6) respectivement par cos x, cos В, cos y et 
ajoutons-les: nous en déduirons l'équation équivalente УР — o. Les 
équations (7) se réduisent à deux, savoir 


(8) 


Pour les énoncer commodément, sppelons moment d'une force P par 
rapport à un plan le produit de la force par la distance de son point 
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d'spplication á ce plan, distance qui sera comptée positivement d'un cóté 
du plan, négativement de l’autre. En vertu de cette définition, Px est le 
moment de la force P par rapport du plan YZ, etc. Les conditions d'équi- 
libre des forces parallèles, appliquées à un solide libre, sont donc 
celles-ci : 1] faut et il suffit que la somme algébrique des forces données 
sott égale 4 zéro, et que les sommes des moments de ces forces, par 
rapport à trots plans rectangulaires, soient entr'elles comme les cosinus 
des angles que la direction commune des forces fait avec les axes respec- 
tivement normaux d ces plans. 

76. Cherchons encore s'il est possible de remplacer des forces paral- 
léles P sollicitant un solide libre par une force unique R, appliquée en 
un point С (x, Ys, 24), sans troubler l'équilibre ou le mouvement du 
solide. Si nous appliquons au point C une force Q égale et opposée á la 
force inconnue В, cette force Q devra faire équilibre au systéme des 
forces P, comme nous J'avons observé. On aura donc, d’après les équa- 
tions (2), 

—R,+cosalP=0, —R,-+cosf2P=0, — В, + cos y ХР — 0; 
ou bien | 
(9) В. = ووه‎ «ХР, В, == соз ВХР, В, = cos yP2. 


Si donc la force В existe, elle aura pour angles directeurs ره‎ В, y et 
pour intensité ХР, c'est-à-dire qu’elle sera parallèle aux forces motrices 
P et égale á la somme algébrique de ces forces, le signe dont 2P est 
affecté indiquant si cette force R agit dans le sens (cy В, y), ou en sens 
contraire. | 

Ensuite les deux équations (8), dans lesquelles nous introduirons les 
moments de la force Q appliquée au point (x1, ys, 21), deviendront 


Go) ee y о 

Ces deux équations, auxquelles doit satisfaire le point d’application С 
de la force В, représentent, quand (x1, yi, 21) sont des coordonnées 
courantes, une droite parallèle à la direttion commune des forces. La 
force В, dont la direction, l’intensité et Je sens d’action sont déjà déter- 
minés, peut donc étre appliquéc en un point quelconque de cette droite 
sans cesser d’étre équivalente au systeme des forces P, ce qui s'accorde 
avec le principe de la transposition du point d’application. 
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La force В, équivalente à un groupe de forces données, dans le cas 
actuel et dans celui du n° 74, se nomme par extension la résultante de 
ces forces. 

77. Il existe pourtant sur la droite (10) un point remarquable G tel 
que, si la direction commune des forces P par rapport au solide varie 
d’une manière quelconque, leurs points d’application, leurs intensités et 
le sens relatif de leur action ne changeant pas, la résultante R passera 
toujours par ce point G. En effet, quelques valeurs qu'on attribue à 
а, В, y, les équations (10) sont vérifiées si l'on pose 
(11) Вх, — ХРл, Ву, = ХРу, Вл, = 2Pz. 

Le point хь, у, ,ع‎ déterminé par ces équations зе nomme le centre 
des forces paralléles P. De lá la propriété suivante, fort importante : 
Quand des forces parallèles, dont les points d'application et les intensités 
sont déterminés, agissent sur un solide libre, elles peuvent ¿tre rempla- 
cées, en général, par une force unique paralléle aux composantes et égale 
à leur somme algébrique. Cette résultante passe par un point déterminé 
du solide, quelle que soit la direction commune des forces paralleles 
données par rapport au solide. 

Si, comme il est naturel, on choisit pour point d'application de la 
force В le point G que nous venons de déterminer, les équations (11) 
fourniront le théoréme suivant : Les moments de la résultante d'un sys- 
tème de forces parallèles, par rapport à trois plans rectangulaires, sont 
respertivement égaux aux sommes des moments des composantes par rap- 
port 4 ces mêmes plans. La même propriété subsistera d’ailleurs, cela est 
clair, pour un plan quelconque. Les équations (11) montrent encore que 
si la somme des moments des forces P, par rapport à un certain plan, 
est nulle, le centre des forces parallèles est dans ce plan. Car, si Гоп 
choisit ce plan pour plan XY, l'équation ZPz = о ayant lieu par Буро- 
thèse, on aura رع‎ =0, ce qui démontre la proposition. 

78. Pour établir entre la statique et la cinéma- 
tique un rapprochement utile, appliquons ce qui 
précéde au cas oú les forces paralléles se réduisent 
à deux, P et P’. Pour plus de facilité, prenons pour 
plan XY (fig. 48) celui qui contient ces forces, pour 

Fig. 48. origine le point d'application М de P, pour axe des 
y positifs la direction MP, l'axe des x positifs étant perpendiculaire à 
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М’Р’. La force P sera positive ; P’ sera positif ou négatif suivant que 
cette force agit ou non dans le mème sens que P. Les équations (9) et (1 1) 
deviennent, (x’, y”) étant les coordonnées de M, 
(12) В, =о, R,—P+P', В,, ,مج‎ d'oùR—P+P'; 
Rx, = Р’х’, Ry, = Py, Rz, =0. 
La résultante est donc parallèle aux forces données, située dansle même 
plan, égal à leur somme algébrique. L'équation Rx,=P'x' donne ensuite 





AC MC AM 

MP МР MR 
relations qui ont lieu quels que soient le sens d’action des forces et les 
signes des segments AC, MC, AM. Il en résulte le théorème suivant, dont 
l’analogie avec la loi de composition des rotations parallèles est évidente : 
Deux forces parallèles P,P’ appliquées à un solide libre donnent une 
résultante В qui leur est parallèle, dans le méme plan, et égale à leur 
somme algébrique dont le signe détermine le sens de son action. Sur une 
perpendiculaire commune aux directions de ces trois forces P, P’, В, 
deux quelconques d'entr'elles déterminent un segment proportionnel à la 
trotsième. 

La résultante В se trouve ainsi parfaitement déterminée. Le point My, 
où sa direction coupe la droite ММ” qui joint les points d'application de 
P, P’, est le centre de ces forces parallèles, On a en effet par les équa- 
tions (12), 


mY! 
par y , 


ce qui fait voir que le centre des forces paralleles ne peut étre que sur 
Ja droite MM’. 

39. La détermination de la résultante В dans le cas dont il s’agit pré- 
sente une exception remarquable, semblable à celle qui se rencontre dans 
Ja réduction des rotations parallèles. Si l’on suppose P’ == — P,R devient 
nul et x, devient infini, à moins que x’ ne soit nul, c’est-à-dire que les 
forces P, P' ne soient égales et opposées, auquel cas elles se détruiraient. 

Le système de deux forces P, P’ égales, parallèles et de sens contraire 
n'est donc pas réductible à une simple force sur un solide libre, car, si 
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cette force existait,son point d'application devrait étre déterminé par les 
formules ci-dessus, et nous venons de voir qu’elles conduisent à x, — . 
D'autre part, quoique В soit oul, l’équilibre n'a pas lieu, car nous avons 
démontré au n° 73 qu'il faudrait pour cela que les forces P et P’ agissent 
suivant une même droite. Le système رط‎ Р’ est donc irréductible ; on lui 
donne le nom de couple, et nous étudierons plus loin ses propriétés. 

Il est bon d'observer que ce cas d'exception peut se présenter dans 
quelques-uns des problèmes que nous avons traités précédemment. 
Ainsi, dans le cas où les forces agissent dans un même plan, nous avons 
vu (74) que leur résultante est déterminée par les équations (5). Or, si 
l'on a 3X =o, 2Y ره ع‎ sans avoir en même temps 3 (xX — yX) =o, 
il viendra 

В, =0, R,=0, 
la résultante sera nulle, et la droite représentée par la troisiéme équa- 
tion (5) s'éloignera à l'infini. En raisonnant comme plus haut, on verra 
que les forces P ne sont pas réductibles à une simple force; nous mon- 
trerons plus loin qu'elles se réduisent á un couple. 

De même, si dans les équations (9) et (го) on avait ХР = ره‎ sans que 
Гоп eút en méme temps 


2Px _ 2Py _ ХР 
cosa cos cosy” 





la résultante des forces parallèles serait nulle et les équations (10)seraient 
impossibles, en sorte qu'aucune force ne pourrait remplacer seule le 
systéme des forces P; celles-ci se réduiraient encore & un couple. 


Exercices. 


4. Un solide est sollicité par quatre forces dans un même plan, appliquées à quatre 
points donnés А, В, С, D (Gg. 49) en ligne droite; la première с, verticale de bas en 
haut; la deuxième P, verticale de haut en bas; les deux 
autres с’, 5”, perpendieulaires à la droite AD. La force P 
est donnée ainsi que l'angle a que fait AD avec l'horizontale 
AX, Trouver 5, رك‎ 5” quand l'équilibre a lieu. 
В. AB= ره‎ CD—b; ona 
Fig. 49, ود او ,8 ده‎ = Post, 
Le signe —, indique que les forces с’, a”? doivent être dirigées en sens contraire de 
celui qui est supposé dans la figure, 
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Un rectangle ABCD (fg. 50), placé dans un plan vertical, est en équilibre sous 
jon de trois forces, l'une verticale donnée P appliquée au 
milieu de BC, la deuxième horizontale & appliquée en A, la troi- 
sième с’, de direction inconnue, appliquée en D. On connait 
l'angle a que fait AD avec I'horizontale OX, et Гоп demande de 
déterminer les forces w el о’. 
В. Soient AB = b, ВС = 2a, et Y les composantes horison- 
tale et verticale de la force о’. On trouve 





P (a cos a — b.sin а) 
一 一 一 一 -一 一 


Е > ХЯ=—в, Y=P, Pg. Oh 


3. Une barre rigide AB est en équilibre entre trois forces, l'une verticale donnée P 
appliquée au milieu de AB, une seconde « appliquée en A, une troisième Q donnée, 
appliquée en В, et dont la direction dot passer par un point donné С du plan qui 
contient P, AB. On demande l'intensité et la direction de la force رك‎ l'angle 6 que 
fait AB avec l'horizontale AX, l'angle 6” que fait BC avec AB, 

В. Soient АВ = 21; pet « les coordonnées polaires de С rapportées au pôle A et 
à AX; en projetant les forces sur l'horizontale et la verticale, et prenant les moments 


par rapport au point A, on trouvera pour déterminer les inconnues le système d'équa- 
tions : 


sino = cost al sin =p sin (0+ 6’ —a), 


5605 5Х = - Qcos(94-0), озшяХ =Р — Q sin (040). 


a. Trois forces Р,Р’,Р’’ sont appliquées à un parallélipipède rectangle solide, 
respectivement suivant trois arêtes qui ne se rencontrent pas. Quelle est la condition 
pour qu'une seule force R puisse leur faire équilibre? Déterminer cette force. 

R. Prenons pour axes trois arêtes contigues, ОХ suivant la force P, OY parallèle à 
P’ et rencontrant P’’; soient a, b, o les longueurs des arêtes parallèles à P, P’, Ри; 
X, Y, Z les composantes de la force В; (a, у, 3) son point d'application. La condition 
demandée est 


et si elle est réalisée, on a 


X=-P, У=-Р, 





5. Aux sommets В, С, D d'un tétraèdre ABCD sont appliquées trois forces parallèles 
P,Q, В. Déterminer la distance r du centre de ces forces au point A. 


в. AB=6, AC=0, Аба. 


Q?+ BY) = Pb? + Q0o1 十 Rans + aPQhe cos ВАС + 2QRed cos CAD‏ ل (P?‏ فى 
2RPda cos DAB,‏ + 
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$ 2. THÉORIE DES COUPLES ET RÉDUCTION GÉNÉRALE DES FORCES APPLIQUÉES 
A UN SOLIDE. 


80. Nous avons appelé couple le système irréduetible de deux forces 
égales, parallèles, de sens contraire, appliquées à un solide. Le moment 
d'un co:ple est le produit de l’une des forces P, P’ qui le constituent par 
la distance p comprise entre les directions de ces forces; p est le bras du 
couple. 

La première question que nous allons résoudre sera de chercher ce 
que deviennent, pour un couple donné К, les expressions ZX, 2Y,... 
2 (yZ 一 ...رزلا‎ c'est-à-dire les sommes des projections des forces P, P” 
sur les axes rectangulaires et les sommes de leurs moments par rapport 
à ces axes. Les forces P, P’ étant égales, parallèles, de sens contraire, il 
est clair que X’ 一 — X..., done EX, EY, £Z sont nuls. Soient M(x, y, 2) 
M’ (z’, у’, 2’) les points d'application des forces P, Р’: les sommes des 
moments auront pour valeurs, 

(у—у2—@&—#)Т, (&—#)Х—(—=)1, (1—%)Y —(y—y)X. 

Pour nous représenter géométriquement ces quantités, concevons que 
Pon éléve en un certain point du plan du couple, par exemple au point 

М’ (fig. 51) une droite M'K normale à ce plan, pro- 

portionnelle au moment Pp du couple, et du côté de 

ee plan oùla rotation que la force P tend à imprimer 

à la perpendiculaire р se ferait de gauche à droite 

pour un observateur placé sur M’K, les piedsen М’, 

la tête en К. Ainsi déterminée, cette droite M'K, que 

rig. vu l'on appelle l'axe du couple K, coïncide évidemment 

pour la grandeur, la direction et le sens avec la droite qui figurerait 

la vitesse du point M’, dans une rotation du solide autour d'un axe repré- 

senté par la droite MP, rotation dont la vitesse angulaire serait consé- 
quemment proportionnelle à la force P. 

Or, les composantes de cet axe de rotation étant Х, Y,Z; les coordon- 
nées du point М’ étant 2’, y”, 2’, il suit des formules (3) du n° #3 que les 
composantes de cette vitesse du point М’, ou les projections de M’K sur 
les axes, seront respectivement 


Y(U—2)—Z(y--y) Za —2)-X("—2), X(y—y)—Y("—12) 
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c'est-à-dire auront précisément les mêmes valeurs que les moments du 
couple. De lá cette proposition, très importante dans la théorie des 
couples : Les sommes des moments des forces d’un couple par rapport à 
trois axes rectangulaires sont respectivement égales, en grandeur et en 
signe, aux composantes de l’axe du couple parallèlement à ces trois axes 
coordonnés. 

D'où il suit, toute droite pouvant être prise pour un des axes coor- 
donnés, que la somme des moments des forces d’un couple par rapport 
à une droite quelconque est égale à la projection de l'axe du couple sur 
cette атоме. 

81. Ce qui précède permet de résoudre furt simplement la question 
suivante : sous quelles conditions un couple К’ peut-il étre substitué à 
un couple К donné (fig. 52), appliqué sur un solide 
libre, sans modifier le mouvement de celui On 
voit tout d’abord, par un raisonnement déjà plusieurs 
fois employé (78, 74), qu'il est nécessaire et suffisant 
pour cela que le solide soit en équilibre entre le 
couple donné К, et un couple К” formé de deux 
forces égales et directement opposées à celles qui 
constituent le couple К’. Écrivons donc que les six 
équations d'équilibre d'un solide libre sont vérifiées, Me. 62. 
lorsque Гоп joint aux forces qui composent le couple К celles qui 
composent le couple K”. Les trois équations 

ZX=0, ZY=o0, 2%Z=0 

sont nécessairement vérifiées, puisqu'elles le sont pour chacun des 
couples К, K” séparément. Quant aux trois équations des moments 
3 (yZ — #1) ره ع‎ ete., il suit de ce qui a été établi au numéro précé- 
dent que, si Гоп désigne par رركا‎ Ky К, les composantes de l'axe du 
couple К parallèlement à OX, OY, OZ; par К», Ky, Ki celle de l'axe du 
couple К’, et si Гоп observe que, d’aprés les conventions adoptées (80), 
Гахе du couple كل‎ a pour composantes — К», — Ky, — K;, les trois 
équations des moments pourront s’écrire 


Ka —K¿=0, Ky—K,=0, E,—K;=0, 





ou 
Ke 一 Ko， Ky=K,, К; == К,» 
ce qui signifie que les couples К, K' ont leurs axes égaux, parallèles et 
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dirigés dans le méme sens. Cette condition est d'ailleurs suffisante, 
d’aprés le raisonnement qui précéde, donc | 

Pour qu'un couple К’ puisse ¿tre substitué à un couple K sur un solide 
libre, il est nécessaire et suffisant que les axes de ces couples soient égaux, 
paralléles et dirigés dans le méme sens. 

En observant la maniére dont se détermine Гахе d'un couple, ce 
théoréme peut encore s'énoncer ainsi : 

Deux couples sont équivalents sur un solide libre pourvu que leurs 
plans soient parallèles, que leurs moments soient égaux, et que [6 sens 
de la rotation qu’ils tendent à imprimer à leurs bras soit le même. 

I] suit de lá cette conséquence fort importante, qu'un couple est com- 
plétement déterminé, au point de vue du mouvement qu'il peut imprimer 
á un solide libre, dés que son axe est connu de grandeur et de direction, 
puisque cet axe fait connaître tout ce qui doit ètre déterminé pour que 
l'effet du couple soit déterminé. 

Quant au point où Гоп place l’origine de Гахе représentatif du couple, 
il est tout-à-fait arbitraire : on peut, par exemple, prendre pour chaque 
couple le milieu de son bras, ou encore, et c'est ce qu'il y a de plus com- 
mode, choisir pour origine commune des axes de tous les couples que 
l'on a à considérer, l’origine même des coordonnées. Il résulte du 
théorème ci-dessus que cela n'a aucune influence. ١ 

83. Réduction des couples. — Examinons si, lorsque des couples en 
nombre quelconque agissent sur un solide libre, il est possible de les 
remplacer par un couple unique sans modifier le mouvement ou l'équi- 
libre du solide. Tirons de l’origine O des droites OK, OK’, OK”, ... repré- 
sentant les axes des couples donnés : ceux-ci sont par lá entièrement 
déterminés. Raisonnons comme dans le problème précédent : pour qu'il 
existe un couple G équivalent au système des couples К, К’, K’’,...il faut 
et il suffit que le solide soit en équilibre entre les couples К, К’, K”,... 
d'une part, et un couple égal et de sens contraire au couple С, de l’autre. 

Donc, les six équations (2) et (3) de l'équilibre (72) devront être véri- 
fiées si Гоп joint aux forces qui composent les couples К, К’... celles qui 
composent le couple égal et contraire à G. Les équations des projections 
ZX =0, ... ne donnent lieu à aucune condition (88). Soient K,, K,, К. 
les projections sur OX, ОУ, OZ de l’axe d’un couple quelconque К; 
d’après ce que nous avons établi au n° 806, 2K,, 2K,, ХК, représentent 
en grandeur et en signe les sommes des moments des forces données par 
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rapport à ОХ, OY, OZ; de mème, si G,, G,, С. sont les composantes de 
Vaxe du couple G, 一 G,, 一 Gy, — G, représenteront les sommes des 
moments des forces du couple égal et contraire á G. Les trois équations 
des moments seront done ici 
УК. 一 6, روح‎ 2K,—G,=0, 2K, 一 Сб, 一 0， 
ou 
G,=2K,, G,=2K,, G,= 2K,, 


ce qui détermine en grandeur et en direction Paxe du couple cheréhé С, 
On voit donc que des couples en nombre quelconque, appliquées d un 
solide libre, sont toujours réductibles à un couple unique; l'axe du couple 
qui peut ainsi remplacer le système des couples proposés est la résultante 
des axes de ces couples. 

Ainsi, en particulier, si des couples К, K'..., ont leurs plans parallèles 
et conséquemment leurs axes dirigés suivant unc même droite, l’axe du 
couple résultant sera égal à la somme algébrique des axes des couples 
composants, et le signe de cette somme indiquera le sens dans lequel il 
est dirigé. 

Si les couples К, К’ se réduisent 4 deux, l'axe du couple équivalent 
sera la diagonale du parallélogramme construit sur les axes des 
couples К. et К’. 

S'ils sont au nombre de trois К, К’, К”, l'axe du couple équivalent 
sera la diagonale du parallélipipède construit sur leurs axes, et ainsi 
de suile. 

Réciproquement, un couple quelconque K pourra être remplacé par 
deux ou plusieurs autres; il suffit que son axe soit la résultante de 
leurs axes. On peut, par exemple, lui substituer trois couples, ayant leurs 
axes dirigés suivant les axes OX, OY, OZ et donnés, en grandeur et en 
signe, par les projections de l'axe du couple K sur OX, OY, OZ ou 
K,, K,, K.. Il suit de là que, si l’on considère un nombre quelconque de 
couples К, si G désigne l’axe du couple équivalent, A, u,vles angles 
directeurs de cet axe, les formules relatives aux résultantes donneront 


GK, Gin Genk G=y/ (2)! + (EK) + CR, 


À 2K. cos — Ly 2 ومن‎ y en لكأت‎ 
eg! RG | T6 7 


ee qui déterminera en grandeur et en direction l'axe du couple С. 
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83. Relations entre la cinématique et la statique. — Au point de vue 
de la forme géométrique, il y a analogie complète entre les lois qui régis- 
sent les translations et les rotations imprimées á un solide, et celles qui 
régissent respectivement les couples et les forces qui lui sont appliquées. 
On peut faire glisser un axe de rotation comme on veut sur sa propre 
direction sans altérer le mouvement, comme on peut transporter une 
force sans changer son effet. Les forces appliquées & un méme point, 
les forces paralléles, se composent suivant les mémes lois que les axes 
de rotation passant par un méme point et que les axes paralléles. Aux 
couples de forces, correspondent les couples de rotation, c'est-à-dire les 
translations; et de méme que la droite qui figure une translation peut 
être portée indifféremment en tout point du solide, de même l'axe repré- 
sentatif d’un couple de forces peut avoir, comme on Ра vu, son origine 
en un point quelconque. Les axes des couples en nombre quelconque se 
composent suivant les mêmes lois que les vitesses des translations, etc. 

Le théorème du n° 82, sur le déplacement d'un axe de rotation paral- 
lélement à lui-même, a pour analogue le suivant, qui se démontre abso- 
Jument de la même manière. Soit P une force appliquée en un point 0 

d'un solide; nous ne changeons rien à l'action de 
cette force P en appliquant en un point О’, choisi 
arbitrairement, deux forces P’, P’’ égales et paral- 
lèles à P, et directement opposées l’une à l'autre. 

ET Les forces P, P” constituent un couple dont l'axe 
O'V (fig. 53) est normal au plan POO’, égal au produit de la force P par 
la distance р du point 0' à OP, dirigé du côté du plan POO’ où la rota- 
tion que la force P tend à imprimer à p aurait lieu de gauche à 
droite (80). Mais on voit immédiatement que cet axe O’V se confond 
pour la grandeur et la direction, avec la droite représentative de la 
vitesse du point О’ dans une rotation du solide représentée par OP, donc 
toute force P appliquée en un point O d'un solide peut étre transportée 
parallèlement à elle-méme en un autre point quelconque O' du solide, 
pourvu qu'on lui joigne un couple dont l'axe О’У est figuré par la vitesse 
du point 0’ dans une rotation dont l'axe serait représenté par la force 
primitive OP. 

La règle est donc encore le même qu'au n° 3%, les forces remplaçant 
les axes de rotation, l'axe du couple remplaçant la translation, et toutes 
les conséquences que nous avons déduites de la première règle pour la 
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réduction des mouvements d'un solide se déduiront de celle-ei pour la 
réduction des forces. 

84. Soient P, P’..., des forces en nombre quelconque, appliquées à | 
un solide libre. Transportons la force P parallélement á elle-méme en un 
point O choisi arbitrairement dans le solide (ou méme en dehors pourvu 
qu'il lui soit invariablement lié), ce qui engendrera un certain couple K. 
Répétons la même opération pour toutes les autres forces P”,... appli- 
quées au solide. | 

Toutes les forces, égales et parallèles aux forces données, qui agissent 
maintenant au point 0, se réduisent à une force unique В, représentée 
par la résultante des droites qui représentent ces forces (69) : nous. 
ГарреПегопв la force résultante. Tous les couples K se réduiront à un 
seul couple G, dont l'axe OG sera la résultante des axes des couples K, 
comme nous l'avons établi au n° 82 : c'est le couple résultant. D'où ce 
théorème, dont nous avons vu l'analogue en cinématique (8%) : Tant de 
forces que l'on voudra, appliquées 4 un solide libre, sont toujours réduc- 
tibles 4 une seule force appliquée en un point arbitrairement choisi, et à 
un seul couple. 

La force résultante R est indépendante du point choisi O, que nous 
nommons le centre de réduction, puisqu'elle n'est autre que la résultante 
de toutes les forces P transportées parallèlement à elles-mêmes au 
point О. Mais l’axe du couple G varie de grandeur et de direction suivant 
le point du solide où se fait la réduction des forces, et l'analogie nous 
permet d'énoncer les théorèmes suivants, qui se démontreraient comme 
leurs correspondants en cinématique : 

Parmi tous les modes de réduction des forces P à une force el d un 
couple, on peut choisir le centre de réduction de telle manière que la 
force résultante et l'axe du couple résultant suient dirigés suivant une 
méme droite. Tous les points d’une certaine droite (D), parallèle dla force 
résultante, jouissent de cette propriété. 

L'axe du couple résultant relatif d un centre de réduction non situé 
sur la droite (D) donne une projection constante sur celle-ci, projection 
égale 4 l'axe du couple résultant relatif à un centre de réduction situé 
sur cette droite (D), qui prend le nom Фохв central du système des 
forces données. 

L’axe central est donc le lieu des centres de réduction pour lesquels 
l'axe du couple résultant est un minimum. 
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85. Tous ces théorèmes relatifs à l'axe du couple résultant se trans- 
forment en théorèmes relatifs aux moments des forces, si l'on a égard à 
la relation suivante : Lorsqu'on transporte à l'origine O la force P 

(fig. 54), dont les composantes rectangulaires sont 

Х, У, 2, et dont le point d'application M a pour coor- 

données x, у, £, ce transport fait naître un couple К. 

On a vu (SO) que la projection К, de Гахе de ce 

couple sur OX égale, en grandeur et en signe, la 

Fig. 64, somme des moments des forces du couple par rapport 

à OX; ou, puisque l’une des forces du couple K est ici appliquée en O et 

donne un moment nul par rapport à OX, la projection de OK sur OX se 

réduit au moment de la force P appliquée en M, c'est-á-dire à yZ 一 £Y. 

Observant que l'axe OX est une droite quelconque et l'origine O un point 

quelconque de cette droite, on tire de là ce premier théorème : Le 

moment d'une force P par rapport d une droite donnée exprime, en 

grandeur et en signe, la projection sur cette droite de Гахе du couple K 

que Гоп ferait naitre, en transportant la force P parallèlement à elle- 
méme en un point quelconque de cette droite. 

On a de méme, pour les projections sur OY, OZ, les valeurs 


Ky=2X—2Z, K,=2Y—yX. 


Nous pouvons maintenant déterminer analytiquement la force résul- 
tante et le couple résultant d'un systéme de forces données, pour un 
centre de réduction O choisi comme origine des axes rectangulaires. La 
force résultante В coiocidant avec la résultante des forces P transportées 
à l'origine O, nous aurons 


R,=3X, Ry= SY, В, = 52, 


et si a, 6, e sont les angles directeurs de В, 


(2X)* + (21)*4-(22)*, 


cosa — 2 
==> 





De шёше, Гахе du couple résultant G étant la résultante des axes des 
couples К définis plus haut, si A, y, у désignent les angles directeurs de 
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cetaxe et G sa yaleur, nous aurons 
С. = ЖК, = 3 (yZ — 2 Y), С, = ЖК, == 2 (2Х — 22), 
С. = EK, == £ (xY — yX). 


Ga ИЗ, للقت روم‎ сори, cr 

On voit clairement ici ce qu'expriment les six équations d'équilibre 
d'un solide, données au n° 78 : les trois premières expriment que la force 
résultante R est nulle ; les trois dernières que l'axe du couple résultant С 
est nul. 

$6. La relation entre les couples et les moments, donnée plus haut, 
conduit immédiatement aux conséquences suivantes : 1* La somme des 
moments des forces P appliquées à un solide, par rapport 4 un axe OX, 
est égale d la projection algébrique, sur cette droite, de l'axe du couple 
résultant des forces P relatif à un centre de réduction O pris sur OX. 
2 De toutes les droites parsant par un méme point 0, celle pour 
laquelle la somme des moments des forces est maximum coincide avec 
la direction de Гахе du couple résultant Об des forces P, pour le centre 
de réduction O. 5° Pour toutes celles de ces droites qui font un même 
angle avec OG, la somme des moments a la méme valeur; pour celles 
qui sont perpendiculaires à OG, le moment est nul. 4° La somme des 
moments des forces P par rapport à une droite qui fait OX, OY, OZ des 
angles a, В, y a pour expression 


cos aZK, + cos ВХК, + cos AZK.. 


5° Il existe une droite unique telle que, en chacun de ses points, la 
direction de la droite pour laquelle la somme des moments est maximum 
coïncide avec celle de la droite elle-même (axe central). Cette somme des 
moments est d'ailleurs un MINIMUM, par rapport au moment maximum 
relatif à toute autre droite dans l’espace. 

87. Résolvons une dernière question. Nous avons prouvé (84) qu'en 
général le système de forces P, appliquées à un solide libre, est réductible 
à une force et à un couple. Quelles sont les conditions qui doivent avoir 
lieu pour que le système soit réductible 4° à une simple force В; 2° à un 
simple couple G? 

1° Soit С (x1, ys, 21) le point où il faut appliquer la force résultante 
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В pour que le couple résultant s'évanouisse. Les forces P devront étre 
équilibrées par une force égale et opposée á В, donc 
—R,+2X =жо, —R,+2Y=0, —R.+23Z=0, 
(1) ¿—1R,+2uR,+2(yZ—2Y)=0, —1R:+01R.+3(2X —22)=0, 
— xR, + y R, + Z@Y — yX) =0. 

Les trois premières donnent В, 一 2X, В, == ZY, В. = 2Z, ce qui 
détermine la force R sans aucune condition. Les trois autres peuvent 
s'écrire 
(2) yEZ—22Y=2K,., 2,3X—x2,3Z—3K,, لام‎ —y 2X=3K,; 
multipliées respectivement par ХХ, ХУ, ZZ et ajoutées, elles donnent 
l'équation 
(3) ZX.Z2K,+ZY.ZK,+2Z.Z2K,— 0 


qui, ne renfermant pas 21, ريع رن‎ exprime la condition à laquelle doi- 


vent satisfaire les forces données P pour que le problème admette une 
solution. Comme ZX,... sont les projections de la force résultante В, et 
2K,,... les projections de l'axe du couple résultant С relatif à l’origine 
actuelle des coordonnées (qui est quelconque), cette condition peut s'ex- 
primer ainsi : - | 

Pour que les forces P appliquées à un solide libre soient réductibles à 
une force unique, il faut que la force résultante et l'axe du couple résul- 
tant du système des forces P, relatifs à un centre de réduction donné 
quelconque, soient perpendiculaires l'un à l’autre. 

Cette condition est d’ailleurs suffisante en général, car, si l'équation 
(3) est vérifiée, les équations (2) auxquelles le point C doit satisfaire se 
réduisent à deux et représentent, хи, yiy يع‎ étant pris pour coordonnées 
courantes, une droite (D) dont il est facile de voir qu'elle est parallèle à 
la force résultante, ses cosinus directeurs étant proportionnels à 2X, ZY, 
2Z. Chaque point de cette droite peut être pris pour le point C où la 
force В doit être appliquée, et toutes les conditions (г) étant alors rem- 
plies, il est clair que lc système des forces P est remplacé par la force В 
que nous venons de déterminer. 

Les équations (2) donnent encore 


x 2K, + y :2K, + z12K. = و0‎ 


ce qui prouve que la droite (D) a sa direction comprise dans un plan 
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mené par l'origine actuelle O, normalement À l'axe du couple résultant 
G relatif au centre 0. | | 

2° Pour que le système des forces P soit réductible à un simple couple 
G, il faut évidemment que la force résultante R, qui est indépendante 
du centre de réduction (8 4), se réduise à zéro, c’est-à-dire que Гоп ait 


_2X=0, ,و ع د لام‎ 2Z=0, 


done, que les forces P, transportées parallèlement à elles-mémes en un 
méme point, s'y fassent équilibre. 


Mais il faut de plus que le couple С ne soit pas nul, car alors l'équi- 
libre aurait lieu; done, les trois quantités 


2(y2—2Y), Х(2Х — 7x2), Z(xY —yX) 
ne devront pas être nulles simultanément. Si ces conditions sont réunies, 
le système des forces P est réductible à un couple, que l’on peut d’ailleurs 
transporter partout où l’on veut d’après les propriétés des couples (81). 
Rapprochant ce qui vient d’être dit de la remarque faite à la fin du 
n° 79, concernant les forces dirigées dans un même plan ou les forces 
parallèles, on reconnaît que les cas où la résultante de ces forces devient 


illusoire sont précisément ceux où le système des forces P est réductible 
à un couple, comme cela devait ètre. 


Exercices. 


.#. Le système des forces queleonques P appliquées à un solide libre est générale- 
ment réduetible à deux forces Т, 8 non comprises dans un même plan, et cela d’une 
infinité de manières. 

3. Soit MP la droite qui représente une force P; AB un segment de droite quel- 
conque dans l'espace ; le moment de la force P par rapport à AB vaut 6 fois le volume 
du tétraèdre qui a AB, MP pour arêtes opposées, divisé par le segment АВ. 

8. Soient MP,, MP,,... des droites partant d'un point M; le volume du tétraédre 
construit sur un segment AB et sur la résultante de ces droites comme arêtes opposées 
est égal à la somme des volumes des tétraèdres construits sur l’arête commune AB et 
sur les droites MP,, MP,,... comme arêtes respectivement opposées. (Dans cet énoncé 
et dans les suivants, les signes des volumes des tétraèdres sont les mêmes que ceux des 
moments, par rapport à AB, des forces représentées par MP,, MP, ..) 

4. La somme algébrique des volumes des tétraèdres construits sur une aréte 
commune AB et sur les droites représentatives d’un système de forces P comme arêtes 
respectivement opposées, est égale à la somme des volumes des tétraèdres ayant cette 
même arrête АВ, et pour arêtes respectivement opposées les deux forces T, 8 aut- 
quelles est réductible le système des forces Р. 
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Si cette somme est nulle quelle que soit l'aréte AB, le système des forces P est en 
équilibre. 

5. Le tétraédre construit en prenant pour arêtes opposées les deux forces T, 5 aux - 
quelles est réductible un système de forces P, a un volume constant, de quelque 
maniére que les forces T, 8 soient choisies. 

e. Si Pi, Pr, +. Pas Qs, Ол, ... Qu sont deux systèmes de forces équivalents sur un 
solide, la somme des volumes des tétraèdres formés en prenant pour arêtes opposées 
deux forces quelconques du premier système est égale à la somme correspondante 
pour le second système (Мбвтоз). | 

3. Si Гоп projette sur une direction arbitraire les forces appliquées à un solide, le 
centre de ces composantes parallèles des forces données sera dans un plan déterminé, 
quelle que soit cette direction (Dannoux, Mémoire sur l'équilibre astatique). 

®. Des forces appliquées à un solide libre se faisant équilibre, on suppose que leurs 
intensités, leurs directions et leurs points d'application ne varient pas ; quelles sont les 
conditions pour que l'équilibre subsiste 1° après une rotation du corps autour de l'axe 
des zj 2° après une rotation autour d’un axe quelconque. 

В. On trouve, dans le cas général, douze équations : EX - 0, YY =0, 2Z 一 0， 
Z22X — 0, £yX —0, 25X — 0, Ze Y — 0, etc... ({hid.) 

©, Démontrer te que tout système de forees agissant sur un solide libre est réduc- 
tible à une résullante appliquée en un point donné O, et à trois couples appliqués sur 
des segments égaux à l’unité pris respectivement sur les axes OX, OY, OZ, la force du 
premier couple ayant pour composantes ZxX, Ex Y, 522, etc...; 2° que si Гоп fait la 
même décomposition pour un système d’axes rectangulaires quelconques, la force du 
couple appliqué sur un axe donné sera l'inverse du rayon de méme direction que cet 
axe dans un certain ellipsoide; 3° que l’on peut choisir, en général d’une seule 
manière, les trois axes de façon que les forces des couples correspondants forment 
aussi un système rectangulaire. ({b5d.) 

40. Lorsque la force résultante totale est nulle, il existe en général quatre positions 
du corps et quatre seulement, pour lesquelles le système des forces données est en 
équilibre. (/btd.) 


$ 3. DE L'ÉQUILIBRE D'UN SOLIDE QUI N’EST PAS ENTIRREMENT LIBRE. 


88. Lorsque des forces 8, 8“, . .. agissent sur un solide dont les mouve- 
ments sont limités par certains obstacles fixes, par certaines conditions, 
deux méthodes peuvent conduire aux conditions d'équilibre. La première 
consiste à appliquer directement au solide la méthode des vitesses 
virtuelles, en ayant égard aux conditions qui limitent les mouvements 
virtuels du solide. La seconde consiste à joindre aux forces P, P’,... qui 
solliciteat le solide, les réactions que les obstacles fixes exercent sur lui, 
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réactions généralement inconnues, au moins de grandeur : on peut alors 
évidemment faire abstraction des conditions imposées aux mouvements 
du solide, regarder celui-ci comme entiérement libre, et faire usage des 
équations d'équilibre du n° 74, ainsi que de toutes les transformations 
et réductions de forces et de couples que nous avons effectuécs sur un 
solide libre. 

Si Pon élimine entre les équations d'équilibre obtenues de cette 
maniére les réactions inconnues provenant des obstacles, on obtiendra un 
certain nombre d’équations ne contenant plus que les données de la ques- 
tion, c’est-à-dire les composantes des forces P, P’,... et les coordonnées 
de leurs points d'application; ces équations exprimeront proprement les 
conditions d'équilibre, ou les relations auxquelles les données devront 
satisfaire pour que l'équilibre ait lieu. Si Гоп suppose qu’elles soient 
vérifiées, les équations primitives qui ont servi à l'élimination fourniront 
ensuite Ics valeurs des réactions inconnues, et par suite, les pressions que 
le solide exerce contre les obstacles fixes, puisque ces pressions sont 
toujours égales et opposées aux réactions des obstacles. | 

Cette seconde méthode étant simple et fournissant immédiatement 
les pressions, nous l’appliquerons de préférence aux exemples suivants. 

89. Équilibre d'un solide fixé par un point. — Prenons ce point 
fixe O pour origine des axes rectangulaires ОХ, OY, 02; soient X, Y, Z 
les composantes d’une force quelconque P appliquée au solide; M(x, y, £) 
son point d'application; U, У, W les composantes de la réaction inconnue 
que l’obstacle fixe, sur lequel le solide s’appuie, exerce au point O. Nous 
pouvons faire abstraction de l'obstacle fixe à condition de joindre cette 
réaction aux forces motrices P. Le solide, rendu libre, doit vérifier 
les six équations d'équilibre du n° 74, d'où 
(т) ¿X+U=0, EY+V=o, 32+ W=o0, 

(2) Z(yZ— zY)—0, 2(2X — 12) =о, 2(xY —yX) =0, 

les moments des forces 0, У, W étant nuls puisque les coordonnées du 
point O sont x= 0, у =0, z= 0. Les équations (2) ne renferment que 
les forces données ; elles expriment donc la condition nécessaire pour 
que l'équilibre ait lieu, savoir, que la somme des moments des forces 
appliquées au solide, par rapport à trois axes rectangulaires se coupant 
au point fixe, soit nulle pour chaque axe. Il est clair qu’alors elle sera 
nulle pour tout autre axe passant par le point O. On peut dire aussi que 
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Рахе du couple résultant des forces P, relatif au point fixe pris pour 
centre de réduction, doit étre nul. 

Les équations (1) font simplement connaitre, en grandeur et en direc- 
tion, la réaction du point fixe; elles donnent en effet 
(3) ` О—=— 5х, V=—SY, М=- 57, 
et comme les composantes de la pression que le solide exerce sur l'appui 
fixe sont — 0, — V, — W, ou ХХ, SY, EZ, on en conclut que la charge 
du point d'appui est égale, dans le cas d'équilibre, à la résultante des 
forces P transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. 

Les conditions d’équilibre exprimées par les équations (2) sont d'ail- 
leurs suffisantes, puisqu'il résulte du système (1) et (2) que l'équilibre 
aurait lieu, si l'appui exercait sur le solide une réaction dont les compo- 
santes 0, У, W auraient les valeurs (3) : or, comme nous admettons que 
l'appui soit capable d’une résistance indéfini, il développera nécessaire- 
ment une réaction suffisante pour maintenir le point O en équilibre. 

Si l’on ne supposait pas que l'appui puisse résister indéfiniment, il 
faudrait joindre aux conditions exprimées par les équations (2) celle-ci, 
que la résultante des forces P transportées au point О ne soit pas supé- 
rieure à la pression à laquelle le point d'appui peut résister. 

90. Dans le cas où toutes les forces P sont comprises dans un même 
plan passant par le point O, si Гоп choisit ce plan pour plan XY, on a, 
pour chacune des forces, 2 — 0, Z=o. Les équations d’équilibre se 
réduisent à celle-ci : 

$ (ху — yX) =o, 
qui exprime, comme nous l’avons vu au n° 77, que la somme algébrique 
des moments des forces motrices P par rapport au point fixe est nulle. 
On écrit encore cette condition sous la forme 

2Pp = 0, 

р désignant la distance du point O à la direction de la force P, et le 
moment Pp ayant le signe 十 ou le signe — suivant le sens de la rotation 
que la force P tend á imprimer á la perpendiculaire р. 

91. Équilibre d'un solide qui а un axe fixe. — Quand deux points 0, 0’ 
du solide sont fixes, le solide ne peut que tourner autour de la droite OO”, 
qui est son axe fixe. Prenons le point О pour origine, Гахе des z positifs 
suivant 00’, les axes OX, OY rectangulaires. Introduisons les réactions 
que les appuis fixes exercent en О et О’ sur le solide; soient U, У, W les 
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composantes de la réaction agissant en О; 0’, У’, W’ éelles de la réaction 
sur О’, a la distance 00’. Le solide étant regardé comme libre, nous 
aurons, pour l’équilibre, les six équations connues 


(4) ZX+U+HU'=0o, 2Y +4 ,روح “لا دالا‎ АУУ’ =, 
(5) AyZ—2Y)—aV'=0, (eX — х2)-а0’=о, У(У— ух) ودع‎ 
en observant que, pour le point O, х = y — z =0, et pour О’, x = 0, 
Y=0, 2=4. 

La troisiéme des équations (5) est la seule qui soit indépendante des 
réactions inconnues : elle exprime done la condition d'équilibre, les 

« autres ne servant qu’à déterminer les réactions U, У, W, U', У’, W’. 

Donc tl faut et il suffit, pour l'équilibre, que la somme algébrique des 
moments, par rapport à l'axe fixe, des forces appliquées au solide soit 
égale à zéro. 

Les autres équations (5) donnent 

لاه 28 _ 


_ 2х — 22) у, | 
а а 


0’ = 


0’ et У’ étant connus, les deux premières équations (4) font connaître 
U et V. Quant aux composantes W, W’ des réactions des points d'appui 
suivant la direction de Гахе ОО’, leur somme seulement est déterminée 
par l'équation | 

W + W = — 52, 
chacune individuellement restant inconnue. 

Ceci nous apprend que les conditions d'équilibre du solide ne suffisent 
pas pour déterminer les pressions qu'il exerce sur ses points d'appui dans 
le sens de la droite OO’ qui passe par ces deux points, résultat facile à | 
prévoir. En effet, nous ne considérons actuellement Peffet des forces sur 
le solide qu'au point de vue du repos ou du mouvement qu’elles peuvent 
lui communiquer, et non au point de vue des réactions intérieures 
qu'elles développent entre les points matériels qui le composent, et nous 
` cherchons quelles sont les forces que l’on doit substituer aux points fixes 
pour que le solide, rendu libre, reste en équilibre. Or, nous avons prouvé 
que toute force appliquée & un solide libre peut étre transportée en un 
point quelconque de sa direction sans que cela altére en rien le mouve- 
ment ou l'équilibre du solide; donc, les réactions W, W’ que le solide 
éprouve suivant la direction 00”, de la part des appuis O et О’, peuvent 
étre distribuées comme Гоп veut sur chacun de ces deux points, pourvu 
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que leur somme demeure invariable : cela ne saurait avoir d'influence 
sur l'équilibre du solide. Conséquemment, il est impossible que les 
équations d'équilibre fournissent autre chose que la somme W 十 W’. 
Dans la réalité, lorsque des forces données se font équilibre sur un 
solide naturel appuyé sur deux points fixes, chacun des points d'appui 
supporte une pression bien déterminée, etla composante de cette pression 
suivant Гахе fixe est également déterminée : W et W’ ont done des 
valeurs réellement déterminées. Seulement, les équations de l'équilibre 
du solide sont impuissantes à les faire connaître, et il faut recourir pour 
les trouver à des considérations tirées de la nature physique du solide et 
des petits changements de forme qu'il éprouve toujours sous l'influence 
des efforts qu'il supporte. 
93. Équilibre d’un solide qui s'appuie contre un plan fixe. — Soit S 
un solide qui s'appuie par un certain nombre de points A, A’,... (fig. 53) 
contre un plan fixe qui ne produit aueun frotte- 
ment. Prenons ce plan pour plan XY, l’axe des z 
positifs dirigé du côté où se trouve le solide. Les 
réactions du plan fixe étant normales à ce plan, 
sont parallèles entr'elles et appliquées aux points 
А, A’...; elles donnent une résultante Z, parallèle 
Pig. 55. à 02, et rencontrant le plan XY en un point В, dont 
les coordonnées sont (21, ys). Nous pouvons donc regarder le solide 
comme libre en joignant aux forces P qui le sollicitent, les réactions du 
plan d'appui ou simplement leur résultante 74. Nous aurons donc, en 
appliquant les équations d'équilibre d'un solide libre, 
6 ZX—0, ХУ=о, 3Z+Z,=0, X(yZ—2Y) + yZ, =0, 
ZX — 17) 一 ziZ ,وح‎ Х(2У —yX)=0. 
le signe 3 s'étendant, comme précédemment, à toutes les forces motricesP. 
Les deux premiéres et la sixiéme équation sont les seules qui ne 
renferment que des données; elles expriment des conditions d'équilibre : 
il faut que les sommes des composantes des forces appliquées au solide, 
parallèlement à deux axes rectangulaires dans le plan fixe, et la somme 
de leurs moments par rapport à un axe normal à ce plan, soient nulles 
séparément. 
La troisiéme équation (6) donne 
Z,=—2Z, 
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et fait connaitre la résultante des réactions du plan contre le solide, donc 
aussi la pression totale 2Z que le solide cxerce sur le plan : elle est ¿gale 
à la somme des composantes des forces P normalement au plan d'appui. 
Mais comme le plan ne peut réagir que vers l'extérieur, puisque nous 
supposons le solide simplement appuyé contre lui, les réactions appli- 
quées en А, А’,... et par suite leur résultante Z, sont nécessairement : 
dirigées dans le sens de Paxe des z positifs, donc 2Z doit nécessairement 
être négatsf, ce qui est une nouvelle condition nécessaire pour l’équilibre. 

Enfin, la quatrième et la cinquième équation (6) déterminent ху, y, 

et font connaître le point d'application de la résultante Z,. On a 
n= 2 (zX —2Z) y y =— 3(yZ — 2 Y) E 
7 Zi 

et il en résulte une nouvelle condition de l'équilibre. Comme le point 
d'application de la résultante de deux forces paralléles de méme sens 
est compris entre les points d’application de ces forces (78), on voit faci- 
lement que si Гоп compose successivement les réactions appliquées 
en A,A',..., le point d’application de la résultante Z, sera nécessairement 
compris dans l’intérieur du polygone convexe comprenant tous les points 
À, А’,... Il faut donc encore que les valeurs de хи, y, déterminées ci-dessus 
correspondent à un point compris dans l’intérieur du polygone dont il 
s'agit, sinon l'équilibre est impossible. | 

En joignant cette condition aux précédentes, on aura toutes les condi-. 
tions nécessaires et suffisantes de l’équilibre du solide appuyé contre un 
plan résistant. 

Les équations ci-dessus ne font connaître que la pression totale — Z, 
du solide contre le plan; proposons-nous de déterminer les pressions 
individuelles qui correspondent respectivement à chacun des points 
d'appui А, А’,... Nommons x la réaction du plan fixe en А, (x, y) 
les coordonnées de ce point; soient (w’, x’, у’) les mêmes quantités pour. 
le point А’, etc. La réaction totale Z, étant la résultante des réactions 
ره‎ w',...,la théorie des forces parallèles fournit les équations suivantes : 


ши’ +o"! ++ = = — 22, 
ae ox +01 سل‎ .. == а: =2(2X — 22), 
wy oy Hay" + = Lays = — 2(yZ — 2Y). 
Les seules inconnues dans ces équations sont w, w’,...; on les déter- 
minera done en résolvant ce systéme d'équations du premier degré, et 
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Yon connaitra ainsi les pressions que le solide produit respectivement 
en A, en A’,..., puisque ces pressions sont égales et opposées aux réac- 
tions w, w”,... Comme nous n'avons que trois équations, si le nombre 
des points d'appui est plus grand que trois, les pressions w, w”,... seront 
indéterminées. En réalité, dans le cas de solides naturels, toutes ces 
pressions individuelles seront nécessairement déterminées, mais les con- 
ditions de l’équilibre du solide sont insuffisantes pour nous les faire 
connaître: il faudrait recourir à la considération des petites déformations 
que le solide éprouve toujours sous l’influence des forces ct des réactions 
du plan. L'indétermination apparente qui se présente ici est tout-à-fait 
de même nature que celle dont nous avons parlé, à propos d’un solide 
fixé par deux de ses points. 


Exercices. 


4. Une sphère pesante dont le centre de gravité coïncide avec le centre de figure, 
s'appuie sur deux plans inclinés se coupant suivant une horizontale. Déterminer les 
pressions de la sphère sur ces deux plans. 

R. P le poids de la sphère;-a, a’ les inclinaisons des plans d'appui sur le plan 
horizontal; с, с’ leurs réactions respectives. On a 

y Paine Paine 
(Fo) ява) 

9. Une barre AB s'appuie sur une horisontale OX et sur une verticale OY, sans 
frottement; une force P, verticale de haut en bas, agit au milieu С de AB; une force 
inconnue F, appliquée en un point donné D de AB et dirigée vers l'intersection O des 
deux lignes d'appui, maintient l'équilibre : quelle est l'intensité de cette force F et 
quelles sont les réactions « et с’ de la verticale et de l'horizontale sur AB, 

В. АВ 一 رمد‎ « l'inclinaison de la barre sur l'horizontale ОХ; « l'angle DOX; on a 

_ Реза „=, vary Рома, 
— asin (а 2(ga—tg0 asin (< — e) 
L'equilibre n'est possible que si a >. 
formé de deux tiges AB, ВС (65. 56) assemblées sous un angle 
droit В, est mobile dans le plan vertical autour du sommet В. 
Des forces verticales P, P’ sont appliquées aux milieux de AB, 
BC, et une force donnée Q agit verticalement à l'extrémité С. 
Déterminer la position d'équilibre. 
В. Soient АВ — 2a, BC = 2; X, Y les réactions horizon- 
Fig. 56. tale et verticale du point fixe В; 6 l'inclinaison du côté BC 
sur l'horisontale, On trouvera 


X=0, Y=P+P'4Q, mE. 
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4. Une barre droite AB s'appuie en А contre une coulisse verticale OZ, en A’ sur 
une cheville horizontale. Une force verticale P agit au milieu de AB. Déterminer la 
position d’équilibre, les réaetions de la coulisse et de la cheville. 

В. AB=2a, a l’angle BAZ que fait la barre avec la coulisse, dans le cas d'équilibre; : 
6 la distance de la cheville A’ à la coulisse ; ©, с” les réactions, respectivement nor- 
males a la coulisse et á la barro» de la coulisse et de la cheville. On a 


b : a 5 
ne (;) , o=P 604 a, ==" (;) . 
a 4 


5. Deux glissières AB, AB’ font avec l’horizontale des angles x, a”; une barre MM’, 
dont le milieu est soumis à l’action d'une force P verticale de haut en bas, s'appuie sur 
ces deux glissières sans frottement. Déterminer la position d'équilibre de cette barre, 
ainsi que les pressions qu'elle exerce sur les glissières. 

R. Les conditions d'équilibre montrent d’abord que les deux glissières et la barre 
doivent être dans un même plan vertical. Soient MM’ == 4a, 0 l’inclinaison cherchée 
de MM’ sur l'horizontale ; ©, u' les réactions normales des glissières sur la barre. On a 


tgp = le) الى‎ Psiue ‚Раша | 
8 2sinann Fate) Я = sin (a +e’) 


©. Une demi-sphère homogène et pesante de rayon a est posée sur un plan hori- 
zontal sans frottement. Un poids vertical Q est pendu à la circonférence de sa base. 
Déterminer la position d'équilibre de la demi-sphère, 

R. On verra plus loin que le centre de gravité G de la demi-sphère est sur son axe, 
à une distance du centre O égale à 3a : 8. Soient P № poids de la demi-sphère, 
6 l'angle que fait son axe avec la verticale, & la réaction da plan d’appai. On a, dans 
le cas de l’équilibre, . 


с =Р- О.‏ وها 


CHAPITRE VIII. 


DE L'ÉQUILIBRE DES SYSTEMES DE FIGURE VARIABLE. 


93. Lorsque les points d'un systéme matériel ne sont plus liés inva- 
riablement entr’eux, on peut encore déterminer les conditions de son 
équilibre, sous l’action de forces données P, P’..., soit par l'emploi 
direct du principe des vitesses virtuelles, soit, plus facilement encore, 
par la méthode des réactions comme il suit : 

Le système se composcra, en général, d'un certain nombre de systèmes 
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invariables ou de solides S, 5'... reliés entr'eux par des organes de figure 
variable. On considérera chaque solide S isolément, comme étant en 
équilibre entre les forces P qui lui sont appliquées, d'une part, et les 
réactions inconnues a, м’,... qu'exercent sur lui ses liaisons avec les 
autres solides du systéme, ou les obstacles fixes contre lesquels il est 
appuyé, d'autre part. On lui appliquera donc les six équations d'équi- 
libre d'un solide entiérement libre, et Гоп opérera ainsi pour tous les 
solides du systéme. On exprimera ensuite que les liaisons elles-mémes, 
chacune suivant sa nature, sont en équilibre. Éliminant entre toutes les 
équations ainsi obtenues les réactions inconnues des liaisons ou des 
obstacles fixes, on obtiendra entre les données de la question un certain 
nombre de relations qui exprimeront les conditions proprement dites 
de l'équilibre. Si ces conditions sont vérifiées, les équations primitive- 
ment posées feront connaître les réactions inconnues. 

Pour bien comprendre cette méthode, considérons le problème suivant: 
Deux sphères solides O et 0' (fig. 57) s'ap- 
puient l’une contre l’autre et sur deux plans 
fixes qui se coupent suivant une droite hori- 
zontale; des forces verticales connues P, Р” 
sont appliquées à leurs centres respectifs. 
Trouver les conditions d'équilibre ct les 
pressions. 

Fig.,57. Soient a, a' les inclinaisons des deux plans 
AB, АВ’ sur le plan horizontal; w, a’ les réactions respectives de ces 
plans sur les sphères, a” la réaction mutuelle de celles-ci l’une contre 
l'autre. Comme on fait abstraction des frottements, ces réactions sont 
normales aux surfaces en contact. Ainsi, les réactions ره‎ a” sont 
normales еп С, C” à la sphère O, et on ne trouble pas l'équilibre en les 
transportant au centre O. De même, les réactions a’, w” sont normales 
en С’, 0" à la sphère 0’ et peuvent être supposées agir en O”. Il faut et 
il suffit donc que les forces P, رج‎ a’ se fassent équilibre autour du 
point O; les forces P’, x’, w” autour du point O’. Pour cela, les trois 
premières forces doivent être dans un même plan (6%), les trois 
dernières également, et comme P, Р’ sont parallèles et les réactions wm” 
qui s'exercent en С” opposées l’une à l'autre, il est clair que le plan 
vertical passant par les centres О et O’ devra passer par les points 
С, С’, С"; И sera normal aux plans d'appui et, par suite, à leur inter- 


— 123 — 


section. De lá cette première condition d'équilibre : Les centres des 
deux sphères doivent se trouver dans un plan vertical normal à l'inter- 
section des plans d'appui ; la figure est alors une coupe faite par le plan 
vertical en question. Soit 9 l’angle que fait la ligne ОО’ avec la direction 
des forces P, P’ lorsque l'équilibre a lieu. 

L'équilibre des forces P, w, w’’ autour du point O donne les équa- 
tions (63) 

P _ т o w 
L'équilibre du point 0’ donne de même 


р’ wo’ w 


De lá 
aw” sin (9 —a) =Psin a, um” sin (0 + a”) =P sina’, 
et par l'élimination de a”, 
P sin a sin (0 $ a”) — 8" sin نه‎ sin (9 — a) =0, 
d’où 
gb 一 一 (Р--Р”) sin a sin à’ _ Р-Р’ | 

L'angle 6 étant connu, on peut construire le polygone ACOO'C' dont 
on connaît l’angle en A, les côtés CO, CO’, 00”, et les angles COO’ 一 
180% + « — 0, C'0'0 — 8 + a. On a done la figure d'équilibre du 
système proposé. Les pressions des sphères sur les plans et l’une contre 
l’autre sont ensuite données par les équations 


_ Psin9 , P'sin0 „_ Psina 
т — а)’ эта)’ sin(@—a) 


94. Dans cet exemple, la liaison entre les deux solides О et .0' étant 
établie par le contact de deux surfaces rigides dépourvues de frottement; 
leurs réactions étaient donc normales aux surfaces en contact, et de plus, 
d’après le troisième principe de la mécanique, égales et directement 
opposées. C’est par cette considération que les réactions provenant des 
liaisons se sont réduites à trois forces inconnues w, w’, w’’, et qu'il a été 
possible de résoudre le problème par les équations du n° 99. Outre ce 
mode de liaisons entre les divers solides d'un système (représenté dans les 
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applications par les engrenages, les galets, etc.), il en existe beaucoup 
d'autres, parmi lesquels nous traiterons seulement des tiges rigides 
articulées et des fils flexibles et inextensibles. Examinons les conditions 
d'équilibre de ces sortes de liens. 

4° Deux solides $, $’ sont liés entr'eux par une barre ou droite rigide 
АА’, fixée par ses extrémités А et A' á ces deux solides respectivement, et 
pouvant tourner librement autour de ces points d'attache sans aueun 
frottement. L’équilibre de la tige AA’ exige, comme condition nécessaire 
ct suffisante(33), que les forces totales qui agissent à ses extrémités A, A’ 
soient égales, directement opposées, dirigées suivant la droite АА’, si 
Гоп suppose d’ailleurs qu'aucune force n'agisse entre A et А’. Ces forces 
sont les pressions des solides S, S' sur la tige, pressions qui sont respec- 
tivement égales et contraires aux réactions de la tige contre les deux 
solides. La tige AA’ produit donc en A et A’ sur les solides 5 et S’ qu'elle 
réunit, des réactions ره‎ w' égales, dirigées suivant la droite AA’, et de 
sens contraire. Ces réactions peuvent être d’ailleurs des forces de traction, 
tendant à rapprocher $ et S' l’un de l’autre, ou de pression, tendant à 
les écarter. On joindra ces réactions inconnues x, w' aux forces motrices 
P qui sollicitent les solides $, S', on supposera ceux-ci libres, et Гоп 
écrira les équations de l'équilibre de chacun d’eux. 

2 Nous appelons fil, cordon, un lien dont la section transversale est 
négligeable, parfaitement flexible et inextensible, de sorte que la lon- 
gueur de l'arc formé par le fil entre deux de ses points donnés soit 
invariable. Pour que ce lien soit en équilibre sous l’action de deux forces 
seulement, P,P’, agissant à ses extrémités A et A’, il faut d’abord, comme 
pour un lien rigide, que ces forces soient égales et directement opposées. 
En effet, la condition d'équilibre de deux forces gur un solide libre а été 
tirée de la considération des mouvements virtuels du solide, et il est 
clair que les mêmes mouvements virtuels peuvent ètre attribués à un fil 
flexible; les mêmes conditions d'équilibre sont donc nécessaires. On 
accordera ensuite facilement que cette condition nécessaire est aussi 
suffisante, si le fil est tendu en ligne droite et les forces P, P’ dirigées de 
manière à maintenir le fl tendu. Ce point 
admis, soit M (fig. 58) un point quelconque du 

Fig. 58. fil АА’ en équilibre ; la réaction qu'exerce sur 
la portion AM du fil, l'autre portion A'M, doit être, d’après la remarque 
précédente, dirigée dans le sens MA’ et égale à la force P appliquée en А, 
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puisque le fil AM est еп équilibre. La réaction du brin AM sur le 
brin MA’ est d'ailleurs égale et directement opposée á la précédente, 
donc dirigée de M vers A et égale à P ou à P’. Ces réactions qui 
s’exercent en chacun des points du fil en équilibre entre les deux brins 
du fil qui aboutissent à ce point, constituent ce qu'on nomme la 
tension T du fil. La tension est donc constante dans toute la longueur 
du fil АА” et égale à l’une des forces qui se font équilibre à ses extrémités. 

Si donc deux solides S, S’ sont reliés par un fil flexible et inextensible 
АА’, Péquilibre du cordon exigera que les efforts exercés par les solides 
en А et en A’ soient égaux, dirigés en sens contraire suivant la droite AA”, 
et de façon à tendre le fil; donc, réciproquement, le fil produira sur les 
solides $, S’, en A et А’ respectivement, deux forces de traction dirigées 
suivant AA’ en sens contraire l’une de l'autre. Ces réactions seront 
inconnues en intensité, mais connues en direction et égales entr'elles. 
En les joignant aux autres forces qui sollicitent les solides 5, 5’, on 
regardera ceux-ci comme libres et on leur appliquera la méthode exposée 
au n° 93. Les équations qui déterminent les réactions inconnues feront 
connaître la tension T du fil. Il faudra, en pratique, satisfaire encore à 
cette condition, que le cordon soit capable de résister à la rupture que 
la tension tend à produire; dans la mécanique pure, on regarde sa 
résistance comme indéfinie. 

95. Equilibre du polygone funiculaire. — Appliquons ces prineipes à 
l'équilibre d’un système de figure variable dans lequel les solides $, 5'... 
se réduisent à des points matériels auxquels sont appliquées des forces 
données, et qui sont réunis deux-à-deux 
par des fils flexibles et inextensibles. 
Un tel système s'appelle un polygone 
funiculaire : les points d'application 
des forces en sont les sommets. 

Désignons par Au, As, ... А» (fig. 59) 
les ss sommets du polygone; par Py, 
Py, ..., Pa les forces données qui leur 
sont respectivement appliquées. Les cordons extrêmes AT A T., atta- 
chés au premier et su dernier sommet, devront pour l'équilibre être 
sollicités par des forces déterminées To, T,, égales aux tensions respec- 
tives de ces cordons, et que nous regarderons d'abord comme des forces 
données. 





Pig. 5. 
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Soient А ип sommet quelconque; T, T' les tensions des fils qui. y 
aboutissent; le point A, regardé comme libre, devra être en équilibre 
entre la force P qui agit en ce point et les réactions T, 1" des fils adja- 
cents. Cet équilibre s'exprimera, comme on sait, par trois équations (6 1); 
les n sommets donneront donc 3n équations, renfermant les composantes 
des forces P, T, 1"... Mais les n — 1 tensions Ts, Та,... Та des n— 1 
cordons А, Аз, AsAs, ..., An 1A, n'étant assujetties а priori à aucune 
condition de grandeur et de direction, leurs 3n — 3 composantes rectan- 
gulaires figureront comme des inconnues dans le système d’équations 
dont il s'agit. Si on les élimine, -on obtient seulement trois équations 
auxquelles devront satisfaire les forces données 


To, Pa, Pe, ..., Pa, Tr, 


pour que l'équilibre soit possible. Les зп équations primitives feront 
ensuite connaítre la direction á donner á chacun des cótés du polygone, 
et la tension qu'il aura dans l’état d'équilibre. Si l'une des forces 
ci-dessus, par exemple T,, n'est pas donnée, on pourra la déterminer de 
manière à satisfaire aux trois équations de condition, et il existera dans 
ce cas une figure d’équilibre du polygone. 

96. Il est facile de trouver directement ces trois équations auxquelles 
doivent satisfaire les forces To, Ри, Ps,... Pa, Ta pour que l’équilibre soit 
possible. En effet, le polygonc funiculaire tout entier, rendu solide par 
la pensée, doit vérifier les conditions d'équilibre d’un solide entièrement 
libre, puisque, comme on l’a déjà vu plus haut, оп peut lui attribuer 
les mémes déplacements virtuels qu'á un solide. Les relations ХХ = o, 
¿Y =o, 3Z =0 du n° 78 doivent être vérifiées, c’est-à-dire que les 
forces To, Pi, Pa,... Pa, Ta, transportées parallèlgnent à elles-mêmes en 
un méme point, doivent s'y faire équilibre. C'est précisément là ce 
qu'expriment les équations dont il s'agit. | 

Га même remarque permet de déterminer directement en grandeur et 
en direction, par une construction très simple, la tension d'un cordou 
quelconque. Considérons une portion A, А»... А; du polygone, et cher- 
chons la tension T,; du cordon suivant. La portion du polygone A, Ag... A; 
est en équilibre entre les forces To, Py, Pe,..., P;, qui lui sont appli- 
quées, et la réaction Т; du cordon qui joint le sommet А; au suivant. 
Donc, si nous raisonnons comme ci-dessus, nous verrons que les forces 
To, Ра, Pe,..., Ру, Ty transportées en un même point O, s’y font équi- 
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libre, de sorte que chacune d'elles est égale et directement opposée à la. 


résultante de toutes les autres. Donc la ten- 
sion Ту d’un cordon quelconque est donnée, en 
grandeur el en direction, par la résultante des 
forces To, Pi, Ps,..., Р; (fig. 60) appliquées au 
polygone depuis une de ses extrémités jusqu'au 
sommet où commence ce cordon.Cette construc- 
tion détermine en même temps le direction du cordon auquel se rap- 
porte la tension Ti : il est donc facile d'en déduire la construction de la 
figure du polygone en équilibre. 

Le plus souvent, au lieu d'être sollicités par des forces données 
To et Ta, les cordons extrémes du polygone sont attachés à deux points 
fixes M, М. Les raisonnements précédents subsistent, mais To, Ta y 
désignent alors les réactions des points d'attache M et № sur ces derniers 
cordons, réactions qui sont toujours égales aux tensions de ceux-ci. Le 
problème est plus compliqué, à cause de l'ignorance où l'on est des 
valeurs de To, T,; nous n’en considérerons ici que le cas particulier le 
plus important. : 

97. Supposons les points М, М бхез et les forces P, qui agissent aux 
sommets du polygone, parallèles entr’elles; admettons, pour fixer les 
idées, qu'elles soient verticales. L’équilibre de chaque sommet A exigeant 
que la force P qui lui est appliquée et les cordons qui y aboutissent soient 
dans un même plan, ce plan contiendra la force P’ parallèle à P et 
appliquée au sommet suivant; le cóté suivant du polygone sera donc 
encore dans ce méme plan, et ainsi de suite. On voit par lá que le poly- 
gone funiculaire en équilibre sera tout entier dans le plan vertical 
passant par les points d'attache М, М. 

Admettons, de plus, qu'un cóté soit horizontal et ait son milieu en Ao, 
за tension égale & То; appliquons les principes 
exposés plus haut à la portion du polygone située 
à droite du point Ао. Nommons Аз, Aa,... A (fig. 61) 
les п sommets du polygone compris dans cette 
portion, et Py, Pa,..., Pa les forces verticales qui y 
sont appliquées; А; Рип de ces sommets, Ts la ten- 
sion du cordon suivant; ,ب‎ son incli Fig. 61. 
l'horizontale AoX. Les forces To, Ps, ...روط‎ Ру» Ti se faisant équilibre sur 
le polygone AoA. As... Ay, les sommes de leurs composantes horizontales 


Fig. 60. 
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et de leurs composantes verticales sont nulles; donc 


Te Ti ره ص يو ووه‎ — (Pi + Pa +++ + Po) + Те sin qe =0, 
d'où | 
Ticos 9 To, Tsin ф; =P, + Pe عل‎ ... HP. 

La composante horizontale de la tension d'un cordon quelconque est 
constante et égale à la tension du cordon horizontal. Sa composante 
verticale est égale à la somme des forces Р., Pa, .., P; appliquées au 
polygone depuis le milieu du côté horizontal jusqu’au sommet où com- 
mence le cordon considéré. 

L'inclinaison du côté du polygone sur l'herizontale A,X se tire de 
l'équation 

go = PPT Pe EPP, 
т, 
Soient hi, ha,..., À, les projections horizontales des côtés А. Аз, AzAs,..., 
A,N du polygone; ces projections sont ordinairement données. Soient 
ki, Fr... К. les projections verticales des mêmes côtés. On aura, en 
général, 
Pp, + و2‎ + eee +4, 


k \ 
чер, d'où k 一 下 一 


Soient encore x;, y; les coordonnées du sommet A, rapporté à l'hori- 
zontale A,X et à la verticale AY ; on a donc 


% 一 AoA, +- hy + ha + ob وي‎ Yi = ky 十 心 十 °° + وي‎ 


ou 
Yi 一 元 [Pi + (P, + Ps) he + + (Ps + Pe + .. +P;,_4) hi]. 


La tension То du côté horizontal est encore inconnue, mais l’équation 
précédente conduit à sa détermination, car si on l’applique au calcul de 
Vordonnée f du point М, extrémité du dernier côté du polygone, ce qui 
suppose que l’on fasse t =m + 1, il viendra 


[=P + (Py + Pa) وق‎ + (Pa ل‎ Pet) + Py) An), 
d’ou 
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Га hauteur f du point d'attache N au-dessus de la droite AX est géné- 
ralement donnée; c'est ce que l’on nomme la flèche. Toutes les quantités 
qui figurent dans le second membre sont done conaues et То est ainsi 
connu. Les relations ci-dessus fournissent alors les valeurs de 9;, To ky, ys, 
et permettent de construire la portion AoN du polygone en équilibre ; 
la partie AoM du polygone, à gauche du côté horizontal, se construirait 
de même. S’il n’y avait pas de côté horizontal, il suffirait de réduire la 
distance AoA, à zéro et de raisonner de la même manière. 

Dans le cas le plus important, celui des ponts suspendus, les projec- 
tions hy, ha,..., À, sont égales à une même longueur h; les forces P,, 
P,..., sont égales à une même force P. On a donc, d’abord, pour la ten- 
sion du côté horizontal, 

To =>, 2-... +n) _ 2 (+1) Ph 1 
f 2 
et par suite 
== а "+i =) 2 Ее, 


ce qui est l'expression très simple de l'ordonnée du sommet А;; son 





abscisse x, a pour valeur, à cause de Ay А, = 2 , 


一 2 二 6 一 9 一 (人 一) 大 


Enfin, on obtient facilement l'équation de la courbe qui passe par tous 
les sommets du polygone, car on tire de la valeur de 2; 


(A СЮ 


jouit de la propriété énoncée : c'est une parabole à axe vertical. Enfin, 
10 








一 130 一 


la tension et l'inclinaison d’un côté quelconque А; A;,1 sont données par 
les formules 


1 y 


98. Il arrive que les forces P, au lieu d'étre appliquées en des points 
déterminés As, As,... d'un fil inextensible, agissent sur des points qui 
peuvent glisser librement le long du fil, comme, par exemple, sur des 

annesux mobiles sans frottement. Il est facile de 

s'assurer que les conditions d'équilibre trouvées pour le 

polygone funiculaire doivent subsister, mais il y aura, 

pour chaque force P, une condition de plus, résultant 

de la mobilité de son point d'application A sur le fil. 

Fig. 62, Donnonsun mouvement virtuel au point A (fig.62), dans 

lequel les deux points voisins A’, A” du fil restent immobiles; le point A 

зе meut donc, la somme AA’ + AA” restant constante, sur la surface 

d'un ellipsoide de révolution dont A’, A” sont les foyers; pour que 

le travail virtuel de la force P soit nul, il faut que la force soit normale 

à cette surface, ou que sa direction divise en deux parties égales l'angle 

А’АА” compris entre les deux brins de la corde qui aboutissent en A. 

Les angles PAA’, PAA” étant égaux, les réactions de ces brins sont égales; 
la tension du fil est donc la même de part et d'autre du point A. 

99. Nous prenons maintenant un exemple des systèmes formés de 
tiges rigides AA”, A'A”....,réunies par leurs extrémités autour desquelles 
elles peuvent d’ailleurs jouer librement. Soient АА’ l’une quelconque de 
ces barres; P, P’,... les forces qui lui sont appliquées ; رد‎ a’ les réactions 
des tiges voisines, agissant respectivement en A, A’ et d’ailleurs inconnues 
de grandeur et de direction. L'équilibre de la barre AA’ entre les forces 
P, P’,..., w, w' s’exprimera en général par six équations, et chacune des 

barres donnera lieu à un semblable système, mais on 

| devra observer que les réactions réciproques de deux 
| barres contigues sont toujours égales et opposées. 

Exemple : Quatre barres rigides d'¿gale longueur 2a 

forment un polygone articulé plan et vertical ABCB'A” 

Pig. 63, (68. 63), appuyant ses extrémités fixes À, A’ sur une 

ligne horizontale AX; les milieux des côtés sont sollicités par des 

forces verticales égales P; la verticale du point С doit tomber au 





NL af 
ул" (n+ 1), Ритой. 
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milieu de АА’ =2b. On demande la figure d'équilibre et les pressions. 

Tout étant symétrique de part et d'autre de la verticale CB, soient ره‎ В 
les inclinaisons de AB, BC sur AX; U, У les composantes horizontale et 
verticale de la réaction du point fixe A sur la tige AB; X, Y les compo- 
santes de la réaction de BC sur AB. Toutes les forces agissant dans un 
même plan, l'équilibre de la barre AB donne d’abord les équations (74) 


U+X=0, V+Y—P=o0, 
d'oú 
(a) X=-—U, Y =P — V. 
Puis, le milieu de AB et le point В ayant respectivement pour coor- 
données a cos a, а sin a; 2a cos a, 26 sin a, l'équation des moments (74) 
par rapport au point A donnera 


—P-acosa-+Y-2acosa—X- 26 sin a — 0, 
ou, réduisant et remplacant X, Y par leurs valeurs ci-dessus, 
(Р — 2V) cos a + 20 sin х =0, 
d’ou 
() Uga=Vv—-P. 
Les conditions d'équilibre de la droite BC, si Гоп observe que la 


réaction de CB’, appliquée еп С, doit étre horizontale á cause de la 
symétrie et si on la représente par X,, donneront les équations 


—X+X,=0, —Y—P=0, — Pa cos В — 2X,asin В — 0, 


la derniére étant obtenue en prenant les moments par rapport au point B. 
De lá et des relations (a), 


X,=X=-—U, Y=—P=P—V, ou V=2P, 
et enfin 
Р соз В =2Usinf ou (y)UtgB =*. 
L'équation (8) devient, par la substitution de la valeur de У, 
3 
U == =P, 
ga => 
et si Pon élimine U entre cette équation et (y), on obtient 


tg a = 3 و8 ها‎ 
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égalité qui exprime la condition d'équilibre. On a d'ailleurs, entre « et В. 
la relation 
24 (cos » ل‎ cos В) = b, 


qui exprime que la projection horizontale de AB 十 BC est égale á AE. 
Cette équation et la précédente déterminent х et В; la pression sur le 
point A se tire des équations 


0 一 zeotB， У = 2Р, 


et les pressions X, Y, X, sont également données par les relations 
ci-dessus. 

Des questions de ce genre peuvent se rencontrer dans la construction 
des charpentes, où Гоп doit chercher à rendre la stabilité du système 
indépendante de la résistance des assemblages, en faisant en sorte que le 
système satisfasse de lui-même aux conditions d'équilibre. 


Exercices. 


a. Deux barres AC, BC aux milieux desquelles agissent des forces verticales P, Р’, 
s’appuient par leurs extrémités inférieures À, B sur un même plan horizontal sans 
pouvoir glisser. Leurs extrémités supérieures s'appuient l’une contre l’autre, en С, 
par des facettes verticales. Trouver l'inclinaison des barres dans le cas d'équilibre. 

В. Soient «, 8 les angles BAC, ABC. On doit avoir 


tga P 

tgp Р 
9. Deux cylindres circulaires solides sont serrés l’un contre l’autre par un fil inex- 
tensible contenu dans un plan normal aux génératrices. Quel est le rapport de la ten- 


sion T du fil à la réaction réciproque « des cylindres. 
В. Soient г, г’ les rayons des cylindres; 


T:o=r+r':4V rr”. 


8. Un système articulé de Hart (fig. 42, р. 65) ABCD est fixé par un point O du 
côté AB; le côté ОС est sollicité par deux forces P, Q, appliquées respectivement en D, 
C et dirigées vers les points B, A. Déterminer les conditions d'équilibre du systéme et 
les réactions mutuelles des tiges. 

À. Soient OA =a, ОВ =6b, AD 一 oj a, B les angles BAC, DAC. Il faut pour que 
l’équilibre soit possible, que l’on ait P:Q — a : b, et la figure d'équilibre est déter- 
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minée par les équations 

sin « e € tga a + h 

sing «ab وها‎ a—b 
Soient ©, ’ les réactions des tiges BC, AD sur АВ, u”” celles de DC sur ses extrémités ; 
оп а 
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ыы = 


4. Quatre barres forment un quadrilatére gauche articulé ABCD; aux sommets 
A, В, С, D agissent respectivement des forces P, Q, В, 8. Conditions d'équilibre et 
réactions des barres. 

В. 4° Chaque force doit être dans le plan de l'angle au sommet duquel elle agit. 
2° On doit avoir entre les directions des forces la relation 

sin (P, AB) sin (Q, BC) sin (В, CD) sin ($, DA) _ 
sin (P, AD) sin (Q, BA) sin (В, CB) sin ($, DC) — 

Les directions des 4 forces sont 4 génératrices d'un méme systéme d'un hyperbo- 
loide à une nappe, dont les diagonales AC, BD forment deux génératrices de l’autre 
systéme. P, 0 coupant BD, AC en a, 6, on a 

P:Q=BD. Aa. Cb: АС. Bb - Da. 
De méme pour les autres forces. 

5. Des droites rigides réunies par leurs sommets forment un polygone articulé plan 
et fermé; chaque côté est sollicité par une force normale, appliquée au milieu de sa 
longueur et proportionnelle à celle-ci. Condition d’équilibre. 

R. En appliquant à trois tiges consécutives la méthode des réactions, of on trouve que 
lorsque l'équilibre a lieu 1* tous les sommets sont sur une eirconférence С; 20 les 
réactions réciproques des tiges sont égales; 3° chacune de ces réactions est au rayon 
de C, comme la force appliquée à une tige est à sa longueur. 


CHAPITRE IX. 


APPLICATION DES LOIS DE LA STATIQUE А LA PESANTEUR. 
THÉORIE DES CENTRES DE GRAVITÉ. 


100. L'une des forces naturelles les plus importantes à considérer 
est la pesanteur ou gravité, qui s'exerce sur tous les corps placés à la 
surface de la terre d’une manière constante. On appelle ainsi la force 
qui détermine le mouvement de chüte des corps abandonnés à eux- 
mêmes, au-dessus de la surface du globe. L'expérience a constaté les lois 
suivantes : 
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1° La pesanteur agit sur tous les corps indistinctement, quels que 
soient leur volume, leur forme, leur nature, et sur chacune des parties 
dans lesquelles on les divise, si petites qu’elles soient : d’où l’on conclut 
naturellement que cette force agit sur les derniers éléments, sur tous 
les points matériels qui composent les corps. 

2% Le mouvement que la pesanteur imprime à un corps, à un point 
matériel, parfaitement dégagé de toute action étrangère, est rectiligne et 
uniformément varié. On en conclut (54) que la pesanteur est une force 
constante. Sa direction, celle de la droite qu’elle ferait parcourir à un 
point matériel tombant librement, est normale à la surface des eaux 
tranquilles : c'est ce que l’on nomme la verticale. Le sens de son action 
est de haut en bas. On vérifie d’ailleurs facilement, en retenant un corps 
par un fil qui l’empéche de tomber, que l’action de la pesanteur est encore 
constante en grandeur et en direction pendant le repos comme pendant 
le mouvement du corps. 

5° Si Гоп compare les mouvements que prennent les différents corps 
sous influence de la резапк ur, en écartant toujours autant que possible 
toute action étrangère, on trouve que l’accélération du mouvement dû à 
la pesanteur a la méme valeur pour tous les corps en un même lieu, et 
par suite, pour tous les points matériels quels qu'ils soient. Cette valeur, 
à Paris, a été trouvée égale à 9"800, c’est-à-dire que ce nombre mesure 
la vitesse acquise au bout d'une seconde par un corps tombant libre- 
ment. On désigne habituellement par g cette accélération, en sorte que 


9 = 9,809. 


Ii suit de lá et de la définition de la masse (55) que, si р désigne Pin- 
tensité de l’action de la pesanteur sur un point matériel de masse т, on a 


р = MY, 

donc la force que la pesanteur exerce sur un point malériel est mesurée 
par le produit de la masse de ce point et du nombre constant g. Elle est 
donc proportionnelle á la masse. 

4° D'après ce qui précède, les forces qui sollicitent les différents points 
matéricls d'un corps en vertu de la pesanteur peuvent étre considérées 
comme sensiblement paralléles entr’elles. Si le corps est un solide, 
il résulte de la théorie des forces paralléles que nous ауопз exposée plus 
haut (36-33) que ces forces donnent une résultante unique, égale 
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a leur somme, dirigée comme elles verticalement de haut en bas, et 
passant toujours par un point déterminé G du corps, quelle que вой la 
position de celui-ci par rapport á la direction des forces. Cette résultante 
se nomme le poids du corps; ce point G, centre des forces parallèles 
dues á la pesanteur, est le centre de gravité du solide. On le détermine 
expérimentalement en suspendant successivement le corps dans deux 
positions différentes par un fil trés délié. 

5٠ Les lois qui précèdent ne sont exactes qu’approximativement : si 
Роп se déplace de quantités considérables, soit sur la direction verticale, 
soit & la surface de la terre sur un méme méridien, on reconnait des 
variations sensibles dans la direction et dans l'intensité de la pesanteur. 
Ces variations, dont la cause et les lois sont bien connues, ne nous 
occuperont pas ici. 

208. La détermination analytique du centre de gravité d'un solide 
résulte des formules du n° 77. Soient р l’action de la pesanteur sur un 
point (x,y, 2) du corps, P le poids total du corps; ха, y,, روج‎ les coor- 
données de sen centre de gravité. Nous aurons, en vertu de la théorie 
des forces paralléles, 

—_P=2p, Ра = 2px, Ру: =2py, Pz, = Урх, 
le signe 2 indiquant une sommation qui s'étend à tous les points matériels 
du corps. On peut transformer ces équations en introduisant les masses 
au licu des poids. Soient m la masse du point (x, y, z); M la masse du 
corps ou la somme des masses de ses points; à cause de la relation 
р = mg, on a évidemment 

Р = Img = g2m = Mg, 

de sorte que le poids d'un corps quelconque est le ргодий de sa masse par 
le nombre constant g. Les équations qui donnent 2, y:, z, deviennent, 
par la suppression du facteur g dans les deux membres, 
(1) Му: 一 mx, My = 2my, Mz, == 2mz. 

Les notions de poids et de centre de gravité, d’aprés ce qui précéde, 
semblent ne convenir qu’à des corps solides : cependant, on a souvent à 
déterminer le poids et le centre de gravité d’un système matériel défor- 
mable, tel qu’une masse liquide. П est évident qu'il faut entendre par 
lá une quantité P et un point (a1, У1, 1) déterminés par les formules 
ci-dessus ; оц, еп d’autres termes, le poids et le centre de gravité du solide 
qu'on obtiendrait en supposant tous les points de la masse proposée unis 


— 136 — 


invariablement, sans que rien soit changé dans les positions qu'ils 
occupent à l’instant que Гоп considère. 

202. Les équations (1) sont, théoriquement, les vraies équations qui 
déterminent le centre de gravité d’un corps et définissent ses propriétés, 
mais elles ne conviennent pas au calcul effectif de la masse M et de la 
position du point С, parce que les points matériels échappent à nos 
mesures directes ainsi que leurs masses, et les sommations indiquées 
ne sont pas réalisables. C’est pourquoi on les remplace par des intégra- 
tions, à l’aide d’un artifice fort important dont nous verrons de nombreux 
exemples. Établissons quelques notions nécessaires. 

On dit qu’un corps est homogène lorsqu'il présente dans tous ses points 
une constitution physique identique; sa densité est alors le rapport 
constant de la masse qu’il renferme sous un volume quelconque à ce 
volume. Si done p désigne la densité du corps, V son volume, nous 
aurons 


ps ou M = Vp. 


Dans les corps hétérogénes, le rapport désigué par le nom de densité 
varierait d'une portion du corps à une autre; on procède donc comme 
il suit: si l’un décompose le volume du corps en éléments très petits, 
le rapport de la masse d'une de ces parties & son volume sera la densité 
moyenne de l’élément, et l’on appelle densité du corps en un point donné 
(x, у, z) la densité moyenne d'une portion de volume extrémement 
petite et renfermant ce point. On сопсой qu’il est permis de regarder 
cette densité, avec une trés grande approximation, comme une fonction 
continue р des coordonnées (x, у, z) du point auquel elle se rapporte. 

Nous supposerons cette fonction connue; dans les corps homogénes elle 
se réduira & une constante. 

Cela posé, admettons que l’on veuille appliquer l'équation 


Ma, = Утх 


à un corps quelconque. Оп 019156728 son volume У en éléments très petits, 
dont l’un quelconque sera désigné par Aw; la masse de cet élément sera, 
d’après ce qui précède, pAw, р étant la densité moyenne de l’élément, 
ou, ce qui revient au même, la densité du corps en un point déterminé 
(x, y, =) de l'élément. D'ailleurs, à cause de la petitesse extrême de Ao, 
on peut, sans erreur sensible, regarder x comme ayant la même valeur 
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pour tous les points matériels qui y sont compris. La portion de la somme 
2mx qui se rapporte à l'élément Aw est done égale, trés-sensiblement, 
à x-pAo, et l’on a par conséquent 


Mz, = 2px4A0, 


le signe У se rapportant maintenant, non plus á tous les points matériels 
du corps, mais á tous les éléments de volume Aw de celui-ci. Or, cette 
somme ne diffère pas sensiblement de l'intégrale définie (1), s'étendant 
à tout le volume du corps, qui serait la limite de ZpxAw si Гоп faisait 
converger tous les éléments До vers zéro. On remplacera donc l’équation 
précédente par celle-ci : 


Mx, = | ypxdo , 


dw désignant un élément infiniment petit du volume du corps, et le 
signe Sy une intégrale triple, qui s'étend á tout cc volume. Un 
raisonnement semblable est applicable au calcul de М, ух, 21, et Гоп a 
ainsi, au lieu des formules (1), les suivantes qui sont immédiatement 
appropriées au calcul : 


(2) M= f yodo, Mr, = Градо, My, = Г руде, Mz, = f,ezdo. 


203. On considére fréquemment le centre de gravité d'une ligne, 
d'une surface. Pour cela, on concoit que l'on ait distribué une certaine 
masse, soit uniformément, soit suivant une Joi donnée, sur toute la 
ligne ou la surface dont il s'agit. La densité en un point M de la figure est 
toujours la densité moyenne (ou le rapport de la masse à l'étendue) 
d'une portion excessivement petite de la ligne ou de la surface, renfer- 
mant le point М; elle est exprimée par une fonction р, que l’on suppose 
connue, des coordonnées de ce point. Les équations (2) s'appliquent 
d'ailleurs immédiatement á la détermination de la masse et du centre de 
gravité d'une portion de ligne ou de surface; il suffit d’y considérer do 
comme représentant, dans le premier cas, un arc infiniment petit de de 
la courbe; dans le second, un élément do de la surface, et les intégrales 
indiquées comme simples dans le premier cas, doubles dans le second. 

Si Гоп se borne, comme nous le ferons dans les problémes suivants, au 


(1) Covas D'Anazvss, 369. 
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cas d'une figure homogène, р est une constante donnée, et la première 
des équations (2) devient 
M = pfdo, 

équation dans laquelle il est visible que [de représente la longueur totale 
de arc, ou Vaire totale de la surface, ou le volume total du corps. Les 
trois autres deviennent, par la substitution de la valeur de М et la sup- 
pression du facteur p, 1 
(3) 21 fdo = fado, y [Чо = fydo, zifdo ع‎ fede. 

Nous allons appliquer ces formules, successivement, à la détermination 

des centres de gravité des lignes, des surfaces et des solides homogènes. 

104. Centres de gravité des lignes. — Soit s la longueur d'un arc de 
courbe AB; on a ici, d'après la formule qui donne la différentielle d'un 
arc de courbe, x, у, z étant des fonctions d'une variable ¢ (Cours 
D'An., 343), 

do =ds=dt/x"+- y+ 2%, fdo=s, 


et x, ys, بع‎ sont déterminés par les équations 











(4) $x, — fads, зу: 一 fyds, su == feds. 

On commence par chercher la valeur de s par la formule donnée dans 
le calcul intégral; puis on remplace dans les équations (4) ds par sa 
valeur ci-dessus, x’, y’ et 2’ étant fournis par les équations de la courbe 
proposée. Les limites des intégrales (4) se rapportent aux extrémités de 
l'arc AB, et sont les mêmes que pour évaluer la longueur de l'arc 3. 

Si la courbe est plane, il suffit de prendre son plan pour plan XY; 
رع‎ Z, sont nuls, {= 2; опа 


(5) ds = 4 / € +e, sx, = fads, sy. = fyds. 


105 Centres de gravité des aires planes. 一 Soit $ l'aire comprise 
entre la courbe BM (fig. 64), Гахе des x, et deux 
ordonnées AB, MP. Décomposons cette aire en élé- 
ments infiniment petits par les parallèles à OX et à OY, 
en sorte que l'élément de soit ici le rectangle dont les 
côtés ont pour valeurs dx, dy. Nous aurons donc 

Fig. 64. du =dxdy, fde=S, 
et aire S se calculera par les méthodes connues (Cours D'An., ch. XXII). 
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Ensuite, appliquant les formules (3) et transformant les intégrales dou- 
bles en deux intégrales simples comme оп Га vu dans le Cours p’Ana- 
Lyse (36%), nous aurons 

Sa, = fudafdy, Sy — fdzfydy, 
les limites des intégrations relatives à y et à x étant définies par le con- 
tour qui limite l'aire S; ou encore, en effectuant l'in- 
tégration relative á y, et désignant actuellement par y 
Vordonnée de la courbe RM, 


(6) se? ayde, и; y'dz, 
то О 


les valeurs x, x de l'abscisse se rapportant aux Fig. 65. 
points B, M. 

Si l'aire $ était comprise entre deux courbes BM, B'M' (fig. 65), et 
deux ordonnées AB, MP, en désignant par yo la fonction de x qui repré- 
sente Vordonnée de la courbe B’M’, et opérant comme ci-dessus, on 
aurait yo au lieu de o pour limite inférieure de l'intégrale par rapport 
à y, et Гоп trouverait 


D s=f yate ие 


106. Centres de gravité des surfaces courbes quelconques. — Soit S 
l'aire d'une portion de surface courbe limitée par un contour donné 
(C') qui se projette sur le plan ХУ suivant un contour (С). Désignons 
par T la région plane circonscrite par ce contour (С), par » l'angle aigu 
que fait avec l'axe des z la normale à la surface en un point (x, y, £);par 
رم‎ q les dérivées partielles de z en x et y tirées de l'équation de la 
surface donnée. D’après ce qu'on a vu (Couns о’Ам., 335) sur la quadra- 
ture des surfaces courbes, on devra faire dans les formules (3), 


d 
donde =, 1 : 603 у = Ит- р! - 9', اده‎ 











يمه 
-T‏ 
ou, en réduisant à deux intégrales simples,‏ 


(8) в, т عه] سروه‎ |. 


an pam su = 


, , 
cosy ACTE 
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Les variables z, р, q sont des fonctions de х, у déduites de l'équation 
de la surface; les limites des intégrations en y et x se tirent de l’équa- 
tion du contour (С) comme on l’a vu dans le calcul intégral. 

107. Considérons un corps homogéne ou hétérogéne compris sous 
une surface fermée ayant pour équation en coordonnées rectangulaires 
Е (x, y, 2) =0. Soit У son volume, que l’on décompose en éléments 
infiniment petits dw par trois systèmes de plans parallèles aux plans coor- 
donnés. Les formules (2) deviendront, en réduisant chaque intégrale 
triple & trois intégrales simples, 

М — | إسة‎ ау |ра*, 

Mx, == Sudxfdyfpdz, My, = [dxfydyfpdz, Mz, 一 (dxfdy(pzde; 
on substituera à p la fonction de x,y,z qui représente la densité du 
corps, et Гоп déterminera les limites d'intégration comme il est indiqué 
pour les intégrales triples (Couns p’ANnaLyse, 368). 

Si Pon suppose le corps homogéne, М = Vp, le facteur р disparalt, et 
en désignant par zo et ع‎ (zo < z) les deux valeurs de ع‎ qui répondent à 
(x, y) dans l’équation de la surface, on aura 


V= [4х( (< — 2о) dy, Vas =fxudxf(z—z0) dy, Vyi= (dx {(z—z)ydy, 


(9) Ух == fdafíe — 22) dy. 
108. Remarques diverses. — 1° La décomposition d'un volume ou 
d'une surface en éléments infiniment petits dans tous les sens peut se 
faire de bien des maniéres différentes: celle que nous avons adoptée 
ci-dessus se présente naturellement lorsque Гоп fait usage de coordonnées 
rectangulaires, mais il est des cas oú les intégrations se simplifient beau- 
coup lorsqu'on adopte d'autres modes de décomposition. Nous en avons 
donné des exemples dans le calcul intégral (Couns D'An., 87 4, 878), et 
ce que nous avons dit á ce sujet suffit. 

2° La recherche des centres de gravité des espaces homogénes est sim- 
plifiée, dans bien des cas, par certaines remarques dont voici les plus 
essentielles : si cet espace (ligne, surface, volume) admet un centre de 
figure O, le centre de gravité coincide avec le point O. En effet, on peut 
alors décomposer la figure en éléments infinement petits dw qui soient 
deux-a-deux égaux et symétriquement placés par rapport au point O. Les 
moments x dw de deux de ces éléments par rapport à un plan YZ passant 
par le point O seront donc égaux, mais de sigoes contraires; l'intégrale 
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[до étendue à tout l'espace dont on cherche le centre de gravité sera 
donc nulle,et, en vertu des équations (3), on aura x, = о. On prouverait 
de même que y et رع‎ sont nuls si O est pris pour 

origine, donc le centre de gravité coïneide avec ce 

point. 

3° Si le contour d'une aire plane admet un diamètre 
АВ (fig. 66) qui partage en deux parties égales toutes 
les cordes parallèles à une certaine direction, le centre ne. 
de gravité G de Гаше est sur AB. Car on peut, par des paralléles aux 
cordes et au diamètre, partager cette aire en éléments deux-à-deux 
égaux, et situés à égale distance de part et d'autre du diamétre AB. Si 
lon prend AB pour axe des x, les moments ydo de ces deux éléments 
seront égaux et de signes contraires, l'intégrale fydw étendue à l'aire 
entière sera nulle, et en vertu des formules (3), ys sera nul, ce qui 
démontre la proposition. 

On verrait de même que si la surface qui termine un solide admet un 
plan diamétral partageant en deux parties égales toutes les cordes parallè- 
les à une même direction, le centre de gravité du solide est dans ce plan. 

4 Вобо, si une ligne homogène possède un axe de symétrie, un * 
raisonnement pareil aux précédents montre que le centre de gravité de 
la ligne est sur cet axe. 

Les exemples suivants sont destinés à éclaircir l'application des for- 
mules générales. 

109. Lignes homogènes. — 1. Arc de cercle. — Rapportons le cercle 
à deux diamètres rectangulaires, dont l'un OX (fig. 67) ! 
passe par le milieu С de Гагс AB. Cet axe étant un axe 
de symétrie, le centre de gravité de l’are AB est sur OX, 

il suffit de déterminer x. Soient a le rayon du cercle, 

la longueur de l’arc AB, с sa corde, 0 l'angle qui fait 

avec OX le rayon correspondant à un élément ds, go 6 Fig. 67. 
ses valeurs en А et В. Les formules (4) donnent 


sx, = fads, 
جح بد‎ 6 0050, ds—ad6, 


et Pon а 


Sa di = 0% cos 0 9 — (sind, — sin 6%) =а*.-, 
0 
3m, == ae. 
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Le centre de gravité de l'arc de cercle est sur le rayon mené par le 
milieu de Parc, d une distance du centre qui est une quatriéme propor- 
tionnelle à l’arc, au rayon et à la corde. 

I. Arc de cycloide. — Les équations de la courbe étant sous la forme 
ordinaire, 
х =a (0 —sin m0), y =a(1 — cos 0), 


soient o et w les valeurs de l'angle « qui correspondent aux extrémités 
de Pare donné. On a, comme on sait, 


ds = 24 sin — do, :)موده‎ 
2 2 


| = 24? (с — sin 0) sin 2 do, 2 == 24* 1 — cos w) sin = do. 
Mais 


((0— sin زه‎ sin 2 do — — 2 ه)‎ — sin 0)cos © + | (1 — os زه‎ cos da 
© , 8 (A) 
-一 — — el _ ein — 
2 (© sin «) cos <-> sin 5 +e 


бе 一 ©08 ©) sin— do —2 ( int © do — 4 c08 2 (— тей) 


On a donc 
O) 


$x, = — 4a’ 0 — sin je 一 ta | » ву: = 8а* ( — cos Eje 3 


Pour une arcade complète, © = 27; il vient 
2 
$ — 8a, ах. = 87037, sy: =, 


d'où, enfin, 
4 
2 = па, Yi =3% 
Le centre de gravité est donc sur l'ordonnée maximum, à une distance 
de la base égale aux deux tiers de cette ordonnée. 
Ш. Arc d'hélice. — Les équations de l’hélice étant (Cours о’Ам., 
Ch. XXI, Ех. 1) 


x=asint, y=acost, z= bt, 
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et les extrémités de Гаге répondant à { = о, t =*, on trouve facilement 


au VITE VIT, 
fads = a at fo tt =a FB (a — y), 
fyds =a far By, jes ин F5, 


d'où, par les équations (4), 
a, yoo, ai, 
ce qui fournit une construction facile du centre de gravité de l'arc 
d'hélice. 

210. Aires planes. — I. Triangle. — La droite AD (fig. 68) qui 
joint un sommet А au milieu D du côté opposé 
est un diamètre dont les cordes conjuguées sont 
parallèles à ce côté; le centre de gravité de l'aire 
du triangle est donc sur cette droite. Le même 
raisonnement s'appliquant aux deux autres mé- 
dianes BL, CF, les trois médianes d'un triangle Fig. 68. 
ABC se coupent en un même point G, centre de gravité de l'aire du 
triangle. 

La droite DL est parallèle au côté AB et en vaut la moitié; les 
triangles semblables AGB, DGL donnent donc l'égalité 


DG - Аб = ТАБ. 
273 


Le centre de gravité de l'aire du triangle est donc sur la droite qui 
joint un sommet au milieu du côté opposé, aux deux tiers de cette droite 
à partir du sommet. 

On détermine le centre de gravité de l'aire d’un polygone quelconque 
en le décomposant en triangles par des diagonales, et appliquant au 
centre de gravité de chacun de ces triangles, construit par la régle 
ci-dessus, un poids proportioancl à Гайге du triangle. 

IL. Segment circulaire. — L'équation du eercle étant 


= -у=а', ou y=yaa, 
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l'aire S du segment OBMP compris entre la courbe, Paxe des x, et deux 
ordonnées correspondant aux abscisses o et x, a pour expression 


3 
(eya w/a — à + 2ف ممه‎ 
On a ensuite par les formules (6), | 


5 
Se [уфа = (" sds fo EP 
0 о 3 


Si Pon fait x — a, le segment devient égal au quart du cercle, et 
l'on a 


a 
$ وله‎ zx, = pese 


ce qui montre, chose d'ailleurs évidente, que le centre de gravité est sur 
la bissectrice de l’angle XOY. 

Ш. Secteur circulaire. — Le secteur compris entre la circonférence 
et deux rayons donnés se décompose en secteurs infiniment petits égaux 
par des rayons équidistants. Chacun de ces éléments étant considéré 
comme un triangle, son centre de gravité se trouve sur le rayon bissec- 
teur, aux deux tiers de sa longueur à partir du centre. Considérant le 
poids de chaque élément comme appliqué à son centre de gravité, on est 
ramené à chercher le centre de gravité d’un arc de cercle homogène, 
dont le rayon égale les deux tiers du rayon donné, c'est-à-dire à un 
problème résolu (109). | 

IV. Segment de cycloide. — Les équations de la courbe sont celles du 
n° 409, ex. II. L'aire S du segment compris entre la courbe, sa base et 
lordonnée qui répond à langle donné ©, a pour valeur 

$ = a! Fe — cos w)* do == a? (30 — 2 sin @ += sin @ COS 0) (1). 

On a ensuite 


(худх = аз f (@ —sin®)(1 — cos ؟(ن‎ do =a5 | ©? — 200840 — 20518 © 


— sio! ده‎ 2 0 sin w ووه‎ — = (1 8 op | С, 


(1) Couns »'AnaLrse, 354 
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ou, en prenant l'intégrale entre les limites o et ره‎ 


Sr, 一 05 E +4 a*—20c0s0—aasine — aint + =wsin 9 8 — AS — во) | 


De méme, on aura 00 
5 fo 、 
sy 一 1 一 2 人 (一 ssojrdo 一 和 (3 一 fsino 十 3sinzn тан), 


Pour appliquer ces formules & une arcade entióre de la cycleide, 99 
fera ن‎ = 27, ce qui donnera 


$ 
$ = 3505, Sx, == 75205, Sy, = = ’ 


Ly 一 па, у, = 2a. 


118. Aires courbes. 一 Considérons la surface engendrée par la révo- 
lution, autour d'une droite OX, d'une courbe plane donnée par son 
équation 

у == f(x), 
et cherchons le centre de gravité de l’aire $ comprise sur cette suface 
entre deux plans, хо et x, perpendiculaires 4 Paxe. Comme le centre de 
gravité cherché est sur Гахе ОХ, puisque tout plan passant par cet axe 
est un plan de symétrie, il suffit de trouver $ et хе. On a, comme on 
sait (Couns p’An., 849), | 


$ = 27 7 yds. 


Coupons la surface par des plans infiniment voisins perpendiculaires 
$ ОХ; dans l'équation 
Sx, = fade, 
comme x est constant pour tous les éléments do de la surface compris 
entre deux plans sécants х et x 十 dx, on peut faire d’abord la somme de 
tous ces éléments, ce qui donne, comme nous l'avons vu dans le Cours 
@ Analyse, еп négligeant un infiniment petit d'ordre supérieur, 


anyds. 
L’équation ci-dessus devient done 
2 
Sx, = an | yde. 
To 


11 


لس لمش هم 
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C'est la formule d’où l’on déduit le centre de gravité d'une surface de 
révolution. En voici quelques exemples : 

I. Zône sphérique. — La zône comprise entre deux petits cercles paral- 
léles sur la sphére est engendrée par un arc de cercle BM, tournant autour 
de Гахе commun des deux cercles. Cet axe étant pris pour axe des х, 
l'équation de la courbe génératrice est 


y = a? — a, 


dsm dey + سملو ,عقا‎ ado; 


donc, en désignant par хо, x les valeurs de x correspondant aux extré- 
mités В, M de l’arc générateur, 


et l’on a 


= 60 | dx = па (x — хо), Sa, = 270 | 4х 一 па (х* 一 хе*), 
x9 
d'où | 


nt, 

2 , 

Ainsi le centre de gravité d'une zóne sphérique se trouve au milieu de 
la droite qui joint les centres de ses bases. 

II. Tronc de cône à bases parallèles. — Placant Vorigine au sommet 
du cóne, on a ici 


у= ах, de=dry : ,8ه ل‎ S=ñmay 1 +a (at — xt), 


Хо, х Se rapportant aux deux bases. Ensuite 


Sa =2n0 10 arde = та Ит-На? (25 — 2.5), 


d'où enfin 
2 45 一 Zo? 
Y احج‎ = 
3 x? — x" 
Ш. Surface engendrée par la révolution de la lemniscate autour de 
son axe focal. — On a, en coordonnées polaires, pour l'équation de la 
courbe génératrice, 


9 
"م — ؟م‎ с08 20, d'où ds = 00 一 0 , 
cos 20 r 


l'arc م‎ étant compté dans le même sens que l’angle 0. Soient ,و0‎ 0 les 
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valeurs de cel angle aux extrémités de l'arc générateur. On aura 


ag 1 
5 一 2 r sin 0 Lane (cos 0, — cos 0), 
0 


0 
Sa, = an | 
9 


9 0 
г" sin 9 cos 6 - © = na! (cos 26) 5 sin 0 
o 1 0 


8 5 5 
一 > (cost 2% — cos? 20) = 5 (roo 一” 引 . 


L’abscisse du centre de gravité de l'aire proposke est donc 


1. 7% — № 
~~ 6a? cos 0, — cos 9 


Pour 6, = 0, 0 一 я » Varc générateur devient le quart de la lemnis- 
cate, et Pon a 


9 — > ١ 
$ نه ,}1 — م |) 2.50 راح‎ -3V2(W2—1) 


113. Surfaces courbes quelconques. — I. Centre de gravité de 
l'aire du cône 25 = 2xy comprise entre les plans x — 0, х==а, 
y =0, y=b. 

On trouve facilement (Couns p’An., 876) 





Cus y 


Appliquant ensuite les formules (8), on trouve 


se as nae aed a دور هلمج‎ 


EC 
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Substittant à S sa valeur, on aura done 


e От: Е 


Il. Centres de gravité des figures sphériques. — Soient a le rayon de la 
sphère; YZ, XZ, ХУ trois plans diamétraux rectangulaires; $ l’aire d'une 
figure quelconque tracée sur la surface; S,, Sy, 5, ses projections sur les 
plans YZ, XZ, ХУ. Soient enfin de, de’ un élément de la surface et sa 
projection sur le plan XY, en sorte que 





da’ == de cos у. 
Les formules (3) donnent ici directement 
Seq = fado = fa cos vde =afdo' 一 
On trouve de méme, en projetant sur YZ et XZ, 
Sz,=<aS,, бу! == а$,, 
d’où les équations 
الا‎ 


3 TS & 5’ 
qui déterminent x, ys, .يع‎ Ce théorème remarquable facilite dans beau- 
coup de cas la recherche des centres de gravité des aires sphériques, car 
la propriété exprimée par l'équation Sz, = aS, s'applique évidemment 
á la projection sur un plan diamétral quelconque. 

113. Volumes homogènes. — I. Tétraèdre. 一 Soit ABCD (fig. 69) le 
tétraèdre donné; le plan AED mené par l'aréte AD et 
le milieu E de l’arète opposée est évidemment un plan 
diamétral pour les cordes parallèles à BC : il ren- 
ferme donc (108, 3°) le centre de gravité du volume 
du tétraèdre. Cette propriété étant vraie pour chacun 
des plans médians AFB, etc., on voit que, dans le 
tétraèdre, les six plans menés chacun par une des 
arêtes el par le milieu de l'aréte opposée se coupent en un méme point, 
centre de gravité du tétraèdre. 

L'intersection AH des plans AED, AFB renferme donc le centre de 
gravité cherché. Mais H, rencontre des médianes DK, BF du triangle 
BCD, est le centre de gravité de Paire de ce triangle; donc, dans le 
tétraèdre les quatre droites qui joignent chacune un sommet du tétraèdre 





Fig. 69. 
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au centre de gravité de la face opposée se coupent en un méme point, 
centre de gravité du tétraédre. 

Soit done K le centre de gravité de la face ABC; le centre de gravité 
du tétraédre est à l'intersection G des droites AH, DK, d’après ce qui 
précède. Mais on sait que 


EH=“ED,  EK=-RA, 
3 3 


donc КН est paralléle & AD et en vaut le tiers. D'oú il suit, par les 
triangles semblables KGH, AGD, que 


GH:GA=KH:AD=1:3, d'où GH =~ AE. 


Le centre de gravité du volume du tétraèdre est sur la droite qui joint 
un sommet au centre de gravité de la face opposée, aux trots quarts de 
cette droite à partir du sommet. 

Enfin, la droite IF, intersection de deux plans médians AFB, CID, | 
renferme nécessairement le centre de gravité G, et comme I, F sont 
respectivement les milieux des arétes AB, CD; comme la méme chose а 
lieu pour les autres couples d'arétes opposées, les trois droites qui 
joignent deux-d-deur les milieux des arêtes opposées du tétraèdre se 
‘coupent en un même point, centre de gravité du tétraédre. 一 On vérifie 
sans peine que le point G est le milien de chacune de ces droites. 

И. Pyramide 4 base polygonale. — On la décompose en tétraédres 
par des plans menés par le sommet $ et par les diagonales AC, AD, AB)... 
du polygone base ABCDE... Menant un plan abcde... parallèle à la base, 
qui partage la hauteur SP de la pyramide dans le rapport de 3 à 4,ce plan, 
d’après ce qui précède, contiendra les centres de gravité G, С’, G”,... des 
tétraèdres, et par suite celui de la pframide. Les poids des tétraèdres, 
appliqués en G, G’, G””,... sont proportionnels à leurs volumes, ou à 
leurs bases ABC, ACD, ADE,... puisque la hauteur SH est commune; ou 
encore, aux aires abc, acd, ade... des triangles suivant lesquels le plan 
abcde... coupe les tétraédres. Donc le centre de gravité cherché coincide 
avec celui de l’aire du polygone abcde...; donc le centre de gravité G, de 
la pyramide est sur la droite qui joint le sommet au centre de gravité de 
la base, aux trois quarts de cette droite d partir du sommet. 

On conclut de lá, par Ja méthode des limites, que le centre de gravité 
du volume d’un cône à base quelconque se détermine par la même règle. 
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HI. Centre de gravité du volume compris entre les plans coordonnés 
et la surface qui a pour équation. 


¿== (a —2)(b—y). 


D'après ce que nous avons établi (Couns р’Ам., 870), on a 
с абс 


١ عه يي‎ (a — 6-94 =. 


Appliquant ensuite les formules (9), nous aurons 


v= Sl" @— =) aie (6 一 y) dy =; 


Vy: a) (a — sde ( (6 — y) ydy = 


абс? 
va (0 2) рае 
De lá on tire 


x < у 2 
1 ==>) y =-, == — 4 
q 3 


ГУ. Ellipsoide. — Cherchons le centre de gravité du volume compris 
entre l’ellipsoïde 


x? 2 с? 
St» 


les plans coordonnés, et un plan x quelconque. 
Nous avons ici 


et en posant 


A ا‎ 


y = 4 и (y — y)* dy. 
blo Jo 
Posons y = y’ sin q, d’où dy = у’ cos фаф; il viendra 
т 


© (" таз (? cos todo — 7° (Py 
v=; 1 у’4х 人 cos *pdp 一 D E "dz, 





— 151 — 


ou, en mettant pour y sa valeur et effectuant le calcul, 


Calculons de la même manière Vx:, par les formules (9): 
т 


, 4 2 
4ت‎ (ty — 91 dy 5 ле 
blo 0 b Jo o 48 Jo 


Vx, = - 
__mbex* ; a 
— 8 ( 2а? e. 


Pour Vy,, nous aurons de méme 





Е 4 人 (y’* — y?) + ydy = ; (ya ("cog sin 9dy == 3 (уча.‏ = رولا 
d'où dx = «cos Ydÿ, on aura‏ ريل sin‏ © د ند Si l’on fait encore‏ 
sin gensÿ-+ À = sin poos'y‏ 5 دب قن ) (очень || contydpmair‏ 
donc‏ 
vy E in eos p), 中 一 aresin‏ 


Enfin Гоп trouve 


| 


я 
A (5555) à 3 fée lost ae 
fs, абс? ($ 
35) Y "de E [cs té, 
la valeur de cette intégrale étant donnée ci-dessus. 


Si, dans ces diverses équations, on fait x = a, d'où ф = => on obtient 
pour le volumeetle centre de gravité de la huitième partie de l'ellipsoïde : 


y — "ode xz 一 3 ， wad, n= 3. 


6 8 


2144. Théorèmes de Guldin. — Comme dernière application des for- 
mules relatives aux centres de gravité, démontrons les deux théorèmes 
remarquables qui portent le nom de Guldin. 
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4° Soient y == f(x) l'équation d’une courbe plane ; хо, x les abscisses 
correspondant à deux points В, М de cette courbe; s l’arc BM. L'ordon- 
née y, du centre de gravité de Гагс BM est donnée par la formule (4): 


e 
sy: =| yds; 
So 
d'autre part, l'aire $ de la surface de révolution engendrée par l'arc BM 
tourhant autour de l'axe des x a pour expression 


S = 25 1 yds (Couns D'An., 349). 


Eliminant l’intégrale entre ces deux équations, on a 
5 =8. ап. . 

L'aire engendrée par un arc de courbe plane tournant autour d’un axe 
silué dans son plan a pour mesure le produit de Parc générateur par la 
circonférence que décrit son centre de gravité. C'est le premier théorème 
de Guldin. e 

2° Soit 5 l’aire comprise entre les deux courbes planes BM, B’M’, et 
deux ordonnées correspondant aux abscisses. хо et x. D’aprés les for- 


mules (7), l’ordonnée du centre de gravité de cette aire est donnée par 
l'équation 


Sy: =: (y? — y}) ах, 


Yo et y se rapportant aux courbes В’М’, BM. Mais le volume У engendré 
par l’aire S tournant autour de Рахе des x est donné (Couns D'An., 848) 
par l'équation 


- v=r( 人 — yo) de; 
20 
donc : 
| Y =$ - ary, 
c'est-à-dire que le volume engendré par une aire plane tournant autour 
d'un axe situé dans son plan а pour mesure le produit de l'aire généra- 
trice par la circonférence qui décrit son centre de gravité. 


Ces deux théorèmes s’emploient utilement pour évaluer les surfaces et 
les volumes de révolution. 
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Exerctces. 


я. Soient M la masse, С le centre de gravité d'un système de points matériels Р; В 
sa distance à un point quelconque О; # la masse d'un des points, г et م‎ ses distances 
respectives aux points 0 et С. Démontrer 1° que l’on а 

mr? = MR? + 2mp ; 

2° Que si Гоп applique en O des forces dirigées vers les points P, proportionnelles a 
leurs masses et á leurs distances au point O, leur résultante passera par le centre de 
gravité С et aura pour valeur MR. Les masses peuvent être positives et négatives, ce 
qui donne des forces attractives ou répulsives, Si M = ره‎ la résultante est constante en 
grandeur et en direction. 

3° Soient # la distance de deux points m et m’, $ une somme s'étendant à tous les 
couples de points deux à deux. On a 

Smm'u* = M (Zmr* — MR*) = Mimet. 

3. Soient я points de masses égales. La somme des earrés des volumes 066 5 
qui ont pour sommots les # points pris 4 à 4 de toutes les manières possibles, égale п 
fois la somme des volumes des tétraèdres ayant pour sommets le centre de gravité du 
système et гов points quelconques de celui-ci. | 

8. Centre de gravité de l'arc de chainette entre le sommet A et un point quelcon- 
que M (2, y). 

R. Soient a le paramètre de la courbe, + l’inelinaison de la tangente en М, on a 


xz 2 
‚=(. + в ° =a" s=atgp, %—2+(a—y)cetp, 2у, —y + e col 
Le с. de gr. est le point où se coupent 1? une parallèle à l'axc de la courbe menée 
par le poiat d'intersection des tangentes en A et en М; 2° une perpendiculeire à cet 
axe menée à égale distance de l'origine О et du point où l'axe est coupé per la 
normale en M. 
4. С. de gr. d'une demi-boucle de la lemniscate r* — a? cos 20. 


a, — 
А. =~, „=“ فتكي‎ 


Va V2 
5. Trouver les coordonnées du с. de gr. d’un are plan homogène, par rapport à la 
tangente et à la normale à l'origine de l'arc, l'équation de la courbe étant donnéc 
entre l'arc et Pinclinaison de la tangente, م‎ = f (p) (Couns »’Ax., 455). Appliquer à 
Vépicyeloide (Haron pz La Govritiiitas, Rech. sur les с. de gr.). 
R. Soient a’, y’ les coordonnées de l'extrémité de l'are; e,, y, celles de son centre 
de gr. On trouve 


a 一 My ($) cos 9 de, y = fro sin y dy, 


1 


? 
一 市 | /9) 广 (9)cos9g de, y:=y' Ÿ Up) f' (9) sin p de. 
fle) Jo 0 


_ 
f (9) 


一 184 一 


Dans I"épicycloide, r étant le rapport du rayon du cercle roulant à celui du cercle 
fixe et l’origine des ares au sommet, on a 
? 


и. 


Pour une arcade entière, le с. de gr. est sur le rayon mené du centre du cerele fixe 
au sommet, à une distance de ee centre égale à 
3005 ил. 
(ar + 3) (1 —ar) 


Siar =an-+ 1, (n entier > 0), lec. de gr. est au centre du cercle fixe. 
©. С. de gr. de l'arc compris entre l'origine et le point (z, y, =) sur la courbe 


= = 
ده دو 
ل ال ا a‏ ال 5 





2019 —% sete)’ * ae+a) 


a. С. de gr. de l'aire du trapeze ABCD (бр. 70). — В. Prolongeons la base supé- 
rieare AB de BK =CD; la base infé- 
rieure CD, en sens contri 
La droite НК coupe la droite FE qui joint 
les milieux; des bases au с. de gr. du 
trapèse. 

Fig. 0. 8. С. de gr. de l'aire du quadrila- 

tère ABCD. 一 А, Soit L le point d'intersection des disgonales AC, BD (Ag. 71). 

Prenons sur une disgonale AC un point F tel que AF = CL. La 
droite FE qui joint ce point F au milieu E de l’autre diagonale 
passe par le с, de gr. G, etl'on a 














GE= 3 EF. 
®. С. de gr. de l'aire comprise entre la cissoide 
Fig. п. y E (Covas »'An., 835) 





سمه 
et son asymptote æ = 24.‏ 


В. $ = зла", y,=0, ава. 


10. С. de gr. de l'air comprise entre la courbe 





et son asymptote æ =o. 
В. 
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e 
aa. С. de gr. du segment compris entre la courbe 


у 一 "هه‎ 


l'axe des x, et l'ordonnée du point (2, y). 


_ ay _ мт т ту. 
R. SS Er 1 тра” у: — 2m +12 
as. С. de gr. de l'aire comprise entre la droite y = 8x et la parabole y* — арх. 


R. Le point d'intersection a pour coordonnées 








| в в 
On trouve 
2 23’ у’ 
5 一 5， AT ? fi, 


23. С. de gr. de l’aire engendrée par un arc de cycloide partant de l'origine, tour- 
nant autour de la base, 


R. $ = 16na* 9هش53<‎ 
3 2.3 


2 


Sz, = 16xa* [em 3(-— 9 (== :) += sint 十 San 外 


Pour o = 27, 
26 
TL = — 0. 
15 
24. C. de gr. de la surface du paraboloide de révolution, entre le sommet et un 
plan x perpendiculaire á Гахе. 


3 5 
1 (32 —p) (ae + الم ]ل *(م‎ 
3 3 
(20 +p)! — pi 
#8. С. de gr. de l'aire d'un triangle sphérique ABC, 
R, Application du théoráme sur les c. de gr. des aires sphériques. Soient a, 5 y les 


eótés respectivement opposés aux angles A, В, С; a le rayon de la sphère; E, n, و‎ les 
distances du e. de gr. aux plans des côtés xy В, y. On a 


À. y: = арх, а: 一 


ах — Beos С — y cos В a В - و‎ 609 А — a cos С 
= АВС ido” "3 4484-0-86 | 
ay - acosB— В cos А 
2 A+B+C— 1808 — 
ae. С. de gr. de la portion de surface du cône 


5 一 


ga? + y 一 6: 


comprise entre les plans XZ, YZ, x — a. 
R. On simplifie la solution en décomposant par des plans perpendiculaires à OX et 
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des plans passant par OX. On obtient 


== 1 +8, => „=“, +. 


av. С. de gr. du volume d'un secteur sphérique. 
В. Soient a le rayon de la sphère, 28 l’angle au sommet du secteur. On a 


1 
CA 一 一 a cos? 2 В. 
20. С. de gr. du volume d'une tranche de paraboloide de révolution. 
R. a, b rayons des deux bases, Л leur distance, ci la distance du e. de gr. à la base 
de rayon a, | 
_ Аа + 20° 
T1 -一 3 ий . 
29. Soit p(æ) 一 « + 6x 十 сю? Гыге de la section faite dans un solide homogéne par 
un plan » quelconque; Sy, S,, 5’ celles de trois sections équidistantes, A la distance 


des sections extrémes, 3, et 3, les distances du с. de gr. du vol. Y aux sections extré- 
mes. Démontrer que l'on a 


29+ ,$ _ مق 
’50-25 34 

20. С. de gr. du solide compris entre les surfaces engendrées par la révolation des 
paraboles 


h 3 
V=7Got+48' 485) Уз =, +28) 


y? = ара, у’ = 2p’ (а— x), 
autour de leur axe commun. 








R. Les limites d'intégration sont e, — 0, # 一 op » et Pona 
“6 ~~" Р-р 
2 一 2 + ap’ 
3 “ماس‎ 


за. С. de gr. du volume compris entre les plans XZ, ХУ, х =, dans le cône 
de l'ex. 16. 


6 
В. У=—, =" 所 一 二 一 二 


33. С. de gr. du volume compris entre la sphère 
at ع قو | لبو‎ at 
et les trois plans YZ, XZ, ХУ. 
33. С. de gr. du volume compris entre le cóne 
2* = aay 
et les plans 2 =0, م‎ =a, у = 6. 








R. 2, a=? y=, 3: = 9 V ab. 
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94. Trouver le volume compris entre le cylindre 
у? = даа 一 e* 
et les plans z = fa, x == 8' ©, et le e. de gr. de ce volume. 
R. У =л (6’— 8) е*, г, =, Yi =0, в = (84p) 


95. Centre de gravité du volume compris entre les trois plans coordonnés YZ, XZ, 
XY et la surface qui a peur équation 


2 2 
у = аз. 
ro" 3.7 
. v=E, = — =— 
R 70 t1=Y, — 8 — 27 a 


26. Thécrèmes de Guldin. 一 Volume engendré par la révolution de l'aire d'une 
areade de eyeloide tournant autour de sa base. 


В. У = 575. 
29. Volumes engendrés par la révolution du segment compris entre le parabole 
y = ape, 


son axe et une ordonnée quelconque, tournant 1° autour de l'axe; 2° autour de la 
tangente au sommet; 30 autour de l’ordonnée qui le termine. 


по, y 4% ， 8x 
= 一 3 Vi — qt м 7 一 一 一 ly. 
R. V 3% 5 у; У 157 


es. Le volume du solide indéfiniment effilé engendré par la révelution de ja cissoide 
(Ех. 9) autour de son asymptote est égal au volume du tore engendré per la révolution 
du cercle générateur autour de cette même asymptote (SLusr). 

29. Densité variable. — Une courbe plane dont la densité р est une fonction 
donnée f (s) de l'arc s compté d'une origine A, est déterminée par la condition que 
l’ordonnée du centre de gravité d'un arc quelconque АМ soit elle-même une fonction 
donnée ф (a) de Pare в. Trouver l’équation de cette eourbe. 


R. On trouve 
d 


у = ras 9 (s) f (e) ع‎ y (0), 


5 
Ex. : soient p = 7 у: = s*. On trouve, en posant 


—', 一 工 ,ins —! 1 
=, y = 5 sinte, æ =< (p +; 605 2), 


équations oú Гоп reconnait une cycloide. 
se. Trouver la masse et le с. de gr. d'un arc d'hélice (#09), qui s'étend du plan 
z — 0 à l'infini, la densité étant donnée par [а loi р = e—**, 





и 2 3 e 2 
R. ya Vt = © $’ у, =’. 
с t+e 1+o e 
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за. Centre de gravité de la courbure. — La densité varie, sur une courbe plane, 
en raison inverse du rayon de courbure. Trouver le centre de gravité d'un are 
queleonque, dans le même système de coordonnées que dans l'ex. رك‎ et appliquer à la 
eyclolde (Haron px a GouriLuièas). 


? Ы 8 
if Г cos p de, nav | ef (p)sin p de. 
Plo ? Jo 





La eycloide # — да sin و‎ donne 


ar‏ )مده 


Pour une demi-cycloïde, 
a 
= (1+1), woo 


CHAPITRE X. 


APPLICATION DES PRINCIPES DE LA STATIQUE A L’EQUILIBRE D'UN 
FIL FLEXIBLE. THEORIE DE LA CHAINETTE. 








155. Lorsqu'on suppose, dans le polygone funiculaire considéré au 
n° 95, que tous les points matériels du fil soient sollicités par des forces 
données et trés petites, les cótés du polygone ou les distances des points 
consécutifs du fil étant alors d'une petitesse extrême, il est avantageux de 
regarder la figure du fil comme une courbe continue, et d'employer une 
artifice de calcul semblable á celui dont on a fait usage dans la théorie 

des centres de gravité (10%), pour'introduire la 
continuité lá oú, en réalité, elle n'existe pas. 
Rapportons les points du fil en équilibre àtrois 
axes rectangulaires OX, OY, OZ (fig. 72); soit 
М (x, y, 2) un de ces points. Si Гоп divise la 
somme des composantes, paralléles á chaqueaxe, 
des forces données qui sollicitent un élément 
Pig. 72. trés-petit du fil dont le point M fasse partie, 
par la longueur de cet élément, et si Pon désigne par X, У, Z ces 
rapports, la résultante P des forces X, Y, Z sera ce qu'on nomme la 
force motrice au point M, rapportée à Punité de longueur du fil. On 
admet que P, X, У, Z sont des fonctions données de x, y, z. 
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La tension T du fil au point М sera évidemment dirigée suivant la tan- 
gente en M á la courbe dessinée par le fil; elle sera, ainsi que ses compo- 
зап(ез T,, T,, T., une fonction à déterminer des coordonnées x, Y, х. 
Soient s la longueur de l'arc de courbe terminé en M; As une très petite 
portion MM’ du fil. Si on la considére comme libre, clle sera évidemment 
en équilibre entre les tensions MT, M'T' qu'elle éprouve à ses extrémités, 
et les forces données qui agissent sur ses divers points : la somme des 
composantes de toutes ces forces parallèlement à ОХ devra donc être 
nulle. Or, les composantes des tensions en M et M’ sont — T,, Т. + AT.; 
la somme des composantes des forces élémentaires est égale, d’après la 
définition ci-dessus, à XAs. Nous avons donc 


— T, LT, + АТ. + XAs = 0, 


ou en réduisant, remplaçant les quantités très petites par des infiniment 
petits, et opérant de même pour les axes OY, OZ, 


(1) dT.+Xds=0, dT,+ Yds=—0o, dT.+Zds =o. 


Ces équations sont nécessaires pour l’équilibre du fil; réciproquement, 
si elles sont vérifiées en chaque point du fil et si les extrémités A et В de 
celui-ci sont maintenues en équilibre par des forces convenables ou par 
des points fixes, on voit facilement que l'équilibre aura lieu. En effet, 
concevons que l’on parte du point A et que l’on donne successivement au 
fil en tous ses points la figure et la tension convenables pour que l'équi- 
libre ait lieu entre les forces données qui sollicitent le fil et la tension au 
point A, ce qui sera évidemment possible. Comme la grandeur et la direc- 
tion de la tension en chaque point devront satisfaire aux équations (1), 
d'après ce qui précède, et que d’autre part ces équations déterminent 
complétemet la loi de variation des composantes Т., T,, T, à partir du 
point А jusqu’à un point quelconque du fil, il est clair que les valeurs 
de T,,T,, T.,ct par conséquent la figure du fil en équilibre et sa tension, 
coincideront respectivement en chaque point avec les valeurs de ces com- 
posantes dans l’état du fil où on le supposait primitivement. Celui-ci était 
donc en équilibre. Les équations (1) sont done les équations nécessaires 
et suffisantes de l'équilibre d'un fil flexible soumis à l’action de forces 
données et dont les extrémités sont en équilibre. 

116. On donne aux équations (1) une autre forme. Soient «, В, y les 
cosinus directeurs de la tangente au fil en M, dans le sens où s croit; 
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nous auro ns 
T, =aT, T, = 6Т, T, =yT, a=, 3م‎ 


et par suite 


(2) xo, LE LY =o, о. 








On еп déduit en multipliant par «, В, у et observant que 
at + £* + y = 1, 
(3) aT + Xdx + Уду + 242 = о. 

L'équation (3) montre que, si Xdx ل‎ Ydy + Zdz est la différentielle 
totale d’une fonction © (x, y, £), cas qui se présente fréquemment dans 
la nature, on aura 

01 ره جح وق ل‎ d'où T=C— q(x, y, 2), 
С étant constant en tous les points du fil, et la tension sera ainsi connue 
en fonction des coordonnées du point auquel elle se rapporte. 

On peut encore observer que, si A, д ‚у sont les cosinus directeurs de 


la normale principale en М à la courbe du fil, В son rayon de courbure, 
ona 


de_1 du, dy_? 
ds В’ R' ds R' 
et les équations (2) prennent la forme 
(4) aq Y R — y de R = O, ese 


d’où l’on tire, par la relation «A + By. + уу = ره‎ 
dT T 
q FAX ВУ о, БАХ у, 


ou, P, et P, étant les composantes tangentielle et normale à la courbe de 
la force P, 


dT T 
ds —= Pi, R 一 一 P， 


887. Lorsque la force P est normale en chaque point du fil, comme 
cela a lieu quand le fil est simplement tendu sur une surface dont le 
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frottement est négligeable, on a, dans l’équation (3), 
Хах + Ydy + 241 =0, dT=0, Т =ceonst. 


La tension est la méme sur toute la longueur du fil. Les équations (4) 
donnent ensuite, en désignant par N la réaction normale de la surface, 


(5) A pu y R 1 


La normale principale à la courbe affectée par le fil est donc dirigée, 
en chaque point, suivant la normale d la surface; propriété qui caracté- 
risc les lignes géodésiques ou lignes de longueur minimum sur une 
surface donnée. La derniére équation montre que le rayon de courbure 
varie en raison inverse de la réaction normale de la sur face. 

Observons encore que, si l’on multiplie les deux dernières équa- 
tions (2) par z, y et qu'on les soustraie, en ayant égard aux valeurs de 
В, y on trouvera 


(6) E (Bz — yy) = yZ — eY, 


et deux autres relations semblables qui s'en déduisent par permutation 
circulaire. 

218. Appliqaons les équations (2) au cas où le fil est tendu sur la 
surface de l'ellipsoide 


x? у gz? 
ptr 


En désignant par w la distance du centre au plan tangent en M, 
par 9 le rayon de l’ellipsoïde parallèle à la tangente au fil en М, on a 


[ x? y" zt 


(a) == а, 


1 at (3 2 
с == Ss 


Les équations (2) deviennent, T étant constant, 


da , Nox _ dB | Nay dy , Nwz 
(P) it Te? ast TB’ a وي‎ 
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Multiplions les équations (В) par x : a*, y : 63, z : c* et ajoutons-les, en 
ayant égard aux équations (x) et à celles-ci : 


By , yz ada, y 8 z dy _ _ a? pr Y 1 
Ets atra taa (tt) $ 
il viendra | 
| 1 N . 
(y) E سج‎ =? 


Multiplions ces mêmes équations (В) par « : a?, B: b?, y : cs et ajoutons 
en ayant égard encore aux équations (<); il viendra 


0 / 1 Na ك‎ / 1 100 , М du 
ara (a)=> * вии 
et si l’on élimine М : T entre cette équation et l'équation (y), on trouvera 


e+e =o, 4. ди = 0, да = С, 


С désignant une constante. Cette équation renferme le théorème de 
Joachimsthal : Le long d'une ligne géodésique de l'ellipoïde, la distance 
du çentre au plan tangent et le rayon de la surface parallèle à la tangente 
donnent un produit constant 

De l’équation (y) on tire 


N “مر‎ 5 T gt С’ 
Teo’ RRO gO 

La réaction normale de la surface varie comme le cube de la distance 
du centre au plan tangent, et le rayon de courbure du fil varie en 
raison inverse de ce méme cube. 

119. Equilibre d'un fil pesant. — Concevons qu’un fil, dont les extré- 
mités À ct B sont fixes, soit soumis à l’action de la pesanteur seulement. 
D’après une remarque déjà faite (97), le fil en équilibre sera dans le plan 
vertical mené par les points А et В. Prenons ce plan pour plan ХУ, l’axe 
des x horizontal, l'axe des y vertical en sens contraire de la pesanteur; 
soit p la densité du fil en un point quelconque (x, y). Les équations (1) 
nous donnent évidemment, dans ce cas où X = 0, Y = — gp, 


dx md 一 
d.T-==0, 4 . TE — gpds =o, 
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c'est-à-dire, en intégrant et désignant par To, A des constantes, 
de dy . 
سن‎ Tem A + 9 [pd 

Donc, la composante horizontale de la tension du fil est constante, el 
sa composante verticale est proportionnelle au poids du fil, compté d'une 
origine déterminée jusqu'au point considéré. 

Supposons р constant ou le fil homogène. Nous aurons, en prenant 
pour origine de l'arc s le point С où la tangente est horizontale, 


de dy dy _9 
T== 一 一 Jat 
dat Amo, Teo LT 
ou encore, en posant То = gpa, 
da dy 
— =-, $0 q, 0p 


Pour déduire de lá l'équation entre x et y, dérivons par rapport à =; 
nous aurons 1 


BIT Fr: = (ния), 


en faisant развег OY par le point С. Résolvant cette équation par rapport 
= = 


à p (Couns »’An., 430), on а. 
dy 1p © Ta af,” 
Pie —e » ورم‎ - +e ) 
la constante étant déterminée de manière que x =o donne у == а pour 
le point C (fig. 73). La courbe représentée par 
Péquation (6) est celle que l’on nomme chatnette ; 
elle est symétrique par rapport á l'axe des y, et 
jouit de diverses propriétés remarquables. Ainsi, 
q étant l'inclinaison de la tangente sur l'axe des | 
x, on voit sans peine que l’on a les relations Fig. 78. 





sin 


в-ане-1(# ec"), ya, s=ysing; 


si donc on abaisse du pied P de Pordonnés une perpendiculaire PQ sur 
la iangente, la longueur PQ est constante et égale à OC; lu distance MQ 
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est égale à la longueur CM de Pare de la chatnette. Le rayon de courbure 
R a pour expression 


R o*__4 Y”. 
dp costp a 


elle est proportionnelle á la sécante de l'inclinaison de la courbe ou & 
l’ordonnée verticale de celle-ci. 

120. Résolvons encore la question suivante : étant donnés les points 
d'attache A, В et la longueur | du fil, déterminer la chatneite. 

Tout revient à trouver le point С et le paramètre a. Soient Zo, Yo les 
coordonnées du point À par rapport à l’origine O qui est inconnue, et 
o عل‎ 8, yo + k celles du point В; h et k sont donnés, ce sont les projee- 
tions horizontale et verticale de la droite AB. On a d’ailleurs pour la 
longueur d'un arc quelconque s compté du point le plus bas, 


dy of as) 
دح حر 6 ح و ها © ح و‎ в —6 ) 
d’où Гоп tire, par l'équation (4), 
2 х 
а 一 
yts=—ae , y—s=—ae “ 


Appliquons ces équations au point A et au point В, et désignons par 3, 
la valeur de s qui se rapporte au point A; nous aurons 


zo — "о 
a a 
Yo | حح مق‎ Ge , Yo — وو‎ =a4€ , 
204+ хо عل‎ А 








gotk+ +1=ae ° 9 加 十 4 一 5 一 (一 ae e 
De lá nous tirons par soustraction 
A 


кв" (01) ¡ha (: ét) 


et par la multiplication membre à membre de ces dernières égalités, 
h h 
pta (oem) 
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Si done nous posons | 
h ay 一 各 
в = 


9 
nous aurons 
é* ous er” 
2 


=b. 


On peut tirer la valeur de z de cette équation transcendante, soit par 
l'intersection d'une courbe et d'une droite, soit au moyen d'une table 
dressée par ВгосВ (1), et de cette valeur de z on déduira celle de a, 
après quoi les équations ci-dessus donneront sans peine хе, Yo, 80, ct par 
conséquent la position du point С et tous les éléments de la chainette. 


Exercices. 


4. Dans un fil pesant fixé par ses extrémités, la densité varie de telle manière que 
le poids d’un élément du fil soit proportionnel à sa projeetion horizontale. Trouver la 
figure d’équilibre et la tension. 

В. Опар= д cos ф. L'origine étant au point le plus bas, on trouve 


у — т 2, T= WAT 十 пала. 
Le fil forme une parabole. 
2. On donne les points d'attache A et В d'un fil pesant et homogène, situés à même 
hauteur, avec la condition que la tension en chacun des points А et В soit égale au 
poids total du fil. Trouver le paramètre a de la chainette, l'inclinaison « de la tangente 


en A sur l'horizontale, la flèche f de la chainette, la longueur ! du fil. 
В. Posant АВ = 2», les équations du n° 149 donnent 


af?  _? 9 b 
otres( ése 0 née), 


et la condition donnée fournit la relation { = a + /. De là on tire 
b 
= i= 4, [= 2-1) a == 60°. 


Trouver la figure d'équilibre d'un fil flexible parcouru par un courant el soumis‏ .ع 
à l’action d'un pôle d'aimant, sachant que les composantes de l’action sur un élément‏ 
de du fil ont pour valeurs‏ 


dz — sdy 
— , 


X ds = nr? Yas EZ, Lda IR, 








(1) У. Bnocu, Mechanik, р. 46 et la Statique de М. l'abbé Moreno, р. 264. 
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x,y, 2 étant les coordonnées d'un point de l'élément, r sa distance au pôle pris pour 
origine O, À une constante (С. Dansoux). 
_ В. Les équations d’équilibre 


ds 一 ady 


d.aT+ лу = =0, etc... 


multipliées par «, 6, y et ajoutées, donnent dT=0, Т = const. ; multipliées par 2, y, 2 
et ajoutées, هذ‎ + ду + vs =0,le rayon de courbure est normal au rayon vecteur *. 
Ainsi la tension est constante et la courbe formée par le fil cat une ligne géodésique du 
cône de sommet O passant par le fil. Des équations (6) on tire 


Ta (ps — yy) => ly (dy — vds) — a (ade — eta)]=- فلا‎ © 
d'où les intégrales 
| А 
7 ,4ح 1 + زور عق‎ Тб - زمه‎ + 2=B, Ту в +=, 


А, В, С constants. Donc 
° Aw + By + Cs = hr. 


Le cône ci-dessus est de revolution; il se construit facilement si l’on connait les 
extrémités du fil et sa longueur. 


CHAPITRE XL 


APPLICATION DES PRINCIPES DE LA STATIQUE A L'ÉQUILIBRE 
DES MACHINES SIMPLES. 


121. On appelle machine, au point de vue statique, tout appareil qui 
sert à tenir en équilibre une force, dite résistance, au moyen d'une 
autre force qui ne lui est pas égale et directement opposée, et qu'on 
appelle puissance. Il est nécessaire, pour produire ce résultat, qu’un tel 
appareil s'appuie contre certains obstacles fixes qui génent ses mouve- 
ments. 

‚ On ramène d'ordinaire les machines à trois types élémentaires qu'on 
nomme machines simples : ce sont le levier, la corde et le plan incliné. 
Les diverses machines que Гоп considère sont des transformations ou 
des combinaisons de ces types simples : on les nomme machines compo- 
sées. Nous allons chercher, d’après les principes de la statique, les con- 
ditions d'équilibre des machines simples et de leurs combinaisons les 
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plus usitées. Nous ferons abstraction, dans cette première étude, de 
quelques propriétés physiques des corps qui influent sensiblement sur 
les conditions de leur équilibre ; telles sont, en particulier, le frottement, 
la déformation des corps solides que nous regardons comme absolument 
rigides, la raideur des cordes que nous supposons parfaitement flexibles, 
etc. Les modifications que ces diverscs propriétés introduisent dans les 
résultats n'appartiennent pas proprement à la mécanique rationnelle. 

122. Du levier. — Le levier, dans le sens le plus général, est un 
solide de forme quelconque AOB (fig. 74), mobile autour d'un point 
fixe O nommé point d'appui, et soumis à 
l’action de forces رط‎ P”, P”... en nombre quel- 
conque, agissant dans un méme plan passant 
par le point O. 

Les conditions d'équilibre du levier sont 
donc celles d'un solide qui a un point fixe et Fig. и. 
sur lequel agissent des forces dirigées dans un méme plan. Nous 
savons (90) que, pour l'équilibre, il est nécessaire et suffisant que la 
somme algébrique des moments des forces P par rapport au point d'appui 
soit égale à zéro. Si donc р désigne la perpendiculaire abaissée du 
point О sur une force quelconque P ou le bras de levier de P, l'équation 
d'équilibre du levier sera 

2Pp =0, 

le produit Pp étant affecté du signe 十 ou du signe — suivant le sens dans 
lequel la force P tend & faire tourner le levier autour du point O. 

Quand le centre de gravité du levier coincide avec le point O, la fixité 
de ce point détruit la résultante des actions que la pesenteur exerce sur 
le levier, et il n'y a pas á en tenir compte. Mais le plus souvent il n'en 
est pas ainsi, et l’on doit, pour avoir égard à l'influence de le pesanteur 
sur l'équilibre du levier, joindre aux forces qui sollicitent celui-ci une 
force verticale égale à son poids et appliquée à son centre de gravité. 

Pour calculer la pression du levier en équilibre sur le point O, ou la 
charge de ce point, il suffit de se rappeler que cette pression est égale à 
la résultante des forces appliquées au levier, transportées parallèlement 
à elles-mêmes au point O. 

123. Le cas le plus simple est celui où deux forces seulement, une 
résistance Q (un poids à soulever par exemple) et une puissance P, agis- 
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sent sur le levier. Soient р, 9 les distances du point O aux directions res- 
peetives des forces P,Q. Les moments de ces forces devront être de signes 
contraires pour que leur somme puisse étre égale & zéro; leurs valeurs 
seront Pp, — 04, et l'équation d'équilibre sera 


Pp—Qq=0, ou 5 
Done, pour l'équilibre, il faut que la puissance et la résistance tendent 
à faire tourner le levier en sens contraire et soient en raison inverse de 
leurs bras de levier. 1 
Cette règle s'applique à toute espèce de levier : si le point d'appui 
tombe entre les points d'application de la puissance et 
de la résistance, le levier est du premier genre; il est 
du deuxième, si la résistance agit entre le point O et la 
puissance; du troisième, si la puissance agit entre le 
point O et la résistance (fig. 75). La balance romaine 
Fig. D. est un levier du premier genre; la brouette un 
levier du second; la pédale du remouleur un levier du troisième. 
124. Du Treuil. — Le treuil est un cylindre solide ou arbre, qui 
peut tourner autour de son axe TT, au 
moyen de deux tourillons portés sur des 
coussinets fixes C, C et ayant même axe 
que le cylindre, mais un diamètre 
beaucoup plus petit. Une barre AM im- 
plantée sur le cylindre normalement 
Fig. 78. à son axe TT, reçoit l’action de la 
puissance P, qui d’ordinaire agit perpendiculairement à la barre AM et 
à l'axe TT. La résistance Q s’exerce sur une corde enroulée autour de 
l'arbre du treuil auquel son extrémité est fixée. 

Les conditions d'équilibre du treuil sont celles 
d’un solide qui peut tourner librement autour d'un 
axe fixe : la somme algébrique des moments des for- 
ces P et Q par rapport à l'axe TT doit étre égale à 
zéro. La force P étant perpendiculaire à l'axe, soit 
حدم‎ AO (fig. 77) la distance de son point d'applica- 

Wig. 7. tion A à Гахе du treuil, ou le rayon de la circonfé- 
rence que décrit le point A dans la rotation autour de TT; le moment 
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de la puissance est Pr. D'autre part, soit р le rayon de Varbre : р est la 
distance entre Гахе et la force Q, et le moment de cette force est — Ор, 
car il faut pour l'équilibre que les forces P et Q agissent en sens con- 
traire sur le treuil. L'action de la pesanteur se réduit sensiblement au 
poids de l’arbre, appliqué au centre de gravité qui est un point de Гахо 
fixe: son moment est donc nul. L'équation d'équilibre est donc 
= РР 
Pr—Qp=0 -ou or 

Ainsi, la condition de l'équilibre du treuil est que la puissance et la 
résistance agissent en sens contraire l'une de l'autre, et-que la première 
soit à la seconde comme le rayon de l'arbre est au rayon de la circonfé- 
rence que décrirait le point d’application de la puissance. 

Au lieu d'agir sur une barre AM implantée normalement à la surface 
de l'arbre, la puissance est souvent appliquée, soit à une manivelle mon- 
tée sur le prolongement de l’un des tourillons, soit à une corde enroulée 
sur la circonférence d'une roue fixée à l’arbre du treuil et ayant même 
axe que lui. La règle donnée plus haut s'applique à tous 
les cas. 

Il arrive quelquefois, comme lorsqu'on soulève à l'aide 
d'un treuil de lourdes pierres dans les carrières, que le 
diamètre de la corde BQ (fig. 78) ait une valeur com- 
parable à celle du diamètre de l'arbre. On doit remar- 
quer alors que, la direction de la résistance étant celle Fig. 78, 
de l'axe de la corde, la distance de cette force à l'axe de rotation TT est 
égale, non pas au rayon р de ГагЬге, mais à ce rayon augmenté de celui 
de la corde, 

La détermination de la charge des coussinets se fera sans difficulté 
par la méthode indiquée au n° 91. 

Dans la plupart des applications du treuil, l'arbre est horizontal. 
Lorsque, comme cela a lieu dans la manœuvre des vaisseaux et dans les 
ports de mer, l'arbre du treuil est posé verticalement, et la barre sur 
laquelle agit la puissance implantée horizontalement sur l'arbre, le treuil 
prend le nom du Cabestan. Les conditions d'équilibre sont exprimées 
par la même règle. 

125. Équilibre d'un système de leviers. —Soit une machine composée 
de plusieurs leviers AB, CD, EF (fig. 79), ayant leurs points d'appui 
respectifs en O, 0’, 0”, et réagissant les uns sur les autres, soit par 
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traction au moyen d'un cordon ВС, soit par la pression d'une barre DE. 
Soient P, Q la puissance et la résistance, appliquées respectivement en 
A et en F, et cherchons la condition 
d'équilibre par la méthode des réactions. 
Le levier AB est en équilibre entre la 
puissance P et la réaction x du cordon CB; 
р, « étant les perpendiculaires du point 
O sur les directions de P et de a, on a, 
comme оп Га yu, 


ти. п. Pp= wa. 


Désignons de même par x’ la réaction du lien ED sur CD, par f et y 
les perpendiculaires du point O’ sur les forces æ etm’; par д et q les 
perpendiculaires du point 0” sur a’ et О; les conditions d'équilibre des 
leviers CD et EF donneront В 

mp 一 zy， п’ = 09, 
et il suffit de multiplier membre & membre ces trois équations pour 
éliminer les réactions inconnucs ره‎ a’, et obtenir l'équation d'équilibre 


Qgay,‏ = فقإمط 
ou encore‏ 
Pv,‏ 
Q Pa‏ 


II faut donc, pour léquilibre, que la puissance soit à la résistance 
comme le produit des bras de levier situés du cóté de la résistance est au 
produit des bras de levier situés du cóté de la puissance. 

Si l'on ajoute la condition que les forces qui sollicitent un méme levier 
tendent à le faire tourner en sens contraire l’une de l’autre, on aura tout 
ce qui est nécessaire pour l'équilibre. La règle est évidemment applicable 
à un nombre quelconque de leviers. 

Les directions des réactions æ, w' sont nécesssires à connaître pour 
l'évaluation de leurs bras de levier; si ces réactions s'exercent par l’in- 
termédiaire de cordons flexibles, les directions de ceux-ci sont celles des 
forces w, w'; si c'est par pression directe, les réactions sont normales 
aux surfaces en contact. 

126. Équilibre d'un système de treuils. — Considérons plusieurs 
treuils T, T’, T”, réagissant l’un sur l’autre au moyen de cordes qui 
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s’enroulent d'une part sur l'arbre d'un treuil, d'autre part sur la roue 
du suivant. Soient r, r’, г”, les rayons des roues; رم‎ р’, p” les rayons des 
arbres; P la puissance opérant sur la roue du treuil Т; Q la résistance 
agissant sur l'arbre du dernier treuil T”; 7, r’ les tensions des cordes 
qui réunissent T à T’, 1" à T”. L'équilibre de chaque treuil, considéré 
isolément, fournira les trois équations 

Pr=tp, тг’ тр’, тг” = Ор”, 
et par l'élimination des inconnues 7, t’ on aura 

51 

Prr'r = Qpp'p”, ou سكن‎ 

La condition d'équilibre du systéme est donc que la puissance soit 
d lu résistance comme le produit des rayons des arbres est au produit 
des rayons des roues. | 

La communication d'un treuil au suivant, au lieu d’étre établie au 
moyen de cordes comme on l’a supposé, se fait souvent d'une autre 
manière. On taille à la circonférence de la roue du treuil T’ des dents 
d'une forme particuliére, qui viennent s'engager dans les intervalles de 
dents d'une forme semblable taillées à la surface de l'arbre du treuil T, 
de telle façon que la rotation de l’un des treuils entraîne nécessairement 
celle de l’autre. On a alors des engrenages ; les roues des treuils devien- 
nent des roues dentées, les arbres sont appelés pignons. La condition 
d'équilibre est d'ailleurs toujours ls même: la puissance est dla résistance 
comme le produit des rayons des pignons est au produit des rayons des 
roues dentées. 

137. De la Poulie. 一 La deuxième machine simple, la corde, est 
employée pour vaincre une résistance, soit au moyen d'un arbre fixe 
autour duquel elle glisse; soit, le plus souvent, à l'aide de la poulie. 
On nomme ainsi une roué pouvant tourner librement autour d’un 
axe О maintenu dans une pièce СН (fig. 80) qu'on 
appelle chape, et creusée en gorge à sa circonférence 
de manière à recevoir une corde aux extrémités de 
laquelle agissent les forces. 

Dans la poulie fixe, la chape et l’axe O sont regardés 
comme fixes; la puissance P et la résistance Q agissent 
sur les deux brins de la corde; leurs directions sont Fig. 90, 
tangentes à la circonférence de la poulie. Il suit de la que les distances 
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OA, OB de Гахе 0 à ces directions sont égales entr'elles et au rayon de 
la poulie, et l'équilibre de la roue cxigeant que les moments des forces P 
et О soient égaux par rapport à Гахе O, on doit avoir Р = 0. Ainsi, 
dans la poulie fixe en équilibre, la puissance égale la résistance. 
Déterminons la pression В sur l'axe. Pour cela, transportons les forces 
P,Q parallèlement à elles-mêmes en O; soit 2a 'angle compris entre leurs 
directions; leur résultante В représente la pression sur l'axe. Or, on a 


R= //P*-+ 0: 2PQ cos аа = Py/2 (1 - cos 2) — аР cos a. 
128. Poulie mobile. — La poulie fixe ne sert qu'à changer la 
direction de la force pour faciliter son application, mais elle ne peut 
en augmenter l'intensité; on obtient ce dernier 
résultat par l'emploi de la poulie mobile. 
Une extrémité de la corde est fixée en un point D 
(fig. 81); l'autre est soumise à l'action de la puis- 
sance Р. La résistance Q agit sur l’axe O par jin- 
termédiaire de la chape. Pour trouver la condi- 
tion d’équilibre, on observe que la réaction S du 
point fixe D joue ici le même rôle que la résis- 
Fig. 61. tance 0 dans le cas de la poulie fixe, et la résis- 
tance Q remplace ici la réaction R de l'axe dans la poulie fixe. 
Appliquons donc les formules du probléme précédent avec les change- 
ments convenables; nous aurons 
P=S, Q=2Pcosa, 
a étant ici la moitié de l'angle compris entre $ et P, c'est-à-dire entre les 
directions des deux brins de la corde. Or, si Гоп méne la droite AB qui 
joint les points de contact de ces directions avec la circonférence de la 
roue, le triangle AOB donne 





AOB == 180 — аа, AB=204 sin 2408 =204 cos a, 


donc 
P 04 
QB 
Donc, dans l'équilibre de (а poulie mobile, la puissance est à la résis- 
tance comme le rayon de la poulie est à la droite qui joint les extrémités 
de l'arc'embrassé par la corde. 
Le rapport P : 0 est donc le plus petit possible lorsque AB est égal au 
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diamètre de la poulie, ou lorsque les deux brins de la corde sont paral- 
léles. Alors Q = 2P. 

Plusieurs poulies peuvent se combiner entr'elles de diverses manières. 
Si, dans chacune des poulies, la corde a une extrémité fixe et l’autre 
attachée à la chape de la poulie suivante, la méthode des réactions jointe 
à la règle d'équilibre de la poulie mobile fournit immédiatement la 
condition d’équilibre du système ; mais cette disposition ost peu employée. 
Le plus souvent on assemble plusieurs poulies dans une même chape, 
pour en former une moufle; le système de deux moufles réunies par une 
même corde, qui s'enroule alternativement autour d'une poulie de l’une, 
plas de l'autre moufle, constitue un palan. La chape de la moufle 
supérieure est suspendue à un obstacle fixe ; celle de la moufle inférieure 
est mobile et reçoit directement l’action de la résistance Q, tandis que la 
puissance P agit À l'extrémité libre de la corde. On voit sans peine que 
tous les brins de la corde ayant même tension, et la puissance P devant 
être égale à la tension du dernier brin, si n est le nombre des poulies, 
on a pour la condition d'équilibre 





P=-. 
n 


129. Du plan incliné. — On appelle plan incliné un plan résistant, 
fixe, contre lequel s'appuie un corps solide soumis à l’action de deux 
forces qui s’y font équilibre au moyen de la réaction du plan. Pour plus 
de simplicité, admettons d’abord que le solide se réduise à un simple 
point matériel M. Soient Q l’une des forces, P l’autre, N la réaction 
normale du plan. D'après ce qui a été dit au n° 70, l'équilibre exige 
que les forces P et Q soient dans un même plan normal au plan incliné, 
et que l’on ait 
(2) P:Q= sin ОМ : sin PN. 

Considérons maintenant un solide quelconque S appuyé, par un de ses 
points М, sur le plan incliné AB (fig. 82) et sollicité 
par deux forces P, Q. En introduisant la réaction N du 
plan, le solide pourra étre considéré comme libre. Fai- 
sons la réduction des forces au point М : la force 
résuliante et le couple résultant devront étre nuls — 
séparément (85). La résultante de P, Q, N au point M Fig. в. 
devant étre nulle, nous sommes d'abord ramenés aux conditions trouvées 
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ci-dessus pour l'équilibre d'un point : le plan mené par М parallèlement 
aux forces P et 0 devra être normal au plan incliné, et la relation (а) 
entre P et 0 devra être vérifiée. Pour que le couple résultant des deux 
couples nés du transport des forces P et Q au point М soit nul, il faut 
4° que ces deux couples aient leurs plans parallèles, et, par conséquent, 
que les forces P, Q soient dans un méme plan mené par le point M nor- 
malement au plan incliné; 2 que leurs moments soient égaux ot de 
signes contraires, ou, en d'autres termes, que les forces P et Q aient, 
par rapport au point M, des moments égaux et de signes contraires. 

130. De la vis. — Sur la surface d'un cylindre circulaire droit, 
traçons la courbe nommée hélice, qui coupe sous un angle constant т 
les génératrices du cylindre (109, 111( et jouit par conséquent de la 

propriété de se réduire & une droite lorsqu'on déve- 

loppe la surface sur un plan. Concevons qu'un 

profil plan (un rectangle ou un triangle) (fig. 83) se 

meuve en s'appuyant sur I’hélice pendant que son 

plan tourne autour de la génératrice du cylindre de 

façon à passer toujours par l'axe de celui-ci : il 

engendrera un filet saillant adhérent à la surface du 

cylindre et constituant avec celui-ci le solide nommé 

Fig. 88. la vis. La portion h d'une génératrice du cylindre, 

comprise entre deux spires consécutives de l'hélice, est le pas de vis. 

+ L'écrou complète la vis; c'est un solide dont la forme extérieure 

varie, mais évidé intérieurement suivant un tracé géométrique tel que 

Véorou, dans toute position, s’applique exactement sur la vis;.en sorte 

que si, comme nous le supposcrons ici, la vis est fixe ct l'écrou mobile, 

celui-ci ne peut se mouvoir sans que chacun de ses points décrive une 

hélice. Son mouvement se compose donc d'une rotation autour de l'axe 
de la vis, accompagnée d'une translation parallèle à cet axe. 

Cela posé, des forces رط‎ P’,... agissent sur l'écrou : il faut trouver les 
conditions d'équilibre de celui-ci, en négligeant les frottements. L'axe 
de la vis étant pris pour axe des z, le plan XY perpendiculaire, appli- 
quons à l'équilibre de l'écrou l'équation déduite du principe des vitesses 
virtuelles au n° 78, savoir 





u,EX + uyZY + м. 4-pXyZ — «1)--93(2Х — 22) 十 r3(zY — ух) =0, 


Us, Uy, и, étant les composantes de la translation virtuelle; р, q, г celles 
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de la rotation virtuelle; X, У, Z les composantes d'une force quel- 
conque P; x, y, ع‎ les coordonnées de son point d'application. D'après la 
remarque faite plus haut, les composantes u,, му, р, 9 sont nulles et 
Yona 
u2Z-+ rd (ху — ух) = 0. 

D'autre part, soit a le rayon du cylindre; la vitesse У d'un point М 
(fig. 84) de Véerou sur I’hélice peut être 
regardée comme la résultante d'une vitesse Vi 
parallèle à OZ, et d'une vitesse У, autour de 
OZ; опа У, = и,, У: = ar, et le triangle 
MVVs donne, из et г étant de même signe 
ou de signe contraire suivant le sens de 
l'hélice par rapport à l'axe OZ positif, 

(8) u= +arcotr. Fig. 94. 

L'équation d'équilibre devient done 

2 (Y — ух) = اسه عد‎ 52. 

Observant que, pour un tour entier de l’écrou, son glissement parallèle 

à OZ est égal à А, on tire de l'équation (В) 


,  Z(Y — ух) h 
=amacot т, d'où wz Fx 

Done, pour Péquilibre de Vécrou, il faut et il suffit que la somme des 
moments des forces qui lui sont appliquées, par rapport à l'axe de la vis, 
divisée par la somme des composantes de ces forces parallèlement à l’axe, 
soit égale au pas de vis divisé par le nombre ап. 

Dans le cas ordinaire, les forces se réduisent à deux : une résistance Q 
appliquée sur la tête de I’éerou, parallèlement à l'axe de la vis; une 
puissance P appliquée à un levier implanté dans Vécrou, cette force P 
agissant perpendiculairement à l'axe et au levier. La 
puissance est d la résistance comme le pas de vis est à la 
circonférence que tend à décrire le point d'application de 
la puissance. 

131. Équilibre du genou. 一 Le genou se compose 
d’une manivelle ABD (fig. 85) mobile autour d’un point 
fixe À, et d'une bielle BC, articulée en В à la manivelle, Fig, 5. 
l'extrémité С glissant dans une rainure AC. La puissance P agit en D 


— 176 — 


dans le plan ACD; la résistance Q agit sur la bielle en С suivant CA. 

Soient N la réaction normale (nous négligeons le frottement) de la 
rainure AC sur la bielle en С; В la réaction de la bielle sur la manivelle 
en В, réaction égale et contraire à la pression de AD sur BC. L’équilibre 
de la bielle exige (78) que cette pression soit égale et opposée à la résul- 
tante des forces Q, N appliquées en С; donc la réaction В est égale & la 
résultante de Q, N, et agit suivant le prolongement BF de CB. 

L'équilibre de la manivelle exige que les moments de رط‎ R par rapport 
au point A soient égaux et de signes contraires; donc 

PX Ap —RX Az =o. 
Soit E le point ой le prolongement de AD coupe la direction de la 
force N. Le moment de la résultante R des forces Q, N par rapport 
au point E est égal à la somme des moments de © et de М par rapport au 
même point (7 4) : le moment de N étant nul, on a 
ВХ EY — ОХ EC. 
Multiplions ces deux équations membre & membre; il vient 
PX Ap X Be’ =Q X Az X EC. 
Mais si nous menons AF parallèle à CE, les triangles rectangles sembla- 
bles Ez'C, AzF donneront 
Az X EC = AF X Ez’, 
et la relation d'équilibre deviendra 
PX Ap=QX AF. 

Si le rapport AD : AB est trés grand, cet appareil permet de résister & 
une forte pression Q au moyen d'un effort P très faible. L'effet maximum 
est développé par P quand cette force est normale & AD. 

132, Balance de Quintenz. — Cette balance, employée dans les 
gares de chemins de fer pour peser les objets volumineux, est représentée 

en coupe par la fig. 86. AB est le plateau 

qui reçoit le corps à peser; E est un couteau 

qui s'appuie sur un tablier CD, mobile 

autour du point d'appui С, suspendu d'autre 

part par la tringle DF au fléau EH de la 

Fig. 86, balance. O est l'axe du fléau, G le point où 

s'attache une tringle BG qui supporte le plateau AB, appuyé d'autre part 
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sur le couteau В; H est le point de suspension du contrepoids Q qui doit 
faire équilibre au poids P. | 

Une condition est imposée à l'appareil : c'est que le plateau AB reste 
horizontal pour des inclinaisons modérées du fléau. Or, si le tablier CD 
déerit un angle infiniment petit 00 autour du point С, D s'abaisse d'une 
quantité Dd égale à CD X 99, et le couteau E d'une quantité CE X 99. 
Le point F s'abaissant d'une quantité Ff égale à Dd ou CD X dB, 
il en résulte un déplacement angulaire du fléau autour du point О 
égale à CD X 00: OF; donc С s’abaisse d'une quantité Gg, égale à 
(CD X 36: ОР) X OG, et le point В s’abaisse aussi d'une quantité égale Bb. 
Pour réaliser l'horizontalité constante du plateau AB, il suffit que В et В 
s'abaissent de quantités égales, ou que Гоп ait 


CD - 0G 


CE OG 
OF X 98, 


CD OF 

On devra placer le point de suspension G de la tringle GB de manière 
à vérifier cette. condition, que nous supposerons remplie. 

Cela admis, appliquons le principe des vitesses virtuelles. Dans un 
déplacement virtuel le centre de gravité du poids P, quelle que soit la 
position de celui-ci sur le plateau, s'abaissera d'une quantité égale à 
CE X 06, et le travail virtuel de la force 2 sera 


D'autre part, le travail virtuel du contrepoids Q est —Q X НА. Egalant 
á zéro la somme des travaux virtuels de P et О, on a 


CE X 00 = 





、 PX Gg = Q X Hh, ou 0° Gy 06 


Le condition d’équilibre est donc la même que si le poids P était 
directement suspendu au point G du fléau. 


Exercices. 


a. Équilibre de la grue. 一 Un arbre vertical AD (fig. 87) s'appuyant en A par un 
pivot, porte deux bras inclinés DE, CE auxquels est suspendu en E un poids P. Une 
foree horizontale Q, agissant en В sur l’arbre, maintient l'équilibre. Déterminer cette 
force, les efforts longitudinaux T et T’ des pièces DE, CE, les réactions du pivot, 


13 





В. Soient AB =a, DE =}, CR = 


Fig. 87. 
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DC = 4; a l'inclinaison de DE sur l’horiren- 
tale; X et Y les composantes horizontale et verti- 
cale de la réaction sur le pivot А. On trouve 








X=-Q, Y=-P. 

2. Pont-levie à flèche. — Un parallélogramme 
articulé vertical ABCD а deux sommets А et D 
fixes, autour desquels le tablier AB et la flèche CD 
peuvent tourner librement dans le plan vertical. 
Le prolongement DE de CD porte en E un eontre- 
poids Q qu’il faut déterminer de façon que lee, de 
gr. G de tout le système occupe une position inve 
riable sur la droite AD, dans toutes les positions du 
système. 





В. Soient M’ la masse, G’ lee. de gr. du tablier augmenté de la demi-masse de CB 
placée en В; М”, G” la masse et le c. de gr. de la flèche CDE avec le contrepoids et la 
demi-masse de CB en С. On disposera de Q de façon que, dans une position donnée 
du système, AG’, DG” soient parallèles, de sens contraire, et que l'on ait 


AG’: DG" =M”:M”. 





LIVRE TROISIÈME. 


DYNAMIQUE. 





CHAPITRE XIT. 


MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 


$ 1. MOUVEMENT RECTILIGNE D'UN POINT MATÉRIEL LIBRE. 


#33. La dynamique a pour objet l'étude des lois du mouvement, 
comme la statique celle des lois de l'équilibre. Le problème le plus 
simple à considérer est celui du mouvement d’un simple point matériel, 
et quoiqu'il paraisse une pure abstraction sans application possible, nous 
verrons plus loin qu'il a une grande importance dans l'étude du mouve- 
ment des systèmes matériels. Pour simplifier, nous supposons d’abord 
que le point matériel soit entièrement libre et que son mouvement soit 
rectiligne 

Nous avons établi au chapitre IV (n° 56) que lorsqu'un point se meut 
librement, la force qui le sollicite à chaque instant a pour direction celle 
de l'accélération du point mobile à cet instant et son intensité est mesurée 
par le produit de la masse du point par l’accélération. Donc, dans le cas 
que nous considérons, la force est dirigée suivant la droite parcourue par 
le point. De plus, soient m la masse, v la vitesse ct x la distance du 
mobile à une origine O prise sur la droite OX qu'il parcourt, à l’époque t, 
v et x étant affectés du signe + ou 一 suivant le sens dans lequel ces 
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grandeurs sont dirigées (8). Soit y l’’intensité de la force qui agit sur le 
point mobile et détermine son mouvement. D’aprés le théoréme rappelé 
plus haut, nous avons 


Cette force ب‎ est la force motrice; mais dans les questions où il s'agit d'un 
point matériel unique, la masse m n'intervenant que comme un facteur 
qui disparait souvent, il est plus simple d'introduire au lieu de la force 
motrice, la force appclée accélératrice, qui mesure le rapport de la force 
motrice á la masse du point. Nous la désignerons ici par X, et nous aurons 


dv 
Х = ф: т = 4 . 
La force accélératrice est donc mesurée par l'accélération et a même 
signe que cette dernière. | 
Le problème du mouvement rectiligne consiste dans la recherche des 
relations entre les variables ¢, x, о, X, entre lesquelles nous avons tou- 
jours deux relations générales 


dt 


Pour que Гоп puisse déterminer x, v, Х en fonction du temps, les 
conditions particulières de la question devront doncfournir une troisième 
équation 


(1) +, (2) x=”. 


(3) F(t, 27,0, Х) 一 0 
qui, en général, contiendra les quatre variables. 
La relation (2) se met souvent avec avantage sous d'autres formes, 
telles que 


, d'x 17 — dv 
(2’) Kaa (2’’) 人 一" 区， 


qui résultent de l’élimination soit de dv, soit de dt, entre (1) et (2). 
134. Admettons que l'équation (3) soit donnée. Remplacant v et X par 
leurs valeurs (1) et (2’), on lui donnera la forme 


de d*x 
Pb a? a) 


et x sera lié à ¢ par une équation différentielle du second ordre. L'intégra- 
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tion fera connaitre х en fonction de t avec deux constantes arbitraires 
(Couns D'An., 416), ce qui doit être : en effet, la position du point mobile 
au bout d'un temps quelconque ne dépend pas seulement de la force & 
laquelle il a été soumis pendant ce temps, mais aussi de la position qu'il 
occupait et de la vitesse qui l'animait au commencement de cet intervalle. 
Il faut donc, pour achever la détermination du mouvement du point, 
que Роп donne les valeurs de х et de v á une certaine époque, que nous 
pourrons toujours prendre pour origine du temps et désigner par ¢ = о. 


. dx + 
Soient хо et vo =(F)o ces valeurs données; nous avons expliqué 


dans le calcul intégral comment Ja connaissance de ces quantités permet 
de déterminer les deux constantes arbitraires de l’intégration. 

835. Il est rare que le problème se présente sous cette forme géné- 
rale; presque toujours, la relation (3) ne renferme que deux ou trois des 
variables $, x, ره‎ X, et le problème d'analyse est simplifié. Examinons les 
cas principaux : 

4° Si l'équation (3) est de la forme 

F(x,t)= 0, 


on en tire х en fonction du temps; en différentiant, on a les deux pre- 
mières dérivées de x par rapport à ), c'est-à-dire v et X : tout est donc 
connu par de simples différentiations. 

2° Supposons la force X exprimée en fonction du temps, 


X= f (0. 


On a, par l’équation (2), 
Cf), ve C+ 1/0 de 


La constante С est déterminée par la vitesse initiale vo : supposons 
lintégrale prise à partir de t = 0; posant 上 = о dans l'expression de la . 
vitesse, on a 


= С, =0+( 104 =0+90), 
L'équation (1) donne ensuite 


宁 一 %-$(), х=С, tot [204 
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Soit хо la valeur de x pour ! = 0; С, == Xo, donc 


вым | ©) de 
0 


On a done x, رن‎ X en fonction de t; le problème est résolu par de simples 
quadratures. | 

3° Si l'équation (3) est de la forme Е (x, Х) = 0, ou si l’on donne une 
relation entre la force et le chemin parcouru, on peut, au moyen de la 


relation (2’), écrire 
dex 
F (= de = و0‎ 


et intégrer cette équation du second ordre en déterminant les constantes 
par les données initiales xo, vo; ce procédé est quelquefois le meilleur. 
On peut aussi procéder comme il suit, par deux intégrations successives. 
Tirant de Péquation donnée X en fonction de x et appliquant la for- 
mule (2’’), on obtient une équation de la forme 


vo = f(x), ou avdy—=af(x)dx, vt =C-- aff (x) 4х. 
On détermine С en substituant, après la quadrature effectuée, à x et à v 
leurs valeurs initiales. On а ensuite 


dx 

— = C x 一 一 -- 一 ， 

GTA Me, tm EE 
et une nouvelle quadrature fait connaitre ¢ en fonction de x, avec une 
constante Ci que l’on détermine en posant { — 0, x= Xp. Quant au 
double signe dont la valeur de dt est affectée, il ne doit pas être négligé, 
puisque c'est du signe de dx: dt que dépend le sens du mouvement; 
dans chaque cas particulier, il sera déterminé par les données du 
probléme. 

№ Supposons enfin une relation F (v, X) زه ع‎ on en déduit l'expres- 

sion de la force X en fonction de la vitesse du point. On a donc 


xp) GIO dar, te, 


Pintégrale étant toujours supposée prise á partir d'une valeur donnée 
de v. Posant { = o, v= vw, on détermine С. Tirant de l'équation v en 
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fonction de tf, on a 


2—9, 90) ونه سبو‎ (le(s, 


et cette nouvelle quadrature achève la solution du problème. 
S'il arrive que l'équation en v, t soit difficilement résoluble par rap- 
port á v, on obtiendra une autre relation comme il suit. On a 


_ fr) a. odo 00 o "и 
== >> vdt — de — x= Lo 十 vy fer 


et la quadrature étant faite, donnera une relation entre x et v; si Роп 
sait éliminer v entre cette équation et la valeur de 7 ci-dessus, on aura 
entre x et ¢ l’équation demandée. 

En résumé, dans les cas examinés, la solution du probléme dépend de 
simples quadratures. 

Remarque. — La question du mouvement rectiligne se ramenant & 
l'intégration d'une équation du second ordre, et l’intégrale devant 
renfermer deux constantes arbitraires pour que l’on puisse satisfaire 
aux conditions initiales du mouvement, c'est bien l'intégrale générale 
que Гоп doit rechercher et qui fournit généralement la solution cher- 
chée. Il peut arriver toutefois, dans des cas exceptionnels, que l’équation 
admette une solution singulière, que le point mobile atteigne certaines 
positions d'équilibre avec unc vitesse nulle, et qu’à partir de cet instant 
toutes les conditions du mouvement soient vérifiées aussi bien par la 
solution singulière que par l'intégrale particuliére(!), Poisson a même 
donné un exemple du cas où c'est la première qu'il faut adopter. 

136. Applications. — 1. Un point matériel M est sollicité vers un 
centre fixe O par une force proportionnelle à sa distance x à ce centre; 
à l'époque 1==0, tl est posé sans vitesse 4 une distance OA =a du centre 
d'action. Déterminer son mouvement. 

La vitesse initiale est nulle et la force constamment dirigée vers un 
même point O; le mouvement sera rectiligne sur la droite OA : prenons 
cette droite pour axe des x positifs. La force accélératrice X étant dirigée 


(1) M. Boussinesq a particulièrement développé cette remarque en y rattachant 
d'ingénieuses théories (Conciliatian du variable déterminisme mécanique avec l’exis- 
tence de la vie et de la liberté morale. — 1878). 
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vers l’origine O et, par suite, de signe contraire à x, on a, p* étant une 
constante positive, 
X = — pex. 


L'équation du mouvement sera donc, d’après (2’), 
d?x | 
det por == 0, 
équation linéaire à coefficients constants dont l'intégrale générale est 
(Couns D’An., 425). 


x = À cos pt + B sin pt, 
А, В étant des constantes à déterminer par l'état initial. On tire de là 
v = — Au sin pt + Bu cos pl, | 
d’où, faisant | = 0, x =a, و0 = نا‎ 
A=a, B=o, 
et par conséquent la solution du probléme est donnée par les formules 
(a) ون 208 »© - د‎ (6) v= —4p sin pl. 


La discussion de ces formules fait connaitre toutes les circonstances du 
mouvement. Depuis l’époque { = о jusqu'à = 7: ap, x est positif et 
décroit jusqu'à zéro, © est négotif et décroit jusqu'à — au : le point 
mobile atteint donc le centre d'action avec une vitesse maxima, dirigée 
dans le sens AO, puis il dépasse le point 0. Dei=T:2p4t=T:p 
x varie de zéro à — а, v de — au à zéro; le point s'éloigne du centre 
du cóté opposé а ОА avec une vitesse décroissante, qui devient nulle 
quand le mobile est en А’, á une distance ОА’ = OA. Le point se trouve 
alors dans les conditions semblables à celles où il était à l'origine du 
temps, en sorte que le mouvement recommencera en sens inverse sui- 
vant les mêmes lois, jusqu'à ce que le mobile atteigne, à l'époque 
1 一 27 : м, ва position initiale A avec une vitesse nulle; et ainsi de suite, 
Le mouvement du point est donc oscillatoire et périodique; la position 
etla vitesse redeviennent les mêmes après des intervalles de temps égaux 
à ar : м, ce que les formules (x) et (6) manifestent d'ailleurs immédiate- 
ment. 

L'expérience prouve que, dans les corps élastiques, une molécule 
écartée de sa position d'équilibre y est ramenée par une force propor- 
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tionnelle à la distance qui l’en sépare. Les lois du mouvement étudié 
ci-dessus s'appliquent donc sensiblement aux oscillations de la molécule 
autour de sa position d'équilibre. 

137. — 11. Un point matériel sollicité par une force constante, éprouve 
de la part du milieu environnant une résistance directement opposée à la 
vitesse qui l'anime el proportionnelle au carré de cette vitesse. Trouver 
le mouvement du point, sa vitesse initiale étant nulle. 

Soient O la position initiale, prise pour origine; OX la direction de la 
force constante, prise pour axe des x positifs ; و‎ l'accélération соггезроп- 
dante. La résistance du milieu étant opposée à la vitesse, il suit du principe 
de l'indépendance des mouvements que le mobile aura un mouvement rec- 
tiligne suivant la droite OX, et la force accélératrice due à la résistance du 

2 
milieu pourra se représenter par une expression de la forme — 2 و‎ k 
étant constant. Га relation (3) deviendra donc, ici, 
dv 


=p (&* 一 n°). 


De la 





kedo k kv 
gd = 55 ис. 


Pour t == о, on doit avoir v = 0, done С =o, donc 





1. م لع‎ agt 
k—v0 k' 
d'où Pon tire, en posant 9 = ke, 
gut — т qe __ в“ 


рт tapa 


Remplacant © par sa valeur » et intégrant de nouveau, on trouvera 


t= С, т. в“). 


Comme ¢ = 0 doit donner x = о, опа С, 一 一 : 1, 2, et par suite 
el el 
% À, He, 


€ 2 
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Le probléme est résolu. On peut mettre v et х sous la forme 


I — @ 2st 1 re" et 
0 = k тем , += kt +; at 
On voit alors, e—**‘ tendant vers zéro lorsque t croit indéfiniment, que 
la vitesse v s'approche d’une limite égale à la constante k, et que l'espace 
parcouru x croit indéfiniment, mais en différant de moins en moins de 
la valeur 


.2 كلدعم 
e .‏ 


Le mouvement tend donc á devenir uniforme; la vitesse limite k est 
précisément celle pour laquelle la résistance du milieu serait égale à la 
force motrice. 

On trouve facilement les valeurs de Х en fonction de ¢ et de х, savoir 


tz 


X = 4g (e+e ti), X=ge E 


138. Ш. Les données étant les mémes qu'au problème Ш, on sup- 
pose seulement que la vitesse initiale, au lieu d'étre nulle, soit dirigée en 
sens contraire de la force et égale à — a. 

On a donc, pour t = 0, ونه‎ = 0, vo 一 — a. Comme la résistance du 
milieu est toujours en sens contraire de la vitesse, elle sera ici positive 
aussi longtemps que la vitesse restera négative. Nous aurons donc d’abord 


Kag tM, ou a q (e +0, 94 = = ee 


et en intégrant, puis déterminant la constante, 
gt + = агат, C=—karctgz> 


d’ou 


gore taz tare tg i)= kare tg. 


Nous tirons de lá, en résolvant par rapport á v et introduisant de nou- 
veau la constante e, 


Еще — a de _ k sin et — a cos ef 
Е аще’ 00 صن‎ k cos el + a sin et 
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Multiplions par dt et intégrons : 


x = С: 一 2 (& cos et + a sin et), 


et à cause de ro 一 0, C, —*1. k, 


y 27. 
2 — ¿Ecos لدي‎ a sin el 

Ces formules ne s'étendent pas & une durée indéfinie, mais seulement 
jusqu’à l'époque ¢ ой la vitesse devient nulle, époque assignée par 
l'équation 

a 
k tgel,—a=o ou ща, => 

dans laquelle on prendra pour t, la plus petite raciae. А cet instant, la 
position du mobile est donnée par la formule 
k k k, k 


| Ecos ch, ра а ен Е ‘Иа. 

A partir de cette époque 4, la vitesse étant nulle et la force accéléra- 
trice g dirigée dans le sens des x positifs, le mobile se trouve exactement 
dans les conditions du problème IJ, et son mouvement sera déterminé 
par les lois que nous avons trouvées dans ce cas. Si Гоп cherche 
l'époque ¢’ à laquelle le mobile repassera par sa position initiale O et la 
vitesse qu'il aura, on trouve 


veto. aj y a? + ke ate ke 
| ete 


Exercices. 


a. Un point abandonné sans vitesse à l’action de la pesanteur, et un autre point 
pesant lancé verticalement de bas en haut avec une vitesse x, partent simultanément 
de deux points donnés À et B sur une même verticale. Déterminer l’époque de leur 
rencontre et le point С où elle а lieu. 

В. Soient a la distance AB, = la distance АС; on a 


a a 
=") XL = 9 — Y 
a 22% 


9. Le mouvement rectiligne d'un point materiel est produit par le poids d’une 
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sphère homogène, mais volatile, dont l'évaporation à chaque instant est proportion- 
nelle & la surface de la sphére. Quel est le mouvement de ce point? 

R. On voit sans peine que, r étant le rayon de la sphère, dr : dé sera une constante 
— a; si r, est la valeur de r pour t =0, on a doncr =r, — af, el en désignant par 
A une autre constante, on trouvera 


(ro ath], 2= lr — ep — 5 + sarge],‏ وم] عد حو 


æ et uv étant supposés nuls ауее £. 

8. Un point matériel est attiré vers un centre fixe O par une force en raison inverse 
du cube de sa distance à ce centre; sa distance initiale OA.= а, sa vitesse initiale 
est nulle. Déterminer son mouvement et le temps T qu’il met à arriver en O. 

R. Ona 


kn т т ke at 
X=— 3? oo (Ga): y EE, Т=-. 


La vitesse est infinie à l’arrivée. 
4. Quelle vitesse v, faut-il imprimer à un point matériel, de la surface de la lune 
vers le centre de la terre, pour qu'il atleigne sans vitesse le point où les attractions des 
deux astres se font équilibre? — On suppose 4° que l'attraction a lieu suivant la loi de 
Newton, et que chacun des deux astres agit comme si sa masse était réunie à son 
centre; 2° que la masse de la lune est x : 81 de celle de la terre, son rayon les 3: IZ 
du rayon terrestre, dont la valeur en mètres est 20,000,000 : #; enfin, que la distance 
des centres des deux astres vaut 60 fois le rayon terrestre, et que l'attraction á la 
suríace de la terre est égale á 9,809. 
R. | Vo = 2275". 

5. Un point matériel зе meut dans une sphère gazeuse dont la densité décroit uni- 
formément du centre & la surface. L’attraction d'an élément gazeux sur le point 
mobile est proportionelle á la masse et en raison inverse du carré de la distance, mais 
la résistance du milieu est proportionnelle á sa densité el au carré de la vitesse du 
point. La vitesse initiale est nulle. Quelle est l'expression de la vitesse du point en 
fonction de sa distance æ au centre O de la sphère? — On suppose connue cette loi : 
l'attraction d'une couche sphérique homogène et infiniment mince est nulle sur un 
point intérieur et sur un point extérieur elle est la même que si toute la masse de la 
couche était réunie à son centre. 

В. Soient py la densité au centre O, م‎ la densité à une distance 5 de ce point, а une 
constante. On a 


p= Ро — 08. . 


Soient ensuite м, »’ des coefficients constants; on trouve pour la force motrice et la 
résistance du milieu les expressions 


„(= -#%) a, р’ (Ро — am) v, 
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et Гоп а enfin 
оз — 2 (2po — az) > 1 e №’ (290 — ax) & (= 0 +.) ode, 
æ, 3 
ze étant la distance initiale du mobile au point O. 
©. Un point matériel est attiré vers un centre O par une force proportionnelle à sa 
distance м à ce centre; la résistance du milieu est proportionnelle à la simple vitesse. 
La vitesse initiale est nulle, la distance initiale OA = a; trouver le mouvement du point 


et discuter les formules. 
В. La droite OA étant prise pour axe des a positifs, soient k, k’ des constantes posi- 
tives. On aura 


din de 
gat م‎ ue + ke =0. 
Intégrant, on distinguera deux cas : 1° k’* — 4k = a? > 0; posant 


_ ak’ +a y __ +e 
2 2 








’ —.“ و 


et déterminant les constantes de l'intégrale par les conditions {= 0, += e, v = 0, on 
obtiendra 


Chip 9 at Hip IC ae 

æ="e 8 [ne 2 ro |, =", 2 |. 2 一 6 | 

a 

Le point se rapproche indéfiniment du centre d'action sans jamais l'atteindre. 
2° 2 — 4k =—a* Хо, Opérant comme ci-dessus, on a 


ri , 9 9 
2=а 2 cos E sin , ده‎ ис 
2 a 2 


k't 
ae 2sinat. 


Le mouvement est oscillatoire de part et d'autre du centre O, mais l’amplitude des 
oscillations décroit constamment et a pour limite zéro. La durée d’une demi-oscillation 
ак 4# 


(de 9—0 à v==0) est = elle est constante. Aux époques {= 0, — >) 


csrrespondent les distances روح م‎ в = -% , @==ace % ,... Les valeurs de ¿ 
qui répondent au passage du point mobile par le centre O sont les racines de l’équation 


Y. Mouvement rectiligne d'un point pesant dans un milieu résistant, la résistance 
étant donnée par une expression de la forme Av 十 Bu’. 
R. 1er Cas : Vitesse initiale nulle. Posant 
Bo? FAv—g=B(0— a) (v+ 8) aetp>o, B(a+8)—=7, 
on trouve 





o=.(1- a+P 9 ea الا‎ 
a + pel y a +8 
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ou, éliminant В el в, 
— а) е-" 
划一 ro Y , ef ¡9 But Li p)e | 
ху — 9 + gel: xy -9 27 
Qe Cas : Vitesse initiale verticale de bas en haut ooj l’axe des د‎ positifs vers le haut. 
А 1 4 
== — — y 二 一 — ل‎ 

1) 9 45 Be? 0, v+ 28 


—stg Bet А LT vw. _ Ae‏ ينه 
“ищи -е 28” mace sin Bet + cos Bet 2B‏ 


Durée ¢’ de la montée et hauteur atteinte x’ 








I 2Bev, _ 1,9 + Aes + Bok A aBev, | 
Os mee TA? =! ~ 一 abt, ар + Ae, 
A? 1 2, _ 9 (+ a)9 
2) 9 — 50; posant А = B= 44) 和 一 一 -一 -一 一 — 
on trouve 
to + _ at 1. ve 
ти“ حدم‎ ам — واه‎ aa? 
eat (1+3 一 了 
АЗ С +e 
3) 9 9 <°; posant id] 
on a | 
kB А т, 4089 eel AI 
that 28° "В  &—- ab’ 
px A + 2Be SL (A+ 2843 , 
2 2Be "(A — 2B:)? > m= 一 高 4Bgk 


§ 2. MOUVEMENT CURVILIGNE D'UN POINT LIBRE, THÉORÉMES DES AIRES 
ET DE LA FORCE VIVE. 


139. D’après ce que nous avons établi au n° 56, si Гоп désigne par m 
la masse, par x, y, ع‎ les coordonnées d'un point mobile libre, et par 
X, Y, Z les composantes de la force P qui le solicite à un instant quel- 
conque, on a entre ces quantités les relations 
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Telles sont les équations du mouvement curviligae d'un point libre. 
Si le mouvement est donné, x, y, z sont des fonctions connues du 
temps; de simples différentiations feront connaître v,, ву, v., et par 
suite la vitesse en grandeur et en direction pour un instant quelconque. 
Différentiant de nouveau pour trouver les dérivées secondes de х, y, z 
par rapport au temps et faisant usage des équations (1), on déterminera 
Х, Y, Z, et Гоп aura la force motrice en grandeur et en direction. Le 
probléme est done fort simple. 

Mais, en général, la Гогес motrice est donnée en fonction du temps, 
de la vitesse et de la position du mobile, et il s'agit de déterminer le 
mouvement du point. Supposons donc que X, Y, 2 soient des fonctions 
connues de و4‎ x, y, رونا ,.0 و2‎ ©. et substituons leurs valeurs dans les 
équations (1), qui prendrons la forme 


da dx dy +) 
Ге ва). 
d? 

(2) ليم‎ (bx, еее) 


) + + + + اد 


Le problème est ramené à l'intégration d’un système de trois équations 
différentielles simultanées du second ordre, entre x, y,z et la variable 
indépendante t. Оп sait (Couns D'An., 443) que les intégrales de се 
système renferment six constantes arbitraires, en sorte que 
Х = (8, Cu, Ca, Cs, С’, С”, Ch у=фи (6 С,,...), 2 == фа (6 Си...), 
et l’on sait déterminer ces constantes connaissant les valeurs de x, у, z et 
de leurs premières dérivées pour une valeur donnée fo de la variable $. 
Admettons, en effet, que l'on connaisse pour un instant déterminé, 
choisi d'ordinaire comme origine du temps (¢== 0), la position et la 
vitesse du point, ou ses coordonnées Yo, Yo, Zo et les composant vos, 
Vey Vo, de sa vitesse : ce sont les données initiales. Si dans les intégrales 
ci-dessus on pose عد ع‎ 0, et que l’on fasse en conséquence x == To, 
Y = Yo, Z — Хо, on aura trois équations entre les six constantes seule- 
ment. Différentiant ces mêmes intégrales par rapport à €, on a déduit 
Ver Vy, Vs, et en posant encore $ = о, remplaçant v,,... par leurs valeurs 
initiales, on aura trois nouvelles égalités entre les mémes constantes. 


Ces six équations suffiront pour déterminer les six constantes C,, Ca,... et — 





Be -~ 一 ~ . 
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achever la solution du probléme. L’élimination de ¢ entre les équations 
qui expriment x, y, ع‎ en fonction du temps conduira aux équations de 
la trajectoire (10). 

Les observations du n° 185, concernant les solutions singulières, 
s'étendent aux équations différentielles du mouvement curviligne. 

Souvent des considérations particuliéres montrent que le mouvement 
doit se faire dans un plan. On choisit ce plan pour plan XY; ona z=o0, 
les équations différentielles se réduisent à deux entre x, y, 1, et le 
nombre des constantes & quatre; les calculs sont ainsi simplifiés. 

140. Dans certains cas i] est avantageux d'introduire, au lieu des 
composantes de la force P parallélement & trois axes rectangulaires, ses 
composantes suivant la tangente MT et la normale principale MN à la 
trajectoire du mobile. La force P étant représentée, en grandeur et ‘en 
direction, par l'accélération du point multipliée par sa masse (56), et 
les composantes tangentielle et normale de l’accélération étant, comme on 
l'a vu au n° 37, 

. dv 
Jt= dt , Ja = R , 
les composantes cherchées ont pour expressions 
¿2 
(3) P cos Po — me P cos BN = - 

Dans tous les cas que nous offre la nature, la force P qui fait mouvoir 
un point M émane d'un autre point ou corps M’, et, en vertu de la loi 
connue (58), le point M réagit sur M’ en exerçant unc réaction égale et 
directement opposée à la force P. Cette réaction, que l’on nomme 
souvent force d'inertie, a donc pour composantes parallèles aux axes OX, 
OY, OZ, 

dix d'y diz 
Ma? LT — mas’ 


et pour composantes paralléles 4 MT, MN, 


m dv т a 
dt * R 


ces derniéres composantes étant d'ailleurs dirigées en sens contraire de 
celles de la force P. C’est à cette composante то? : В de la réaction que 
l'on donne ordinsirement le nom de force centrifuge, et par une 
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erreur qui peut entrainer des conséquences graves, on raisonne parfois 
comme si elle était appliquée au point mobile M lui-méme et influait 
sur son mouvement, tandis qu'en réalité elle émane de ce point et 
s'exerce exclusivement sur le corps M’ à l’action duquel on attribue le 
mouvement de M. Ce qui fait illusion à cet égard, c'est que dans les cas 
où l'on a l’occasion de considérer cette force centrifuge, comme quand 
le mobile M est retenu sur un cerele par un fil attaché en un point fixe O, 
les points matériels qui agissent immédiatement sur le mobile M sont en 
contact avec lui, et le point d’application de la réaction centrifuge cst 
presque confondu avec celui de la force motrice. Ainsi, dans l'exemple 
cité, la force qui détermine le mouvement du point est la tension du fil, 
dirigée suivant MO; la réaction du point M est appliquée à l'extrémité du 
fil et agit pour le détacher du point O ou pour le rompre : c'est lá la force 
centrifuge. Il semble done alors qu'une force appliquée au point M tire 
le fil suivant sa longueur dans le sens OM, et par suite de cette illusion 
on transporte au mobile M une force qui n’a de réalité que sur le fil 
même. 

241. Théorème des aires. — Au lieu d'appliquer directément à chaque 
cas particulier les équations différentielles (1), il y a grand avantage dans 
bien des cas à employer les intégrales premières que fournissent certains 
théorèmes généraux, conséquences des équations (т), et qui constituent 
par eux-mêmes des propriétés remarquables du mouvement d’un point. 
Ce sont ces théorèmes que nous allons d'abord établir. 

Multipliant les deux premières équations (т) respectivement par y, x, 
et retranchant, on a 


d'y d'x 
386 de —У а) = x Y — УХ. 
dy dy 
Le premier membre est la dérivée par rapport à ¢ de x 一 di — Gp ' 
donc, en intégrant, on a 


dy ах | 
т 6 — y a) == const. + [(хУ — ух) dt. 


On nomme quantité de mouvement d'un point M à un instant donné 
le produit mv de sa masse par sa vitesse à cet instant; on la représente 


par une droite MV proportionnelle à mv et coïncidant en direction avec 
14 
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la vitesse. Ses composantes parallèles aux axes sont donc m0, mv,, mv., 
en sorte que l'expression 


(ahy). ть و‎ mv, 


représente le moment de la quantité de mouvement du point M par rap- 
port à l'axe des (3%). 

© Si le moment de la force motrice P par rapport à l'axe OZ est nul à 
chaque instant, ce qui a lieu lorsque la direction de P rencontre con- 
stamment OZ ou lui est parallèle, لا‎ —yX est nul et l'intégrale 
ل‎ (xY — ух) dt s'évanouit. Le second membre de l'équation ci-dessus se 
réduit donc à une constante, et l’on a ce théorème : 

Lorsque la direction de la force appliquée à un point mobile rencontre 
constamment une droite fixe, le moment de la quantité de mouvement du 
point par rapport à cette droite a une valeur constante. 

L'équation 

of e = С = обо, — YoVos 
constitue alors une intégrale premiére des équations différentielles du 
mouvement du point, et il est naturel de Гешрюуег 
au lieu de ces équations mémes. 
142. Cette intégrale est susceptible d'une inter- 
prétation géométrique remarquable. Soient М, (68.88) 
la projection du point M sur le plan ХУ; رم‎ 0 les 
Fig. 68. coordonnées polaires de Ми, de sorte que 
,6080م ع بن‎ y=psin0, tg0d=y:z. 
Cette dernière équation différentiée donne 
de _ хау — удх _хду — удх 
cos 0 ES pe cos 10 
d’où 
p°d8 = xdy — удх. 


Or, nous savons (Cours D'Ax., 888) que = pan est la différentielle de 


l'aire $ décrite dans le plan XY par le rayon vecteur р du point Mi, en 
sorte que 
06م‎ = 2 dS. 





— 195 — 


Seulement, pour que cette égalité subsiste toujours en valeur et en signe, 
il faut convenir que dS sera toujours de même signe que 09, c'est-à-dire 
regarder comme positives les aires décrites d'un mouvement direct, de 
OX vers OY, et comme négatives les aires décrites d'un mouvement 
rétrograde, de OY vers OX. Cette règle admise, nous aurons 

x Y dz dS 

“a a 2 7 


et l'intégrale trouvée plus haut pourra s'écrire 


Intégrant de nouveau, et supposant pour plus de simplicité que l'aire 
S soit comptée à partir de la position initiale du rayon vecteur Ps en sorte 
que $ et ¢ s'annulent ensemble, on trouvera 


$= <1. 
2 


Donc, quand la direction de la force motrice rencontre constamment un 
axe fixe ou lui est parallèle, le rayon vecteur mené d'un point O de cet axe 
au point mobile, projeté sur un plan normal à Paxe, décrit dans ce plan 
des aires proportionnelles aux temps. 

Supposons maintenant que la direction de la force P qui agit sur un 
point М passe constamment par un point fixe O, et prenons О pour 
origine des coordonnées. Le théorème précédent s'appliquant ici à chacun 
des axes OX, OY, OZ, nous aurons les trois intégrales 

dz d dx dz d dx 
(4) JT 证 一 > 27 نه‎ GB» لبه‎ y C 
А, В, С étant des, constantes qui se déterminent immédiatement par les 


dorées initiales. Multiplions par x, y, z, respectivement ces équations 
et ajoutons-les; il viendra 


Ах + By + Cz = 0, 
équation qui représente un plan fixe passant par l’origine des coordon- 
nées. Le point (x, y, 2) restant dans ce plan, la trajectoire est plane. 
Il est permis de prendre ce plan de la trajectoire pour plan ХУ; le 
point M coincide alors avec sa projection M sur ce plan, le rayon р n'est 
autre que le rayon vecteur г du point mobile lui-même. L'application du 
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théorème trouvé plus haut conduit done à l'équation r*d0 = kdt, k étant 
constant, et à cette propriété du mouvement produit par une force cen- 
trale : 

Quand la force qui sollicite un point matériel libre passe constamment 
par un centre fixe, la trajectoire est une courbe plane dont le plan passe 
par ce centre, ét le rayon vecteur mené du centre au point mobile décrit, 
dans ce plan, des aires proportionnelles aux temps. 

Cette propriété constitue le thdorème des aires. Réciproquement, si le 
rayon vecteur mené d’un point fixe O à un point libre M décrit une 
_ aire plane qui varie proportionnellement au temps, la même propriété 
appartiendra aux aires décrites par les projections du rayon vecteur OM 
sur trois plans rectangulaires passant par О. Les dérivées de ces aires 
par rapport au temps seront constantes, et par conséquent, en vertu de 
la relation établie plus haut, les équations (4) auront lieu. On en déduira 
en différentiant 

2 
y: o, ou yZ—2zY =0, 


et deux autres équations semblables; d’où 


ce qui montre que la direction de la force se confond avec celle du rayon 
vecteur, et passe conséquemment par le point 0. 

Le double du secteur élémentaire décrit dans le temps dt, qui a pour 
expression r*d0, s'exprime aussi par pds, р étant la perpendiculaire 
abaissée du point O sur la tangente, et l'équation 740 一 #4 entraine 
celle-ci : pv =k, la vitesse est en ruison inverse de la distance du centre 
O d la tangente. 

143. Théorème de la force vive. — Reprenons l'expression de la com- 
posante tangentielle de la force motrice 


PcosPo=mP. 
| dt 


Multipliant par vdt les deux membres de cette équation et observant 
que vdt = ds, on aura 


. __ $ _ 
тодо — Раз cos Pv, ou (5) d. 一 = Раз cos Pv. 
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Intégrons entre deux valeurs & et ¿ du temps, et désignons par vo la 
valeur de v pour ¿ = to; il viendra 


2 . ft _ 
(6) | Раз cos Ро. 
2 2 3 ， 


Cette équation exprime le théorème de la force vive. Pour l’énoncer, 
disons 4* que la force vive d'un point matériel en mouvement, á un 
instant donné, est le produit de sa masse par le carré de sa vitesse & cet 
instant; 2° que le travail élémentaire d'une force appliquée à un point 
mobile est le produit de cette force projetée sur la direction de la vitesse, 
par l'élément ds de la trajectoire que le mobile décrit à l'instant consi- 
déré; ce travail élémentaire Pds cos Pv est positif ou négatif selon que 
la direction de la force fait un angle aigu ou obtus avec celle de la vitesse; 
3° enfin, que le travail total de la force P pendant un intervalle de temps 
donné, ¢ — to, est l'intégrale 


( Раз cos Po, 


ou la somme des travaux élémentaires de la force P pendant cet intervalle 
de temps. En vertu de ces définitions, les équations (5) et (6) fournissent 
les théorémes suivants : 

L’aceroissement de la demi-force vive d'un point libre, pendant un 
temps infiniment petit, est égal au travail élémentaire de la force motrice. 

L’accrotssementde la demi-force vive d’un point libre pendant un temps 
fini quelconque est égal du travail total de la force motrice pendant ce 
méme temps. 

144. Si l’on compare l'expression du travail élémentaire d’une force 
avec celle de son travail virtuel, donnée dans la statique, on voit immé- 
diatement qu’elle n’en diffère que parce que la vitesse virtuelle ds du 
point d'application y est remplacée par Parc élémentaire ds correspon- 
dant à un déplacement réellement effecté. On démontrera donc sans 
difficulté, par les mêmes raisons que dans le cas du travail virtuel (64), 
1١ que le travail élémentaire d'une force P dont les composantes sont 
Х, Y, Z, s’exprime par la formule 


Раз cos Py = Xdx + Ydy + Zdz; 


2° Que le travail élémentaire de la résultante de plusieurs forces appli- 
quées à un même point est égal à la somme algébrique des travaux 
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élémentaires de ces forces ; et que la même relation a lieu pour le travail 
total effectué pendant un temps quelconquc. : 

De là résultent ces conséquences importantes : 1° Le théorème de la 
force vive peut s'énoncer ainsi : Lorsqu'un point matériel libre se meut 
sous Paction de plusieurs forces, la variation de la demi-force vive du 
mobile pendant un intervalle de temps fini ou infiniment petit égale la 
somme des travaux des forces appliquées au point pendant le même inter- 
valle de temps. 

Ce théoréme est exprimé par les formules 


(7) д — 3 (Xd + Ydy + Zdz), 


(8) -一 一 





= 2 1 (Xdx + Ydy + Zdz), 
2 to 


X, Y, Z étant les composantes rectangulaires de l'une quelconque des 
forces appliquées au point mobile, et 2 une somme qui s'étend á toutes 
les forces. 

2° Admettons que, parmi les forces qui sollicitent le mobile, il y en ait 
une, P,, qui soit constamment normale à la trajectoire de ce point. Оп aura 
cos ورط‎ = 0; donc, ‘le travail élémentaire et le travail total de cette 
force P, seront nuls á toute époque. Les termes correspondant á la 
force P, dans les équations (7) et (8) disparaitront donc, et ces équations 
auront lieu absolument comme si cette force n'existait pas; c’est-à-dire 
que la variation de la demi-force vive du mobile sera égale á la somme 
des travaux de toules les autres forces qui agissent sur le point. 

Cela s'applique notamment au cas oú le point M est obligé á parcourir 
une surface ou une courbe qui n’exerce d’ailleurs aucun frottement; car, 
dans ce cas, on peut regarder le point comme libre en joignant aux 
forces motrices qui le sollicitent la réaction de la surface ou de la courbe 
sur laquelle il se meut. Cette réaction étant normale à la surface ou à 
la courbe (puisqu'on suppose qu'il n'y ait pas de frottement) est par cela 
même constamment normale à la trajectoire du point. Donc, lorsqu'un 
point matériel soumis 4 l'action de forces données, est assujetti à rester 
sur une surface ou sur une courbe sans frottement, la variation de la 
demi-force vive du point pendant un temps quelconque est encore égale à 
la somme des travaux des forces motrices pendant le même temps, comme 
si le point était libre. 
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#45. Après avoir établi le théorème de la force vive dans le mouve- 
ment d'un point matériel, il est bon de justifier en quelques mots les 
dénominations adoptées. L'expression de force vive a été introduite par 
Leibnitz dans une discussion sur la mesure des forces en mouvement, 
discussion sans intérêt aujourd'hui(1). Le mot seul est resté, et n'est pas 
très heureux. Quant au terme de travail, il doit son origine à la manière 
dont on apprécie, dans l’industrie, l'effet développé par les forces. Dans 
ce genre de questions, une force est ordinairement employée & vaincre 
une résistance et à déplacer son point d’application dans le sens opposé à 
celui ой cette résistance agit; la valeur marchande du travail accompli 
dépend à la fois de l'intensité de la résistance vaincue et du chemin que 
la force motrice a fait parcourir á son point d'application. Par exemple, 
si une force est employée à élever une masse de charbon d'un poids P, il 
est clair qu'il y aura la méme dépense faite, le méme travail produit, si 
l’on élève ce poids à une hauteur 2h, ou si Гоп élève le poids 2P à une 
hauteur А. Dans ce cas très-simple d'une force constante transportant 
son point d'application dans la direction méme oú elle agit, le travail 
industriel effectué serait donc mesuré par le produit PÁ de la force 
motrice et du chemin parcouru. Or, dans ce cas, l'intégrale 


7 Pds cos Ри 一 了 ( ds = Ph 
représente précisément la méme quantité. 

Si la force P agit obliquement sur l’objet qu’elle déplace, par rapport 
á la droite qu'il parcourt,comme lorsqu'on traine un waggon sur une voie 
ferrée à l’aide d'une force agissant ohliquemment à la voie, la compo- 
sante de la force hormale á la droite est évidemment perdue, et la force 
Р n'agit utilement que par sa composante P cos Py suivant la direction 
du mouyement. Le travail utile et payable est donc alors représenté par 


— ft 
P cos Po de, 
to 


ce qui s'accorde avec notre expression générale. Enfin si la force varie 
et que le mobile décrive une trajectoire quelconque, on pourra, pendant 
chaque inervalle de temps trés court dt, regarder P comme constant et 


(1) У. Обвмие, Kritische Geschichte der allg. Principien der Mochanik, р. 227. 
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le mouvement comme rectiligne, et appliquer les considérations précé- 
dentes; on sera encore conduit & prendre pour mesure du travail utile 
élémentaire Раз cos Po, c’est-à-dire l'expression même que nous avons 
adoptée en général. 

Telle est la suite d'idées qui justifie la dénomination de travail 
appliqué á cette expression. 

146. Il existe un cas ou le théoréme de la force vive prend une 
forme trés-remarquable : c'est celui où, la force motrice P ne dépendant 
que de la position du point mobile, ses composantes Х, Y, Z s'expriment 
par les dérivées partielles, en x, y, z respectivement, d'une méme fonc- 
tion de ces variables, qui ne renferme pas le temps explicitement. Soit 
mo (x, y, 2) cette fonction. Nous avons donc 


d’ou 
Pds cos Pv = Хах + Ydy + Zdz = md. © (2, y, 2); 
l'équation (5) devient, par la suppression du facteur т, 
d. أن‎ = 24. q (x, y, x), 
et apres intégration 
(9) أن‎ = 29 (1, y, 2) + С. 
La constante С se détermine immédiatement en posant t = о dans 


l'équation et remplaçant v, x, у, z par leurs valeurs initiales vo, Lo, Yo, Хо, 
qui sont données. On a donc 


vt = 29 (o, Yo, 24) + С, 
et l'équation (9) peut s'écrire 


0" — 0, = 2$ (5, y, 2) — 2 (хо, Yo, 20); 
mais nous la conserverons de préférence sous la forme (9), supposant 
d’ailleurs la constante С déterminée comme il vient d’être dit. 

Cette équation (9) se nomme l'intégrale de la force vive. Elle offre ceci 
de remarquable, qu'elle détermine immédiatement la vitesse du point 
mobile par la position qu'il occupe à l'instant considéré, de telle sorte 
que si le point repasse plusieurs fois par la même position, il y repassera 
chaque fois avec la même vitesse. On dit, lorsque la condition supposée 
est remplie, qu'il existe une fonction des forces ou un potentiel. 
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Considérons les surfaces, en nombre infini, représentées par l'équation 


ф(х, y, 2) =a, 

a désignant un paramétre arbitraire : ce sont les surfaces de niveau. La 
fonction фа donc une valeur constante en tous les points d'une méme 
surface de niveau, mais cette valeur varie d'une surface á l'autre. Par 
chaque point de Гезрасе il en passe généralement une, mais une seule, 
du moins si la fonction © (x, y, 2) a une valeur unique et déterminée pour 
un systéme donné de valeurs de x, y, х. Car, si deux surfaces de niveau 
pouvaient se couper en un point de l’espace, et si وه ريه‎ désignaient les 
valeurs correspondantes du paramètre ره‎ il faudrait qu'en сё point la 
fonction 9 admit les deux valeurs روه ريه‎ ce qui est contre l’hypothèse. 

Cela posé, l’équation (9) fait voir que, si la constante С a une valeur 
donnée, c’est-à-dire si le point mobile part d’une surface de niveau déter- 
minée avec une vitesse déterminée, il aura toujours acquis une même 
vitesse v lorsqu'il traversera une même surface de niveau © = a, quels 
que soient le chemin suivi pour y arriver et le point où il la traverse. 

D’après les valeurs de X, У, Z dans le cas actuel, les 005121158 58 
de la force motrice P sont respectivement proportionnels aux dérivées 
partielles de رب‎ et par conséquent aux cosinus directeurs de la normale à 
la surface 


ф (х, у, 2) = a. 

De lá cette autre propriété des surfaces de niveau : la force qui agit 
sur le point mobile en un point quelconque de l'espace, est normale à la 
surface de niveau qui passe par ce point. De telle sorte que, si cette sur- 
face était fixe et que le point M ne pit la quitter, il y resterait en équi- 
libre sous l’action de la force P. 

147. L'intégrale (9) subsiste, alors méme que le point mobile est assu- 
jetti à rester sur une surface ou sur une courbe fixe, pourvu qu’il n’y ait 
pas de frottement. Nous avons vu, en effet, que le théorème de la force 
vive subsiste dans ce cas comme si la condition n'existait раз (144); 
l'équation ($) a donc lieu, et si la force P satisfait à la condition 


Xdx + Ydy + Zdz = md. 9 (x, y, 2), 
Я est clair que l'égalité (9) subsistera également. Cette observation nous 


sera fort utile. 
Remarquons encore que si plusieurs forces P,, Ps.. agissent simultané- 
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ment sur un point matériel, et si chacune d'elles admet un potentiel, de 
sorte que les composantes rectangulaires de P,, Ps.. soient respectivement 
les dérivées partielles en x, у, 2 des fonctions mp, (х, y, 2), тфз(х, y, 2), ... 
la somme des travaux élémentaires de ces forces sera 


3 (Xdz + Ydy + Zdz) = m[d. qu (se, y, 2) 4d. وه‎ (т, y, 2) ++ 
= md. 2 (x, y, 2). 


L'équation (7) nous dónnera donc 
2 . 
d.— = та. 56 (2, y, 2), v’ 一 25 (x, y, я) +C. 


L'intégrale (9) de la force vive subsistera done, la fonction. étant, dans 
le cas actuel, la somme des fonctions correspondant á chacune des forces 
P,, ...رو‎ considérée isolément. | 

14$. Parmi Jes cas remarquables où il existe unc fonction des forces 
et où l’intégrale (9) a lieu, nous indiquerons d’abord celui de la pesan- 
teur. L'axe des z positifs étant vertical dans le sens de la pesanteur, les 
composantes de la force qui agit sur un point de masse m sont 

X=0, Y=0, Z= mg. 
- Done 
Xdx + Ydy + Ydz = mgdz = md. gz, p= و2‎ 

et Pintégrale de la force vive est ici 
(10) v? = 292 +C. 


Les surfaces de niveau ont pour équation z = a; ce sont des plans 
horizontaux. D'après la propriété du n° 146, si le mobile part d'un plan 
horizontal donné, z= zo, avec une vitesse initiale donnée © == vo, il 
aura toujours une même vitesse v à l'instant où il atteindra un même 
plan horizontal quelconque ¢ = x, quel que soit le chemin suivi pour 
y arriver. Supposons, par exemple, que l’on ait zo == 0, vo = 0. L'équa- 
tion (го) donnera 

v? = 205, 


d’où il suit que la vitesse du mobile, dans une position quelconque, sera 
la même que s’il était tombé librement et verticalement d'une hauteur 
égale à sa distance z au plan XY, et cela, quelle que soit la ligne droite 
ou courbe qu'on l'ait obligé à parcourir (847), pourvu que Гоп fasse 
abstraction du frottement. En général, que le point soit libre, ou retenu 
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sans frottement sur une surface ou une courbe fixe, ва vitesse d chaque 
tnstant est uniquement déterminde par sa coordonnée verticale z, au 
moyen de l’équation | 
©? = 2gz + С, 

la constante С ayant d'ailleurs été déterminée par les données initiales. 

449. Un autre cas important où il y a un potentiel cst celui où le 
point M est sollicité par une force P dont la direction passe par un 
centre fixe O et dont l'intensité est une fonction de la distance г du 
point М à ce centre. Appliquant expression que nous avons trouvée au 
n° 66 pour la somme des travaux virtuels de deux forces égales et oppo- 
sées dont les points d’application sont à une distance r Рип de l’autre, 
nous avons — Pdr pour la somme des travaux élémentaircs de la force P 
et de la réaction du point O; mais comme O est fixe, le travail de cette 
réaction est nul, et — Pdr représente le travail élémentaire de la force 2 
seule. Représentons par mf (г) la fonction de la distance OM qui mesure 
l’intensité de P, la fonction f étant affectée du signe 十 ou du signe 一 
suivant que la force est attractive ou répulsive, conforgément à la con- 
vention du n° 66. Le travail élémentaire de la force P sera donc 

— mf (г) dr = — md. (r), 
en posant 
9 (r) = ff (r) dr. 
La fonction des forces est donc ici — mp (г), et c'est bien réellement 


une fonction des coordonnées x, y, z du point mobile, puisque r dépend 
de ces variables. L'intégrale de la force vive est donc 


v= — 29 (r) 4-C, 
et la vitesse du point mobile reprend la méme valeur chaque fois que le 
point revient á la méme distance du centre d'action O. 

Si le point M était sollicité par plusieurs forces dirigécs vers des centres 
fixes et fonctions de ses distances respectives r,, гз.., à ces centres, il suit. 
de ce que nous avons prouvé au n° 146 que l'intégrale de la force vive 
aurait encore lieu, et que la fonction des forces serait la somme des 
” fonctions — mq, (ri), 一 moa (ra), ... correspondant à l’action de chaque 
centre en particulier. 
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Exercices. 


а. Un point mobile est sollicité par une force centrale. Trouver l'expression, en 
coordonnées polaires, de la vitesse v et de la force accélératrice P. 
R. La combinaison des équations 


r2do = kdt, del — dr? + rd0 
conduit á la formule 


3 ef (GT 


D'autre part, la force agissant suivant le rayon vecteur, on trouve 


de 
et Гоп a alors, par l’équation (5) et par (A), 


1d." dr Mir, at 
ere ‘a + | 
3. Théorème de Yvon Villarcsau, 一 Dans le mouvement d'un point libre, on а 


1d*,y? 


di? 


— dr _ 
cos Ро = — — وو‎ Pds cos Ро = — Рдг, 





=: — rP,, 


Py étant la projection de la force accélératrice sur le rayon vecteur r. Si le mouvement 
est plan, et 0 l'angle polaire, on a 


dr „ # P.. 
a Га +r: 


R. Se déduit des équations (1) en observant que rPy = #X + yY + 32. 
8. Si م‎ désigne la distance de l'origine 0 à un point arbitratre sur la droite polaire 
de la trajectoire en M, оп a toujours 
| 4*.7? 
di? 
Cas particulicr où 7? varie proportionnellement au temps. 
В. Combiner les équations (1) avec celles de la droite polaire, et la relation 
ra { y? + 32, 





= 2Pp cos Pp. 


5 3. APPLICATION DES FORMULES DU MOUVEMENT D'UN POINT LIBRE. 


150. Г. — Mouvement d'un point pesant dans le vide. — Nous sup- 
posons un point matériel partant d'une position donnée O (fig. 89) avec 
une vitesse donnée vo, et soumis d'ailleurs á la seule action de la pesan- 
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teur. Nous prenons pour plan ХУ le plan vertical mené par la direction 
de la vitesse initiale; l'origine en O, Гахе ОХ hori- 
zontal, OY vertical dans le sens de la pesanteur; la 
force motrice étant verticale, on a Z=0, d'où 
de o, de const. =0, 
—=0 一 一 ,一 o) 
de de Fig. 89, 
puisque, d’après l’hypothèse, la vitesse initiale est dans le plan XY. De là 
Я = Const. =o, 
le mouvement а lieu dans le plan vertical XOY. D'ailleurs on a 
X=0, Y= mg, 
d’où les équations différentielles du mouvement 
de d'y 
eo? es 
Intégrons, désignons par « l'inclinaison de la vitesse initiale sur 
l'horizontale OX, et observons que pour {—0, on a v, = Yo 608 а, 
‘vy = — vo sin а. Nous trouvons 
de 8 
(т) q sa, Y ива. 
Intégrant de nouveau, comme x, y sont nuls avec t, опа 


(2) T= اونا‎ 009 «а, y= Sot? — vot sin а. 


Les équations (г) montrent que la composante horizontale de la vitesse 
est constante; sa composante verticale croit proportionnellement au 
temps, et, d'abord négative, devient nulle pour 

to Sin a 
一 一 一 一 ， 

9 
puis est constamment positive, Le mouvement est donc d'abord ascen- 
dant, puis descendant. Les formules (2) font connaitre la position du 
mobile à un instant quelconque. 

Eliminant ¢ entre les équations (2), on obtient pour l'équation de la 
trajectoire 


(3) : 


0 
10) Er ا‎ a 


To اد‎ A re A A 
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Cette trajectoire est une parabole, dont l’axe vertical est dirigé dans le 
sens de la pesanteur. Son sommet А (x’, y”) ou le point culminant de la 
trajectoire, répond à la valeur (3) de ؛‎ : | 


‚ v3 sin a cos a , vi sina | 
п. 
9 29 
- Cherchons le point В où le mobile atteint l'horizontale OX. Faisons 
y =o dans l'équation (4) : il viendra : 
292 sin a cos a 
2 一 كت‎ — 
9 


ce qui résulte d'ailleurs de la symétrie de la parabole par rapport & son 
axe. Cette distance 2х’ se nomme l'amplitude du jet. Elle devient maxi- 
mum, pour une valeur donnée vp de la vitesse initiale, lorsque sin 2х — 1 
ou ~ = 45°. 

On démontre encore sans peine les propriétés suivantes du mouvement 
parabolique : 4° Toutes les trajectoires qui répondent à une même 
vitesse initiale مه‎ et à des valeurs variables de « ont même directrice : 
c'est une parallèle à OX, dont l’ordonnée est 


2х’, 


2 L'enveloppe de ces paraboles, ou la courbe de súreté, s'obtient par 
l'élimination de x entre l’équation (4) et sa dérivée par rapport à x. C'est 
une parabole ayant pour .équation 


a? . 
y= ou د :ده‎ 4h (y +h). 


3° Si l’on veut déterminer a, pour une valeur donnée de vo, de maniére 
à faire passer le point mobile par une position donnée М (x:, у.) (pro- 
blème du tir), on est conduit à l’équation 


ah = 4h (yi A) — at 


20 


— > بها 
Il y a donc deux valeurs réelles pour a si le point М est dans l’intérieur‏ 
de la courbe de súreté, une seule si M est sur cette courbe, aucune si се‏ 


point est en dehors. | 
151. ll. 一 Mouvement d'une planète autour du soleil. — Un point 
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matériel M-est sollicité vers un centre fixe O par une force proportion- 
nelle à la masse m de ce point et en raison inverse du carré de sa 
distance r au point 0. Га position et la vitesse initiale étant données, 
on demande le mouvement du point М. — Nous avons vu (14%) que 
le mobile décrit une courbe plane dont le plan passe par le centre 
d'action O et la direction de la vitesse initiale; ce plan est donc connu 
par les données du problème et on peut le prendre pour plan ХУ, P'ori- 
gine au point O. Soient (х, y) les coordonnées rectangulaires du point 
mobile; (г, 0) ses coordonnées polaires, d’où 


(5) x=rc080, y=rsin0, х?-- у 一 


La force qui sollicite le point M ayant pour expression um: r?, où р 
est une constante qui dépend de l'intensité d'action à l’unité de distance, 
les équations différentielles du mouvement sent 


de _ ух dy uy 
(6) ап’ шв, 
et le théorème des aires (142) fournit l'équation 
„99 4х _ no 
(7) dr 3a a 


k étant une constante dont la sanitation est connue. 
On tire facilement des équations (5), (6) et (7) 


We 0» 
dy _ psin9 и. 
de == pin Fp 


d'où, intégrant, désignant par «, В des constantes et remplaçant sin 0, 
cos 9 par leurs valeurs (5), 


| ах _ y — py У, 9 
(8) dd _ a k r? == В Е 
Substituant dans l'équation (7), on a celle de la trajectoie : 
(9) ميق‎ ay + =. 


Les équations (8) donnent en outre 


de, dy dr 
(10) q y rg = <= + ВУ, 
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équation qui montre que la droite хх + Ву — о coupe la trajectoire en 
un point A où la vitesse est normale au rayon vecteur. Prenons OA pour 
axe des x positifs, OY dans le sens de la vitesse au point A; nous aurons, 
еп ce point, 


d . 
о, و0 ح نز‎ Т=7, d'où a =0, 2 =E(1 ++) 


ask 
en désignant la constante В par e : k. D’après cela, l'équation (9) devient 
k? 


u(r + ex) =k* ou (11) 7 = او لم‎ 

La trajectoire est une section conique dont O est un foyer, OA Гахе 
focal, k* : » le demi-paramétre, e un rapport qui est > г dans l'ellipse, 
== г dans la parabole, > т dans l'hyperbole. Si Гоп désigne par vo la 
vitesse au sommet A, on voit sans peine que ces trois cas répondent aux 
hypothéses 


— < 2, 一 一 2, ou > 2. 
К 
Les équations (8) peuvent s'écrire : 


上 


(12) ين‎ — sin 0, ty =F )6 + cos 6); 


Or, — sin 0, cos 6 sont les cosinus directeurs d'une perpendiculaire au 
rayon vecteur OM, élevée dans le sens où 0 est croissant. Les équations 
(12) manifestent donc cette propriété remarquable : La vitesse du point 
mobile 4 chaque instant se compose de deux vitesses constantes : l'une, 
égale à y : k, normale au rayon vecteur ; l’autre, égale à pe : k, normale 
à Гахе focal de la trajectoire. | 

152. Nous supposons maintenant la trajectoire elliptique, ou € < 1; 
nous avons, a désignant le demi-axe focal, 


(13) k2 — pa (1 — =). 
Il reste à exprimer r et 0 en fonction de t; pour cela, introduisons une 
variable м définie par la relation 


(14) A / --; 


et éliminant dt entre cette équation et (7), puis remplaçant r par sa 





— 209 — 


valeur en 0, nous aurons 


0 بيد‎ do "a da 
du ant +ecost — ° 1 ل‎ € cos 0 


L'intégrale de cette expression est connue (Cours D'Án., 301) 


et donne 
uma are ig( ~~ tg 16 +C 
1 عم ل‎ * / 


d'oú, déterminant С de maniére que м et 6 s'annulent ensemble, 
(15) . $10 = ЕЕ 
En exprimant 605 0 en fonction de 4+0, faisant usage de l’équa- 
tion (15) et opérant des réductions faciles, on aura 
cos م‎ 一 © 1 — 21 


cos 0 ب‎ ————, 1+€ec080= —————__ 
| 1 — € CUS Y 1 —£C08 и 


et au moyen de cette formule, la valeur (11) de r devient 
(16) | г = а (т — 2608 u). 


Enfin, cette valeur de r substituée dans l'équation (14) donnera 
. - $ 


2 
dt = (т — «cos 84) du, 
и 
et en intégrant, déterminant la constante de sorte que и sannule en 


méme temps que ?, 
5 


(17) t= (u — e sin и). 


La solution est maintenant compléte, г, 9 et ¢ étant exprimés en 
fonction d'une même variable u. 

Lorsque le mobile décrit un tour entier et revient à son point de départ 
6 augmente de 2r, et il en est de même, d'après (15), de l'angle и; 
sin м reprend la même valeur, l'équation (17) montre que 1 croît d’une 
quantité T dont la valeur est 


15 
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La constante y étant supposée invariable, Т* sera proportionnel au 
cube du demi grand axe a de l’ellipse. 

Si Von suppose le soleil immobile, que Гоп réduise cet astre et 
une planète quelconque à deux points matériels, l'hypothèse de Newton 
consiste en ce que le soleil attire cette planète proportionnellement à la 
masse de celle-ci et en raison inverse du carré de sa distance au soleil. 
Le mouvement de la planète sera donc régi par les formules que nous 
venons de trouver, et qui renferment les trois lois dites de Képler : 

4° Le rayon vecteur mené du soleil à (а planète décrit une aire plane 
qui varie proportionnellement au temps ; 

2° La planète décrit une ellipse dont le soleil est un des foyers; 

5° Les carrés des durées des révolutions des planètes sont entr’eux 
comme les cubes des grands axes de leurs orbites. 


Exercices. 


a. Un point matériel, animé d’une vitesse initiale horizontale v,, décrit sous l'action 
d'une force verticale la chaînette 


+”) 


Déterminer l'intensité de la force accélératrice, la vitesse correspondant à une posi- 
tion donnée du point, le temps qu'il met á atteindre cette position? 

В. De l’équation X = 0 on lire © = v,t; éliminant х, on a y en fonction de ¢, d’où 
vy et Y. On trouve 

de _ = 
Y=a% = ph: => 

». Un point décrit une cyclofde par l’action d'une force parallèle à la base. Trouver 
l'expression de la force accélératrice et celle de la vitesse en fonction de l'angle o», les 
équations de la trajectoire étant 


e = 6 مه)‎ — Sin و(ه‎ y =a(1 — cosa). 


at 


А. On a vy = const. =, "一 “名 2 Х Taine tesa)” 


A) 
© = 2 8ec- + 
2 


a. Déterminer le mouvement d’un point sollicité vers un centre fixe О par une 
force proportionnelle á sa distance á ce centre. 
R. L'origine étant en O, les axes rectangulaires, soient ره‎ В les coordonnées, <’, 8” les 
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eomposantes de ja vitesse du point pour ¢ — 0; »* une constante positive. Les équations 
du mouvement seront de la forme 


intégrant et déterminent les constantes, on trouve 


2 一 x eos ut + هاو‎ pi, у = В cos ut + sin pl; 
‘ l'équation de la trajectoire est 1 | 
(ay — Se) + قير‎ (ay — В=)* = (aa’ — Ba’); 
c'est une ellipse dont O est le centre. Mouvement périodique, dont la durée T — =. 
4. Un point est sollicité vers un centre fixe par ane force 1 


f (9) 
P= n° 

Trouver l'équation de la trajectoire. 

В. Soient vo, 0, les valeurs initiales de v et de 0; « l'inclinaison de la vitesse initiale 
sur l'axe des a. L’équation est 


2 9 
一 一 kv, sin (a — 0) 一 { / (5) sin (5 — 0) 45. 


5. Démontrer que, si un point déerit une conique par l’action d’une force dirigée 
vers le foyer, cette force est en raison inverse du carré de la distance, 
В. L'origine étant au foyer, a, 6, des constantes, l'équation de la trajectoire est 
de la forme 
إل هه ع و‎ by+c, 
et l’on a les équations 
А, 2e +y% di nt Cr +6 


On déduit facilement de lá les équations 


46-97 4-4-9 


et en remplaçant 2 par r cos 0, y par r sin 0, dérivant par rapport à t et ayant égard 
à l'équation r*d9 一 kdt, on a enfin 


dz Ko dy _ “Ya 
de cr ап == ys ). 





(4) Voir, sur une question plus générale, 3, + Brant, С. Dansoux et Ндтрнкм, 
Comptes-Rendus, t. 84. 
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6. Un point M décrit une circonférence sous l'action d'une force dirigée vers un 
point O de la courbe et fonction de la distance ОМ = r. Trouver l'expression de la 
force accélératrice P et de la vitesse v en fonction de r. 

В. Prenant O pour pôle, et désignant par д une constante, on aura ) 2, ex. 4) 


P= 一 £ و‎ WM -—>. 

9. Un point matériel est sollité vers un centre fixe O par deux forces, l'une attrac- 
tive et proportionnelle à la distance, l’autre répulsive et en raison inverse du cube de 
la distance. La vitesse initiale est normale au rayon vecteur : trouver le mouvement 
du point. | . 

R. Application des intégrales des aires et de la force vive. Опа 


1 7 。 ' 


r étant le rayon vecteur mené du point O, А et k des constantes faciles á déduire des 
données initiales, Posant 


VEE _V 
А №. . 
on trouve 
. ©1435 ave — 
8 — ts = 
”一 giv? cost ون‎ + pr? sin® 67 eee „Ив OV ad, 
pri = cv sin? 4 V ut pr? cos! ¢ V a. 
Discuter la trajectoire dans les différents cas. 
©, Un centre d'action С décrit autour du centre O un cercle de rayon a avec une 
vitesse angulaire constante «. Un point M, mobile dans le plan du cercle, est attiré 
vers С avec une intensité k*u (м 一 MC). Déterminer le mouvement du point М. Cas où, 
pour ¢ =o, M est sans vitesse en O. 





В. 1° Si k* 一 a2 o, on trouve pour les coordonnées du point M 
ka 
لين — ثم‎ 


Le mobile décrit une ellipse suivant la loi des aires autour d'un point qui déerit lui- 


a 


2 . 
ja : matos ob y = Ar cos kt By sin ke + sin of. 








e — À cos kt-+-B sin kt + 





méme un cercle de rayon autour du point O avec une vitesse angulaire o. Si & 


A? — ot 
et w sont commensurables, le mouvement est périodique. — 2° Si 4? = رثن‎ avec bo == 0, 
Фо = Yo =0, On trouve 


Г. a,. 
a= —— sin ol, y=; (sin wt 一 wf 608 ul). 


Le point M parcourt une spirale d'Archiméde autour d'un point qui oscille sur un 
diamètre du cercle de rayon a : 2 et de centre O. 
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©. Un point matériel est sollieité vers un centre fixe O par une force dont l'expres- 
sion est 
ak* a? 69 E? 36% 
f(r) = “er _ 3507, 
La distance initiale au point O est a; la vitesse initiale est normale au rayon vecteur 
et égale à &: в. Déterminer le mouvement du point. 
R. Appliquant encore les intégrales de la force vive et des aires, et déterminant les 


constantes par les données initiales, on trouve . 
2 
= ("Е -十 - > rado = kdi ; 


de la on tire 
= af cos*0 + D’ 81030, 
la trajeeloire est la polaire d’une éllipse par rapport à son centre. Ensuite on a 
ahi = (a? + 09) 0 + (a* — 6?) sin 6 cos 6, 
2 2 
la durée T d’une révolution complète est zor” ; enfin, on a encore les relations 


= ثم‎ (at cos* 6 + أن‎ sin° 9, مكيف‎ — fr). 
(es cost 6 + b* sin? ae” de rs 
20. Un point déerit une parabole autour d'an centre fixe qui l'attire suivant la loi 
de Newton. Trouver 1* le temps ¢ compris entre le passage au sommet et une position 
quelconque, en fonction de l'angle 6 que fait le rayon vecteur avec l'axe ; 2° le temps T 
compris entre les passages en deux points donnés, en fonction de leur distance e et de 


leurs rayons vecteurs r et 9’. 
В. Soit р le demi paramètre. D'après le n° 484 on aura 


2 


= ——ы قير‎ = = 
1 + cos 6 | HP; 


appliquant l’équation des aires et posant tg > 9—5, on trouvera 


.)5410( ممه 


Soit, pour un second point donné, ¢’ = в 9’; transformant l'équation 


13 7 2 
24T = )و _ 5( م‎ ее) , 
on trouve 


Vp = (r + 2° + ot (+ o —o)?.‏ الاير 


aa. Un point matériel est sollicité vers un centre fixe O par une force 


О: 


— 214 — 


k est la constante des aires(2854), est compris entre o et т. Га vitesse initiale est sup- 
posée telle que г — 7» donne © = 0, ¢ = T. Déterminer le mouvement, et montrer que 
quand 7 =f, le mouvement peut continuer, soit suivant [а loi donnée par l'intégrale 
particulière, soit uniformément sur un eercle de rayon r,(1). 

#9. Déterminer le mouvement d'un point pesant dans un milieu dont la résistance 
est directement opposée á la vitesse et proportionnelle 4 une fonetion donnée de cette 
vitesse. 

R. Soient mgf (v) cette résistance, y l'angle que fait la direction de la vitesse avec 
l’horisontale ОХ ; oo a les valeurs de © et de ф pour ¿ =0; l’origine au point de départ. 
Les équations du mouvement seront 





ров y, Пу Г) sin y 
Eliminant /(v), on a 

de — où at 2 ®, y 4. 
la) Y q — و‎ 606 y, d'où dt — TTL de = 9 cose. 


v . vi 
de = cos pde حت‎ — dy, dy =sin pde =— هاس‎ y dp. 


Eliminant d entre (т) et (a) on obtient l'équation à deux variables 
(3) 4. v cos م‎ = uf (v) de, 
dont l’intégration donnerait ©, et par suite £, ره‎ y, en fonetion de +. On intègre per 
approximation en supposant que, sur une portion de la trajectoire, y varie assez peu 
pour que l’on puisse écrire 

__f (ev cos $) 
== os 7 

« étant une constante convenable. 

Posant alors cv cos 9 = ©, cv, Cos a = w,, ON trouve 


dp «du — a [3 " dw oi ” dw 
cate wf)’ 87 Bet ara: ووو‎ Г, 


т (% wde _ 1(% dw © dw 
88 ,مل‎ 1) Ти MG ESE 
Le probléme est ramené aux quadratures. Dans le cas d'une résistance proportion- 
nelle au carré de la vitesse, / (©) = .ثم‎ On trouve, calcul fait, 


We Ц, % 1) 
ع م‎ TT put! = pa Pm (1 + guto.t), 
١ e / 1 2 \ _ get gent 
+ءها- ره‎ (5-5) =e SS, 


(1) У. Boussinzsq, Compies-Rendus, t. 8$, р. 944. 
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1 1 1 
A +2)" (es) 


一 一 (人 — + (+ Е И: 
gu € 240; JA 240, 4 


— 24+ ——. 


ze G—e#"), 


équation de la trajectoire. (Voir, pour l’asage de ces équations, la Balistique extérieure, 
par M. Ds Titty, pp. 72-113.) 


$ 4. MOUVEMENT D'UN POINT SUR UNE COURBE FIXE. 


153. Dans les problèmes que nous avons à étudier, où il s’agit du 
mouvement d'un point qui n'est pas libre, nous nommons force conservée 
d’un point la résultante des forces motrices qui agissent sur lui à l'instant 
considéré et des réactions qu'il éprouve de [а part des obstacles, Cest, en 
d’autres termes, la force qui, appliquée au même point supposé entière- 
ment libre, lui communiquerait le même mouvement qu'il possède dans 
les conditions où il se trouve. Elle est donc représentée en grandeur et en 
direction par l'accélération multipliée par la masse du point. 

Considérons d’abord un point qui se meut, sous l’action d’une force P, 
sur une courbe fixe dont on néglige le frottement; nous regarderons le 
point comme libre, en joignant à la force P la réaction normale inconnue 
М de la courbe. Soient X, У, Z les composantes rectangulaires de la force 
P; x, y, ع‎ les coordonnées du mobile; À, y, у les angles directeurs de la 
réaction М; les équations du mouvement d’un point libre(889)donnent 


dix 


100 - = X-+ Neos À, 
m Py 
ms Y +Ncosp, 
m oF TN cos». 


A ces équations, on joindra celles de la courbe donnée 
Е (2, у, (ع‎ =0, F, (2, y, 2) =0, 


la relation connue 
cos?) + costu 十 costy = т, 


一 26 一 


et enfin celle-ci, qui exprime que la réaction N est normale à la direction 
de la vitesse, 
cos À dx + cos » dy + cos v dz =o. 

On aura un systéme de sept équations pour déterminer les sept fonc- 
tions inconnues du temps x, y, رع‎ М, À, м, у. Mais la complication de ce 
système dans la plupart des cas nc permet pas de l'utiliser, et l’on suit 
une autre méthode. 

Les équations de la courbe déterminant deux des variables x, y, я en 
fonction de la troisième, il suffit évidemment de trouver une relation 
entre l’une d'elles et le temps pour achever la solution. Or, l'intégrale 
de la force vive fournit, dans beaucoup de cas, cetto relation. Supposons, 
en effet, qu'il existe un potentiel et que Гоп ait 


Xda + Ydy + Zde =m de (x, y, 2), 
d'où résulte, comme nous l'avons prouvé, l'équation 
دن‎ =29 (5, y, 2) + С, 

C étant une constante que l’état initial fait connaître. Résolvant les équa- 
tions F =o, F, = 0 par rapport à x, y, par exemple, on aura 
4х + dy + d2* de 
Ee +O 

Substituant ces veleurs de x, у, v* dans l'intégrale de la force vive, on 
trouve 


c= f@)y= | (2), "= 








de 





ан HP (ah Pi = 29 (о, №), #1 +6, 
d'où Гоп tire 
ar HTP OTE, 
V 291f(2), fr (2), #1 + C 

On aura doncten fonction de z par une quadrature, et Гоп en 
déduira z en fonction de ¢. La constante introduite par 
l'intégration ве détermine par la valeur de ع‎ qui répond 
àt=0. 

254. Le mouvement connu, la réaction N se trouvera 
par une construction très simple. Soient Ра, Ps (fig. 90) 
les composantes de P tangentiellement et normalement 
à la courbe, R le rayon de courbure en M. La réaction N 
est dans le plan normal P,MZ, sa composante tangentielle est donc nulle; 


Fig. 90. 
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d'oú il suit que la composante normale MZ de la force conservée (résul- 
tante de P et de М), laquelle est то? : В, sera la résultante de P, et de М. 
D'autre part, la force centrifuge MZ, est égale et opposée & MZ; la pres- 
sion №, du mobile sur lu courbe fixe est égale et opposée à М; le paral- 
lélogramme MP,N,Z, nous fait donc voir que N, est la résultante de P ct 
de MZ,; done, lorsqu'un point parcourt une courbe fixe sans frottement; 
la pression qu’il exerce sur elle est la résultante de la force centrifuge et 
de (а composante normale de la force motrice. 

Or, la composante normale Рз est connue; v* est connu par l’équa- 
tion de la force vive, В par les équations de la courbe; la force 
centrifuge est done connue, ainsi que sa direction qui est celle du 
prolongement du rayon de courbure. On peut done construire N par ce 
qui précède. 

155. Mouvement d'un point pesant sur un cercle vertical. — Théorie 
du pendule simple. — Concevons que la courbe fixe 
sit un cercle vertical, de rayon /; que le point 
mobileM soit soumis seulementál'action de la pesan- 
teur. Soient OX (fig. 91) un diamétre horizontal, 

OZ le diamétre vertical mené dans le sens de la 

pesanteur. Nous avons d'abord l'intégrale de la 

force vive 

(т) نم‎ = 2g24-C; Fig. 91. 

la constante С est déterminée par la formule С =v! 一 29go vo, Zo 8€ 
rapportant à {— o. Cette équation fait déjà connaître quelques propriétés 
du mouvement du point. Chaque fois que z repasse par la même valeur 
ou que le mobile se trouve à la même hauteur au-dessus du point le 
plus bas В, la vitesse reprend la même valeur; cette vitesse est d’ailleurs 
toujours croissante avec z. 

Pour que la vitesse s'annule, il faut, d'après (1), que Гоп ait 

2gz+C—0o, ou eos 

Or, cette condition ne peut se réaliser, le point mobile étant assujetti 
à rester sur le cercle, que si cette valeur de ع‎ est comprise dans l'inter- 
valle (— l, + 0). De la trois cas à distinguer : 


с с с 
mg Sth go a 
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ou 
| 1١ С> 296 2° С= 291, 5° C < 291; 
[on ne peut avoir С < — 29[ à cause de l’équation (1)]. 


4° La vitesse v ne pourra devenir nulle en aucun point de la circonfé- 
rence; le mobile continuera donc á se mouvoir toujours dans le méme 
sens en parcourant la circonférence entiére, avec une vitesse alternative- 
ment croissante et décroissante. La vitesse maximum correspondra à z— l, 
ou au point В; la vitesse minimum à z = — $, ou au point culminant С. 

2° La vitesse du point ne pourra s'annuler que pour £ = — l, donc au 
point culminant C : si le mobile atteint cette position, comme la force 
motrice y est détruite par la réaction de la courbe et que la vitesse est 
nulle, le point restera indéfiniment en repos; mais si l’on cherche le 
temps t que le mobile mettrait à atteindre le point С, on trouve une 
valeur infinie, ce qui montre que C est un pointasymptote dont le mobile 
s’approchera indéfiniment sans jamais y arriver. Ce cas singulier est 
évidemment sans importance pratique. 

3° C'est le cas le plus important; la vitesse v deviendra nulle, comme 


nous l'avons remarqué, pour z = == - Menons la droite horizontale DE 


représentée par cette égalité. Le mobile ne pourra jamais s'élever 
au-dessus de cette droite, car on aurait alors v* > o. 

Lorsque le point M atteint l’un des puints D, E, par exemple le pre- 
mier, sa vitesse est nulle; comme le point D n'est pas une position 
d’équilibre, le mobile descendra suivant DB avec une vitesse croissante 
jusqu'en В, où v est maximum. Il s’élévera ensuite suivant BE, et sa 
vitesse, en vertu de la relation (тг), sera maintenant décroissante, 
jusqu’à s'annuler en E. 

En ce point, comme en D, l'équilibre n'ayant pas lieu, le mobile 
redescendra suivant l'arc EB avec une vitesse croissante, puis parcourra 
Parc BD et arrivera en D avec une vitesse nulle, et ainsi de suite. En 
résumé, le mobile aura un mouvement oscillatoire de part et d'autre de 
la verticale CB, et comme la vitesse est toujours la méme aux mémes 
points de la trajectoire, il est visible que la durée des oscillations sera 
invariable. 

156. Déterminons la position du mobile en fonction du temps. Soit 9 
l’angle MOB que fait le rayon vecteur OM avec la verticale OZ, cet angle 
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étant compté positif à gauche, négatif à droite de OZ; nommons © la 
valeur de 9 qui répond au point D où la vitesse s'annule. En vertu des 
relations | 


2 2 
z = ) 008 لشم سكا و8‎ о = 244 cos a + С, 


l'équation (1) prend la forme 


de? 


TT (cos 9 — cos a), 


d’où 


dt = + L > y: 
291/0080 — cosa a 

Le signe + répond au mouvement dans le sens EBD, 8 et ¢ variant 

dans le méme sens; le signe — au mouvement dans le sens DBE. Posons 
sinfa=k, sini0=kesin q, 
car 0 est numériquement moindre que «; nous aurons 
cos 4 9 40 = 2k cos ب‎ lp, cos$0 = 4/1 —k sin’ 9, 

donc 


dt = + \/: 8 _ 4 __ . 
9 И! — & sin’ ب‎ 
L'origine du temps étant fixée lorsque le mobile est en D, t=0 donne 


6 =a et sin ф==г, donc, en prenant d’abord le signe 一 puisque le 
mouvement a lieu dans le sens DBE, on aura 


М 
‘= e —— 
9 Joy 1 — k* sin? y 
en sorte que le temps s'exprime, en fonction de l'angle y, par une inté- 
grale elliptique. Pour évaleur la durée T d'une demi-oscillation, qui est 


double du temps que le point met à arriver de D en В, on a l'équation 


Tr 


ay if dp 
9^0/ 1 —k* sin? y 


ou, d’après une formule connue (Couns р’Ан,, 826), et en remplaçant & 
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par sa valeur, 


B y + (2) جهو عم‎ (Зы. 


Cette série converge d'autant plus rapidement que a est plus petit. 

157. Le pendule simple est un appareil idéal constitué d'un point 
matériel pesant М, suspendu par un fil ou une tige sans masse et de lon- 
gueur invariable à un point fixe O autour duquel la tige peut tourner 
librement. On écarte la tige de la verticale et l’on abandonne le système 
à l’action de la pesanteur : le point M décrira évidemment un cercle ver- 
tical dont le centre est en O, et son mouvement suivra les lois ci-dessus. 
La tige oscillera de part et d'autre de la verticale OB; la durée T de la 
demi-oscillation du pendule sera donnée par la formule (3) dans laquelle { 
désignera la longueur du pendule et x son écart initial par rapport à OB. 
Lorsque cet écart est trés-petit, il est permis de négliger les termes de la 
série qui renferment le carré de sin 4 a, et l’on obtient la formule 
approchée 


/ 
(4) T=7\/; 
_ La durée T est donc indépendante de la valeur de l’écart initial « ou de 
l'amplitude des oscillations. Cette propriété, qui constitue ce que Гоп 
nomme l'isochronisme des oscillations du pendule, est des plus impor- 
tantes; elle sert de base à l'application du pendule pour régler le mouve- 
ment des horloges. Dans des recherches de précision, lorsque l'angle « 
est un peu plus grand et que Гоп a besoin d'en tenir compte, on con- 
serve un terme de plus dans la série (3) et Гоп y remplace sin 3 » par 
+a, ce qui donne 


RACE) 


Dans un pendule réel, la masse pesante a toujours des dimensions 
finies, et de plus la tige a également une masse et un poids déterminés; 
néanmoins, nous verrons que le calcul des oscillations de ce pendule maté- 
riel se ramène à celui du mouvement d’un certain pendule simple, et par 
suite aux formules précédentes. 

D'après la formule approchée (4), la durée de l’oscillation du pendule 
est proportionnelle à la racine carrée de sa longueur et en raison inverse 
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de la racine carrée de l'accélération g due à la pesanteur, et ceci fournit 
un moyen précis de mesurer l'intensité de la pesanteur en un lieu 
donné de la terre. Supposons, en effet, que l’on fasse en ce lieu osciller 
un pendule de longueur /, et que l’on compte le nombre n des oscilla- 
tions dans un temps 0. On aura donc, T étant la durée d'une demi- 


oscillation, 
T _ 2 , 0 => \/: 0 
2n 2n 9 


4n*n* 
9 = gs e 


et par suite 





Les quantités qui figurent dans le second membre étant mesurées avec 
exactitude, on en déduira la valeur de д. C'est par ce moyen que l’on a 
déterminé le nombre 9,809 dont nous avons fait usage, et que l'on a 
constaté les lois de la variation de la pesanteur suivant la latitude. 

158. Pendule cycloidal. — Un point pesant se meut sans frottement 
sur une cycloide renversée à base horizontale. Déterminer son mou- 
vement. | 

Soient a le rayon du cercle générateur, £ la distance МР du mobile à la 
base, s ’агс BM compté du point le plus bas; zo, so les valeurs de z et 8 au 
point A, où la vitesse est supposée nulle. On a trouvé (Cours p’An., 84?) 
pour la longueur de l’arc compté de l’origine O de la cycloïde et pour 
Vordonnée z, en fontion de o, 

44 (т — ومع‎ 4 0), 2=a(1 — cos w) = 24 sin? q 0, 
et par suite, 





et 
$ == مو‎ — 44 (1 — cos = ®) = 40 2034 ©, х =m— وس‎ 
et aussi 
2 
Хо == 28 一 Sa . 
D'autre part, le théorème de la force vive donne l'équation 
ds? st —- 8° 
9 == — => — ho} == ? 
= 29 (2 — 2.) 一 9 16 

d'oú ١ 
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le signe — étant déterminé par le sens du mouvement. De lá on tire, en 
intégrant et prenant { =0 pour 8 == 8», 


t=2 —arccos—; 8==8, 608 — Ze 
9 So . 2 a 


Le point M oscille de part et d'autre du point le plus bas; la durée T de 


l'oscillation est indépendante de l'amplitude et égale à ry / с. La 


courbe est tautochrone. 

159. Nous avons fait abstraction jusqu'ici du frottement que la 
courbe exerce sur le point mobile. Nous allons considérer, pour plus 
de généralité, que le mobile éprouve, soit par le frottement de la 
courbe, soit par la résistance d’un milieu ambiant, une réaction R 
directement opposée à la vitesse du point et représentée par une fonction 
mf (v)de cette vitesse. Pour parvenir simplement à l'équation du mouve- 
ment, écrivons que le travail élémentaire de la force motrice P augmenté 
de celui de la réaction В égale le demi-accroissement de la force vive 
dans le temps infiniment petit dt. Nous aurons l’équation 


: — 
d — == Раз cos Pb — mf (v) ds, 


car cos Rv 一 —т. Admettons, de plus, que P dérive d'un potentiel 
mo (x, y, z); l'équation précédente deviendra 
(5) 4.#'=24.Ф(х, у, =) — 2 f (5) ds. 


Au moyen des équations de la courbe, оп exprimera x, y, z en fonc- 
tion d'une même variable auxiliaire 9, et par suite, vou ds: dt en 
fonction de 8 et 40 : dt. On aura donc à intégrer une équation différen- 
tielle du second ordre entre 0 et t, et si l'on résout ce problème, x, y, 2 
seront connus en fonction du temps et le mouvement du point sera connu. 


Exercices. 


4. Déterminer la courbe située dans un plan vertical, telle qu’un point pesant, par- 
tant sans vitesse d'un point donné А de cette courbe, mette le même temps à atteindre 
un point quelconque M de la courbe que s’il parcourait la corde АМ. 

А. Soient r la distance AM, 6 l'angle de AM avec la verticale. Le théorème de la force 


vive donne la relation 
dt == VE Er, 
29 7 COS р 
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En y supposant 6 constant, on en déduit, pour le temps que le mobile mettrait à par- 
courir la corde AM, 





ar ‚ d'où “到 1 490040 


y cos 8 + eos 0 














En égalant di, à dé, comme l'exige 5 on а la relation caractéristique de la 

courbe 
г (1 —tg* 0) 00 =2tg 0.dr, r* —Csin 2 0 )) =const.). 

La courbe est une lemniscate dont l'axe est incliné de 46° sur la verticale (SAL- 
LADINI). 

3. Un point pesant parcourt sans frottement une hélice dont l'axe est vertical. 
Déterminer le mouvement du point, sa vitesse à un instant donné, la réaction nor- 
male de l’hélice. 

R. U'axe des 3 positifs suivant l'axe de l’hélice, de haut en bas ; le plan ХТ passant 
par le point où la vitesse est nulle; a le rayon du cylindre, + l'angle sous lequel 
l'hélice coupe les génératrices da cylindre. On trouve 


2 
3 =£ cos'r, 9 — gtcos r(Mouv. unif. varié). 


La réaction normale de l’héliee est la résultante d'une force égale à 
mg*t*cos*rsin® + 2mg3 sin? т 
a = a 
dirigée perpendiculairement à l'axe, et d'une force verticale mg sin + en sens con- 
traire de la pesanteur. 

8. Un point M, sollicité vers un centre O par une force qui est une fanction donnée 
mf (>) de la dislance OM —r, est assujetti A se mouvoir sans frottement sur une 
droite fixe AX. Il est écarté d’une très petite quantité æ, de la projection A du point O 
sur la droite fixe, et abandonné sans vitesse, Quelle est son mouvement? 

В. Appelons z la distance AM, a la perpendiculaire OA; l'équation du mouvement 

d*x 

j= (r) = -, 
en observant que عدم‎ Y al + * et négligeant les termes en as dans le développement 
de r”1 et de f(r), devient 


a+ ma = و0‎ [ие | . 


E — © 609 pl, Y حت‎ — py sin pl. 
Mouvement oscillatoire périodique. 
4. Un point se meut sans frottement sur une spirale logarithmique 7 = aex0, sous 
l’action d’une force dirigée vers le pôle O et égale à mu : '*. Pour ¿ =0, on a v=0, 
г = a. Déterminer le temps T que le mobile met à atteindre le pôle O, 


On tire de lá 
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В. L'intégrele de la foree vive deane 


"-=(;-:). 


Exprimant ds en fonction de r et dr, on trouvera 


AA e tir Ey pet, 
aV an re) aa ap 


5. Mouvement d’un point pesant sur un cercle vertical, en supposant wane résis- 
tance directement opposée à la vitesse et proportionnelle à celle-ci (Pendæ le simple 
dans un milieu résistant). 

В. Soient 1 le rayon du cercle, 6 l’angle du pendule avec la verticale. On fera dans 
l'équation (5) 

=D حرم‎ - ul 


. l'on aura pour l'équation différentielle da mouvement 


>» p(e,y,2)=glcos0, de =— М> - 


00 d8 9... 
qa t 8g, FG 0 ح-‎ 


Pour de trés-petites oscillatious, on peut remplacer sin 0 par 0; on ret «combe sur 
l’équation de l'ex. 6, $ 1. Les conclusions trouvées sont applicables, № «ouvement 
oscillatoire á oscillations de durée constante, d'amplitude décroissante. 


5 $. MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL SUR UNE SURFACE РИ XE. 


160. Lorsqu'un point matériel est assujetti à rester sur une surface 
fixe, dont l'équation 
Е (x, у, 2) ع‎ 0 
est donnée et dont le frottement est négligeable, on peut encore agypliquer 
les équations du mouvement d'un point libre en joignant à ja force 
motrice P la réaction normale М de la surface. Les cosinus direc @eurs de 
N sont (69) 


1 OF 1 OF 1 OF 
+ V dx , + Voy ) + Voz 9 
et les équations différentielles du mouvement seront, par consé quent, 
| mm dr N OF 
| ан Vor’ 
d*y МОЕ 
(1) | m de = Y + V dy , 
d?z МОЕ 
"ан 2 = V dz 
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L'équation de la surface, jointe aux équations (1) et aux données initia- 
les, détermine les quatre fonctions inconnues du temps x, y, z et М. 

Le double signe qui affecte les termes en N se rapporte aux deux direc- 
tions opposées suivant lesquelles la réaction de la surface peut agir, l’une 
extérieure, l'autre intérieure. On considérera (М) comme une inconnue 
que l’on éliminera entre les équations (1), et lorsque l’on aura trouvé 
x, y, ع‎ en fonction de 4, la substitution de leurs valeurs dans une des 
équations (1) donnera la valeur de (EN), et par le signe qu’elle lui 
attribuera fera connaître si c'est le signe supérieur ou le signe inférieur 
qu'il faut adopter dans les équations (1); par suite, on saura dans quel 
sens la réaction N s'exerce. 

261. Lorsqu'il existe une fonction des forces, on a 


Хах + Ydy + 24: = m d. q (x, y, 2), 


et l'intégrale de la force vive a lieu (147), ce qui facilite la solution du 
problème. On montrerait faciloment, comme nous l'avons fait pour le 
mouvement sur une courbe fixe, que la pression sur le surface est la 
résultante de la force centrifuge et de la composante de P normalement 
À la trajectoire; mais comme ici la première de ces deux forces n'est pas 
connue en direction, cette construction п’ойге plus les mêmes avantages. 
Si le point mobile n’est sollicité par aucune force motrice P et que la 
réaction de la surface agisse seule, l’intégralc de la force vive devient 





v'=C; 


le mouvement est uniforme. De plus, la composante normale de P dispa- 
raissant, la pression du point sur la surface se confond en grandeur et en 
direction avec la force centrifuge то : В; donc le rayon de courbure de la 
trajectoire est dirigé, en chaque point, suivant la normale à la surface 
F— 0. Une courbe tracée sur une surface et jouissant de la propriété 
précédente se nomme une ligne géodésique de la sur- 
face; elle est, en général, la plus courte que l'on 
puisse mener sur celle-ci entre deux quelconques de 
ses points. 

162. Comme exemple du mouvement d'un point 
sur une surface, nous étudierons celui d'un point Fig. 92. 
pesant sur une surface sphérique. Prenons le centre O pour origine, 
l'axe positif OZ vertical dans le sens de la pesanteur; soit a le rayon de 


16 
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la sphére. On a ici 
X = о, Y = о, 7 = my. 


Les cosinus directeurs de la normale en M (x, у, z) vers le centre étant 


xz Z | 
Ta —2, — >” 20105 aurons, en considérant pour éviter les 


doubles signes, la quantité N comme positive ou négative selon que la 
réaction agit vers l'intérieur ou vers l'extérieur de la sphére, - 


(2) mas = Ne „РУ — NY dig _ Nz 
2 de a , dee а ? п du Dr 


L'équation de la force vive devient 


(3) أن‎ 一 292 +C. 

Introduisons comme variables l'angle 9 que fait le rayon OM avez © 07, 
et l'angle Y que fait le plan mobile ZOM avec le plan fixe XZ. La y itesse 
angulaire du plan ZOM autour de la verticale étant dip: dt, la writesse 
d'entrainement du point M par ce plan sera a sin 6 dy : dt; sa vitesse= rela- 
tive dans ce plan mobile est évidemment a db : dt, el comme ces deux 
composantes sont perpendiculaires l'une à l'autre, on a, pour la y ñtesse 
totale v, . 

de? 1 
y = а* (Gat si а 

Substituons dans (3), 9115018 par a*, remplaçons 2 par а cs 6, 

posons С = a*h; il viendra 


(4) D + sin nt O7 29 co 6 +h, 


D'autre part, la force motrice mg et la réaction N étant toutes deux dans 
le plan vertical ZOM, leur résultante va rencontrer l’axe OZ, et le théo- 
réme des aires a lieu pour le plan XY (143). On a donc 

prdy = a? sins Od) 一 С, dt, 
ou, divisant par a? sin? 04 et posant C, =a*k, 


dy _ k 
(5) dt 5010’ 
L’élimination de dy : de entre (4) et (5) conduit à l'équation 


do? 2 kt 
(6) + eos 0 — =» 
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d’ou Гоп tire, en р раг sin* 0 et posant cos 9 = y, 


(7) (ML) фм), 


d’ou eneore 
dt = + du 


\ / (+29) — u*) — k! 


La valeur de ¢ en fonction de u s'obtient ainsi par une quadrature qui 
se raméne aux intégrales elliptiques; connaissant ¢ en fonction de cos 0, 
on en déduit 9 en fonction de $. L’équation (5) devient 


(8) dy = + i . 
' (1 — ut) (44220) ( — цз) — ks 
Les constantes h, k et celles qu'introduisent les quadratures (7) et (8) 


se déterminent par les données initiales. Soient 0o фо, 9, Y; les valeurs, 


pour {= о, de 0, ф, et de leurs dérivées par rapport au temps. On a, par 
les équations (4) et (5) 


(9) h = 0,3 + ثيل‎ sin* 0, 一 <3 cos 0, k=) sin? 6,. 
Quant Y =0, la vitesse initiale du mobile est dans un plan passant 


par la verticale OZ, k = o et Гоп retombe, comme on le voit facilement, 
sur l'équation du mouvement du pendule simple. 

On détermine la réaction N pour une position quelconque du point 
mobile, en ajoutant membre & membre les équations (2) multipliées res- 
Poctivement ый x,y,z. On a 


a" iia tM + 
m(=7 د‎ ae at +2 )= د‎ 一 mgz — №. 
Mais la relation x? + y! ل‎ 2? = a’, différentiée deux fois, donne 
dx dy de _ ， 
eat at a rare قري‎ 
ce qui transforme l'équation ci-dessus en celle-ci : - 


N _ Meet 92) __ m (392 + ©) ， 
a а 
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en vertu de l'équation (3). Cette formule montre que N est toujours 
positif en même temps que £, c’est-à-dire que la réaction N est dirigée 
vers l'intérieur de la sphére lorsque le mobile est au-dessous du plan 
horizontal mené par le centre O. 

263. Lorsque 0,, 9;, وبل‎ sont très petits, les valcurs (9) de À et k mon- 
trent que k est très peu différent de zéro et h de — 2g : a. Le second 
membre de l'équation (4) doit être toujours positif, puisque le premier 
l'est, donc cos 0 doit toujours rester très voisin de l’unité ou 9 de zéro. 
Dans ce cas, le rayon vecteur OM fait toujours un très petit angle avec 
la verticale, et si l’on néglige le cube de 9, on aura 

sin0—0, u=c080==1—¿0%, du=—0d0, 1 —u = 05, 
en sorte que l’équation (7) deviendra 


ga 29 9 ) +) 9 
a! 6? — k? 一 二 0 6? 一 
on (4473 ‘| - + 
Cette expression devant rester positive, 0* varie entre une ¡mit 
inférieure (8? et une limite supérieure a?, et Гоп а 


dG? 
وز‎ =2 (at — 01) (07 — В. 


On peut donc poser, en désignant par и une variable auxiliaire, 
05 — a? cos? u + В sin! u, 
d’où l’on tire 
al — 05 == (a? — В*) яп и, 0% — [3 == (a? 一 和) cos! e, 
040 = — (22 — В*) sin u cos udu, 


ce qui transforme l’équation ci-dessus en celle-ci : 


et par suite, en déterminant la constante de facon que u ct ¢ s'annulent 
ensemble, 


d’où 
(го) 0 一 a? cos? pl + В sin? pl. 

On voit par lá que l'angle 0 oscille périodiquement entre cx et В, la 
durée 7 de la période comprise entre le maximum ct le minimum 


u = Ш, 


étant E . 
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L'équation (5) donne ensuite 
dy = kdt _ kdt _ kdt 
sintg 0% al cos! pt + Bl sin? ut 


Intégrant et prenant le plan XZ de facon que y soit nul en méme temps 


que ¢, on aura 
=> سوس‎ 8 C — o 
y 8 гс tg ( ig м) 


Mais, a et В étant les valeurs de 6 qui annulent 09: dé, опа 
ak? k 


AB, dod — mer, 
9 


app 


done 
pue ( ant), oo (rete Brg 
Cette équation détermine y en fonction de $, et fait voir que y croît 


. . п п 
indéfiniment avec {, en passant par les valeurs о, n, À ‚ап, ... AUX 


époques ¢ = о, т, 27, 35, 4т,.., qui correspondent aux maxima et aux 
minima de0.Le plan ZOM tourne donc autour de la verticale OZ, toujours 
dans le même sens, en faisant un tour entier en un temps égal à 
47 = 2. Enfin, l’équation (11) donne 


sin y cos ф _ 1. 1 


== eo, — _ ل‎ A Poo ro rca, كم‎ 


Bsin pl acospt تبر‎ court pt 0 





d’où 

0 sin y = В sin pt, 0 cos Y = а cos pl, 。 
et, par suite, 

a sin 0 cos { = 00 cos ф = aa cos pt,‏ = عد 

у = a sin 6 sin y == а0 sin y — af sin pt, 
d'oú enfin, éliminant t, 

2 y 
= +3 = а*. 
Cette équation représente la trajectoire de la projection du point 


mobile sur le plan XY ; elle montre que cette projection décrit une petite 
ellipse dont le ecntre est en O, et dont les demi-axes sont aa, af. 
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Ces résultats ne sont qu'approximatifs. M. Resal a montré que, si l'on 
tient compte des quantités de l’ordre de 04, Vellipse a un mouvement de 
rotation autour de la verticale. 


Exercices. 


а. Mouvement d’un point pesant sur un plan ineliné, sans frottement. 
`В. Prenons le point de départ pour origine O, Гахе OZ vertical dans le sens de la 
pesanteur; l'axe OY horizontal dans le plan incliné; soient « l’inelinaison du plan 
sous le plan horizontal, ىه‎ la vitesse initiale dans le plan, 8 l’angle que sa direction 
fait avec OY. Les équations du mouvement seront 
d* 


de . 43 
mi = sine,  w-5==0, mi = mg — N cosa, 


et l'on trouvera 


ge. . | | . 98. . . 
.= q Ana — val sin $ cosa, У حت‎ © 205 В, 3 一 q fin x — в sin В SID к, 


av? cos! 8 


.-) عش‎ 9 sin > ATDES N = mg cos © 


La trajectoire est une parabole ; la pression sur le plan est constante. 

2. Un point M, mobile sans frottement sur la surface d'un cône circulaire droit, est 
sollicité par une force normale à l’axe du cône, en raison inverse du carré de sa 
distance à cet axe. Déterminer son mouvement. 

R, Soient 28 l’angle au sommet O du cône, r la distance OM, y langle entre le plan 
passant par l’axe et le point M et sa position initiale. Les théorèmes des aires et de la 
force vive donnent 








dy? __2# 
+ — 2 sin? A 
k, ot r? sin? 8 — а т 2 + 4, 

k et А étant des constantes. On en déduit 
dy = kde т لل‎ A 
24 k? sin? 8 24 k? sin? В 
. 7? للك لاس‎ AE 

14 A+ ina y? ‘+ و‎ rt 


On reconnaît que la projection du mobile sur un plan normal à l’axe décrit une sec- 
tion conique dont un foyer est sur l'axe du cóne, le rayon foeal décrivant des aires 
proportionnelles au temps. Quand la courbe est une ellipse, la distance comprise entre 
les positions extrémes de la projection du mobile sur l’axe du cône est égale à 


EA, [pt + Ak? sio! в, 
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3. Un point matériel pesant se meut sur une surface en s’écartant toujours très peu 


du point le plus bas O de celle-ei; déterminer son mouvement. 
R. Plagons l’origine en O, Paxe des s vertical vers le haut, le plan XY horizontal 


langent à la surface en O; e, у, s sont supposés rester très petits. Développant z par 
la formule de Maclaurin suivant les puissances de x, y; observant que 27, po; Фо sont 
nuls, et négligeant les termes du 3me ordre en e, y, on obtient un résultat de la 


forme 
= 一 : (rem? + 20 ty + hy"), 


que l’on réduit, par un choix convenable des axes OX, OY, à la forme - 
et y! 
25 == à + В! , 
В, В’ étant des constantes connues. En négligeant toujeurs les termes d'ordre supé- 
rieur, on trouve 


de № d'y Ny ds 
aR’ a? at 9 TN Nes 


d'où 
ds جو‎ dy ‚ 9у__ 
| tres GF SS 
équations faciles à intégrer. Discuter les formules. 
4. Un point est assujetti à se mouvoir sur la surface conique 2% = 2ay; les compo- 
santes de la force aecélératrice qui le sollicite sont 


v? 
2 2 


déterminer son mouvement et la réaction de la surface. Examiner en particulier le cas 


oú la vitesse initiale est perpendiculaire au rayon vecteur. 
RR. Formant les équations (1), et éliminant М par des combinaisons convenables, ou 


trouve les intégrales 

124 انو‎ 21 —2м +», 2i—ym=2au4 t+v, 
py mm м’, v’ étant des constantes que déterminent les données initiales, Combinées avec 
l'équation de la surface, ces équations donnent 


s+y=V ابره‎ +», 09 


d'où l’on tire ensuite | 
—2la + ме РУ, دين‎ 2 +», 
2 V api + y aV ant +» 
_ (вв + 0)? — ар у) 
2 (ам +») 


21 
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Enfin, les équations différentielles du mouvement donnent 
weet Ee 143. 
ge dt? “ay а ^ 

Dans le cas particulicr indiqué, » est nul, r est constant, la projection de la trajec- 
toire sur le plan XY est une droite e + y = Y », ete. 

5. Lorsqu'un point М se meut sur une surface sous l’action d'une force accéléra- 
trice P, si-y désigne l'angle compris entre la direction de P et celle de la normale à la 
surface en M, x l'angle eompris entre la projection de P sur le plan tangent en M et la 
vitesse du point, 0 l'angle du plan osculateur de la trajectoire avec le plan tangent, dy 
l'angle de contingenee de la trajeetoire, N la réaction de la surface, démontrer que l’on a 


9? cos م00‎ =P sin y sin ads, N=o* sin 0 À — P cos у, 


v = (e J coe 8 cot adp (С = const.). 


Cas où la surface est plane et la direction de P constante. 

©. Lorsqu'un point se meut sur une surface sphérique et n'est soumis d'ailleurs 
qu'à l’influence du frottement, à un instant quelconque, sa force vive est égale au pro- 
duit du rayon de la sphère par la pression que le point exerce sur celle-ei. 

В. Conséquence du théorème de Yvon Villarceau. 


CHAPITRE XIII. 


THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT DES SYSTÈMES. 


$ 1. THÉORÉMES DE LA QUANTITÉ TOTALE DE MOUVEMENT, DU MOUVEMENT 
DU CENTRE DE GRAVITE, DES MOMENTS ET DES AIRES. 


164. Nous exposerons plus loin la méthode de d’Alembert pour 
former les équations différentielles du mouvement d'un système quel- 
. conque, mais nous pouvons dès à présent, au moyen des simples équa- 
tions du mouvement d'un point libre (139), établir directement quel- 
ques propriétés générales applicables au mouvement de tout système 
matériel, et qui, outre qu’elles constituent les plus beaux théorèmes de 
la dynamique, fournissent encore dans beaucoup de cas certaines 
intégrales des équations du mouvement dont la connaissance facilite sin- 
guliérement la solution des problèmes. 
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Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, tout système matériel, quelles 
que soient les forces qui agissent sur lui et les liaisons qui existent 
entre ses parties, quels que soient les obstacles qui génent ses mouve- 
ments, constitue en définitive un assemblage de points matériels, dont le 
nombre immense échappe à toutes nos appréciations, isolés et agissant 
les uns sur les autres suivant des lois déterminées. Les forces qui sollici- 
tent ces points se rangent dans deux catégories : 1° Les forces tnté- 
rieures, ou qui résultent des actions réciproques de points appartenant 
au système; telles sont les forces moléculaires, lcs réactions développées 
dans l'intérieur des liaisons, les attractions ou répulsions à des distances 
sensibles, etc. En vertu du troisième principe de la mécanique, ces 
forces intérieures sont nécessairement deux à deux égales et directement 
opposées; 2° les forces extérieures, c'est-à-dire celles qui proviennent de 
points, de corps, сп général de causes quelconques situées en dehors du 
système. Telles sont la pesanteur si le système se réduit à un corps placé 
à la surface de la terre; nos propres efforts physiques s'exercant sur un 
tel corps; l'attraction du soleil pour tout système faisant partie de notre 
globe, ete. Si le système matériel considéré est gêné par des obstacles 
fixes, comme des points fixes, un plan résistant, les réactions de ces 
obstacles sur le système doivent être rangées parmi les forces exté- 
rieures. En les joignant aux forces motrices qui sollicitent le système, 
celui-ci pourra toujours être regardé comme libre. 

En résumé, nous pouvons toujours appliquer à chacun des points 
matériels du système, si nous tenons compte de toutes les forces, exté- 
rieures ou intérieures, qui agissent sur lui, les trois équations du mou- 
vement d'un point libre, données au n° 139. 

165. I. Théorème de la quantité totale de mouvement. — Soient, à 
une époque quelconque t, т la masse, x, y, z les coordonnées rectangles 
d'un point quelconque M du système; X, X, respectivement les sommes 
des composantes parallèles à OX des forces extérieures et des forces inté- 
rieures qui sollicitent ce point; Y, زولا‎ Z,Z,, les sommes semblables pour 
les axes OY, OZ: le mouvement du point M est déterminé par les trois | 


équations 
dx 
(1) ma =X, mL 141, m7 


Chaque point du système donnant lieu à trois équations pareilles, si 
nous ajoutons membre à membre les équations relatives à un même axe 
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pour tous les points du système, et si nous désignons par Z une somme 
qui s'étend à tous ces points, nous aurons 


dtx d'y 
=m да == 2Х ee, tna = 2Y + 2Y,, 3m ot = 22 + 224. 
Mais les forces intérieures sont deux & deux égales et directement 
opposées; leurs composantes paralleles 4 un méme axe sont donc deux a 
deux égales et de signes contraires; donc ‚2х, = 0, 2Y, =0, 2Z, 一 0, 


et par suite 


dx 4 
(2) Em == 2X, Em 2 q = =YY, Em DE 32. 

D'ailleurs, toute droite de l’espace peut étre choisie comme axe 
des x; donc, la première de ces 《quations suffit pour donner ee 
théoréme : | 

Dans tout système matériel en mouvement, à un instant quelconque, la 
somme algébrique des projections des forces conservées de tous les points 
sur un axe quelconque, est égale à la somme des projections des forces 
extérieures sur ce même axe. 1 
- Les équations (2) peuvent s'écrire ainsi : 

(3) À me, 一 == ХХ, 5 Emo, = ZY, © Emo. == $7. 

Or, mv,, mv,, me, sont les composantes de la quantité de mouvement 
da point М. Concevons que Гоп fasse la réduction des quantités de 
mouvement de tous les points du systéme au point O, pris pour centre 
de réduction, suivant les mémes régles qui nous ont servi, dans la sta- 
tique, pour la réduction des forces appliquées á un solide : Zmv,, Хто 
Уто,, seront les composantes suivant OX, OY, OZ de la quantité de 
mouvement résultante, ou encore, si nous représentons par une droite 
OV cette résultante des quantités de mouvement transportées á l'origine, 
les coordonnées E, и, $ du point У, extrémité de cette droite. Si donc 
nous imaginons un point mobile coincidant à chaque instant avec ce 
point V, les composantes de sa vitesse seront 


de dn_d 
LT Уту., qi de 2mvy, etc. 
et les équations (3) deviendront | 
ЧЕ 0 dí 


一 一 = 2X, — == 2Y, == 2Z. 


di 4 dt 
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Mais ZX, ZY, 2Z sont les composantes parallèles à OX, OY, OZ de 
Ja résultante OR des forces extérieures transportées parallèlement à elles- 
mêmes au point O. De lá le théorème suivant : Dans un système matériel 
en mouvement, si Pon détermine pour chaque instant la résultante OV 
des quantités de mouvement de tous les points du système et la résul- 
tente OR des forces extérieures transportées en un même centre de réduc- 
tion fixe O, OR représentera, en grandeur et en direction, la vitesse du 
point Vi le point В sera donc l'index du point У (37). 

C’est le théorème de la quantité totale de mouvement. 

166. Supposons qu'il n’y ait pas de forces extérieures ; ou, plus géné- 
ralement, que ces forces vérifient les équations 

_ ХХ =зо, 2Y =0, 2Z=0; 
les équations (3) donneront évidemment, par Pintégration, 
(4) 2m0,==A, ти, =B, 2mv,=C, 
А, В, С étant des constantes, équations qui peuvent s'énoncer ainsi : 

Lorsque les forces extérieures qui sollicitent un système matériel quel- 
conque sont nulles à chaque instant, ou sont telles qu'étant transportées 
parallèlement à elles-mêmes en un méme point, elles s'y feraient équi- 
libre, la somme algébrique des projections des quantités de mouvement 
de tous les points du système, sur un axe fixe quelconque, reste constante 
pendant toute la durée du mouvement. | 

Et, par conséquent, /a résultante des quantités de mouvement de tous 
les points du système, transportées parallèlement à elles-mêmes en un 
méme point, reste constante en grandeur et en direction pendant toute la 
durée du mouvement. 

C’est en cela que consiste le théorème de la conservation de la quan- 
tité totale du тоисешет. | 

167. — 11. Théorème du mouvement du centre de gravité. — Repre- 
nons les équations (2); soient M la masse totale du système proposé; 
Zi Ys, 21 les coordonnées, à l'époque ¢, de son centre de gravité. Nous 
avons, comme on Ра vu (101), 


Mx, 一 mx, My, =2my, Mz, = 2mz, 


et par suite, à chaque instant, 


de + dx dy d'y da _ dz 
Maa — dm у, Ми = та, Мн = im. 
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Les équations (2) donnent donc celles-ci : 
dix . 1 az 
(5) M— = 2X, MY y, ме 一 22. 

Or, ces équations sont précisément celles du mouvement d'un point 
libre qui aurait une masse M, dont les coordonnées seraient Zi Ys, Za, 
et qui serait soumis à l’action d’une force ayant pour composantes 
УХ, ZY, 2Z, c'est-à-dire de la résultante des forces extérieures trans- 
portées en un méme point. Si done cette masse M a méme position et 
méme vitesse initiales que le centre de gravité du systéme, elle coinci- 
dera constamment avec lui. De Já le théoreme du mouvement du centre 
de gravité: . 

Dans tout système matériel en mouvement, le centre de gravité se meut 
comme si toute la musse du système était concentrée en ce point, et que 
toutes les forces extérieures y fussent transportées parallèlement à elles- 
mémes. | 

Si, en particulier, les forces extérieures satisfont constamment aux 
équations . 
УХ وو عع‎ ¿Y =0, 2Z==0, 
lc centre de gravité se meut comme un point qui n'est sollicité par 
aucune force; donc, lorsqu'il n'y a pas de forces extérieures, ou lorsque 
ces forces sont telles que, transportées d chaque instant en un méme point, 
elles s'y feraient équilibre, le centre de gravité du système ne peut avoir 
qu'un mouvement rectiligne et uniforme. 

268. Les théorèmes précédents conduisent à des conséquences im- 
portantes. En premier lieu, le problème que nous avons étudié dans le 
premier chapitre de la dynamique, celui du mouvement d'un simple 
point matériel, cesse d’être une pure abstraction pour trouver une appli- 
cation remarquable dans le mouvement des corps réels. Nous voyons 
en effet que dans tout corps, dans tout système matériel mobile, il y a 
un point particulier auquel s'appliquent les formules et les propriétés du 
mouvement précédemment étudié, et ce point est le centre de gravité du 
système. En sorte que si les forces extérieures sont connues, à chaque 
instant, en grandeur et en direction, il suffira de les supposer transpor- 
tées au centre de gravité pour déterminer directement, au moyen des 
théories du chapitre XII, © 2, le mouvement de ce centre, sans que l'on 
ait à se préoccuper soit des forces intérieures, soit des mouvements que 
le système peut avoir autour de son centre de gravité. C'est ainsi que, 
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dans l’astronomie, on détermine le mouvement d'une planète autour du 
soleil en la réduisant d'abord & son centre de gravité, ой Гоп suppose 
réunie toute la masse de la planéte. 

Lorsque le systéme considéré n'est pas libre, il faut, comme on Га vu, 
ranger au nombre des forces extérieures les réactions des obstacles, et 
le théorème du mouvement du centre de gravité est encore vrai dans 
ces conditions. Mais ces réactions étant elles-mémes des forces incon- 
nues dont la direction et l'intensité dépendent du mouvement du 
systéme et dont la détermination est un des objets du probléme, le 
théorème ne fournit plus le moyen de calculer isolément le mouvement 
du centre de gravité, et l’avantage qu’on cn retirait dans le cas d'un 
système libre n’existe plus en général. 

169. Il résulte du théoréme général énoncé plus haut que les forces 
intérieures qui existent ou se développent entre les différents points 
d'un systéme matériel, quelles qu'elles soient, sont absolument sans 
effet sur le mouvement de son centre de gravité, qui se déplace exclusi- 
vement sous l'influence des forces extérieures. Ainsi les chocs, les 
explosions, les réactions moléculaires, les combinaisons chimiques qui 
peuvent se produire entre les points du systéme ne troublent pas le 
mouvement du centre de gravité; sí celui-ci est primitivement en repos, 
et qu'aucune force extérieure n'agisse sur le systéme, toutes ces actions 
intérieures ne pourront jamais déplacer le centre de gravité. C'est en 
cela, proprement, que consiste le principe de la conservation du mouve- 
ment du centre de gravité. 

Par exemple, lorsque la force expansive des gaz développés par la 
combustion de la poudre lance au debors le projectile d'une piéce d'ar- 
tillerie, les actions auxquelles ce mouvement doit sont origine sont pure- 
ment intérieures, par rapport au systéme composé de la piéce, du pro- 
jectile et de la poudre. Si donc on fait abstraction de la réaction verticale 
du sol et de la pesanteur, forces extérieures qui sont sans influence sur 
le mouvement dans le sens horizontal, il faut que le centre de gravité 
de ce système reste immobile après l'explosion comme il l'était avant; 
aussi, pendant que le projectile et les gaz se transportent dans un sens, 
la piéce se meut en sens contraire : telle est la cause du recut. Si le frot- 
tement de la pièce contre le sol ne venait agir comme force extérieure, 
si elle était posée sur un plan parfaitement poli, cette immobilité rigou- 
reuse du centre de gravité pourrait se constater, 
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Supposons qu'il s'agisse d'une bombe, et considérons-la isolément aprés 
sa sortie de la piéce. Son centre de gravité se meut comme un point 
matériel auquel serait appliquée la résultante des actions que la pesan- 
teur exerce sur tous les points de la bombe, c’est-à-dire une force ver- 
ticale égale au poids de celle-ci. Si donc nous faisons abstraction de la 
résistance de l'air, son mouvement sera celui d'un point matériel pesant, 
étudié au n° 180; il décrira unc parabole & axe vertical suivant la loi 
trouvée. A an instant donné, le projectile fait explosion; ses fragments 
sont projetés en tous sens, les gaz de la poudre se répandent dans 
l’espace; mais, comme les actions chimiques qui déterminent Pexplosion 
пе sont, par rapport & la bombe, que des forces intéricures, elles ne 
peuvent modifier le mouvement de son centre de gravité. Donc, aprés 
"explosion du projectile, le centre de gravité du système composé de 
ses fragments et des molécules des gaz développés continue & décrire 
la méme parabole, avec la méme vitesse qu’il aurait eue si la bombe 
fût restée intacte. Il en est ainsi jusqu’au moment où l’un des 
fragments de la bombe atteint le sol; alors, la réaction du sol inter- 
vient comme une force extérieure qui modifie le mouvement du centre 
de gravité. 

Les forces mises en jeu dans le corps humain sous l'influence de la 
volonté, ét en vertu desquelles nous pouvons mouvoir nos membres, 
tourner la tête, etc., ne sont encore par rapport au système du corps 
entier que des forces intérieures toujours accompagnées de réactions 
égales et contraires : elles ne peuvent déplacer le centre de gravité 
du corps. Un homme entièrement isolé dans l’espace et soustrait à 
toute action étrangère pourrait bien remuer les bras, les jambes, 
exécuter une foule de mouvements; il ne réussirait pas à déplacer 
si peu que ce soit son ceutre de gravité. Quand, dans la marche, 
nous portons le haut du corps en avant, la partie inférieure tend 
à se porter en arrière; mais le sol sur lequel nous nous appuyons 
s’y oppose, et c'est la réaction de cet obstacle qui, agissant comme 
une force extérieure, porte en avant notre centre de gravité. 
C'est pourquoi, sur un sol trés glissant, comme la glace, cette 
réaction faisant défaut dans le sens horizontal, il devient trés difficile 
d’avancer. 。 

. Des remarques semblables s'appliquent au mouvement d'un train sur 
une voie ferrée, et, en général, а taus les mouvements que nous produi- 
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sons à la surface de la terre par des moteurs vivants ou inanimés; à 
tous ceux qui résultent des actions naturelles, telles que les éruptions 
volcaniques, les chutes d'eau, etc. Les forces qui agissent ici, considérées 
par rapport à l'ensemble du globe terrestre, ne sont que des forces inté- 
rieures; elles n’influent nullement sur le mouvement du centre de gra- 
vité de la masse totale, et pendant que certains corps se déplacent dans 
un sens, il faut que d'autres se meuvent en sens contraire, pour ne pas 
troubler la trajectoire que ce centre décrit sous influence des forces 
extérieures. 

Enfin, si nous appliquons ces considérations á un systéme plus vaste 
encore, celui que forment le solcil et tout notre systéme planétaire, les 
forces extérieures qui agissent sur ce système, libre dans l'espace, se 
réduisent aux actions émanant des étoiles fixes. Mais, à cause de leur 
prodigieux éloignement, ces corps célestes n’exercent sur notre système 
que des actions très faibles et probablement négligeables. S'il en est 
ainsi, le soleil et les planètes constituent donc un système matériel 
soumis uniquement à l’action de forces intérieures. Quelque compliquées 
que soient cos actions intérieures, quels que soient les phénomènes phy- 
siques, chimiques, qui s'accomplissent dans cet immense groupe de 
points matériels, ils ne sauraient agir sur le mouvement du centre de 
gravité du système solaire : celui-ci est donc en repos, ou ne possède 
qu’un mouvement rectiligne et uniforme. 

Évidemment, les conséquences que nous venons de tirer du théorème 
du mouvement du centre de gravité sont également applicabies au théo- 
rème de la conservation de la quantité de mouvement. Ainsi, dans le 
système de points matériels formé par l’ensemble du soleil et des pla- 
nètes, par suite de l'absence de forces extérieures sensibles, si l’on 
transporte en un joint donné de l’espace les quantités du mouvement 
qui animent tous les points de ce système à un instant quelconque, leur 
résultante sera invariable en grandeur et en direction, quel que soit cet 
instant. 

170. III. Théorème des moments. — Reprenons les équations (1); 
multiplions la troisième par y, la deuxième par д, et retranchons. Il 


vient 
diz d? 


Faisant la somme des équations semblables pour tous les points du 


— 240 — 


systéme, nous trouvons 
d'z 
Em (y de — 2 = E (yZ — 2Y) + 2 (yZ, — 2Y.). 


Lorsque deux forces sont égales et dircctement opposées, la somme de 
leurs moments par rapport à un axe quelconque est égale à zéro : JI 
suffit, pour le voir, de remarquer que si leurs points d'application 
étaient liés invariablement, ces forces se feraient équilibre. Or, les forces 
intérieures du système sont deux à deux égales et opposées ; la somme 
de leurs moments par rapport à OX cst donc nulle, et l'on a 
3 (yZ, 一 У.) =o. Raisonnant de même sur les moments relatifs à OY, 
OZ, on tirera des équations (1) les relations suivantes : 


d*y , 
i GR Gh) 208 الا س‎ 
2 
(6) Em (2575) ХХ — 22) 


d*y 
2m («74 de — Y «)-— 2 («У —yX), 


dans lesquelles n'entrent plus que les forces extérieures. Mais l'expres- 
sion 


"(у da 2 
représente le moment de la force conservée du point т par rapport 
à ОХ; Гахе OX étant une droite quelconque, on a le Théorème des 
moments : 

Dans tout système matériel en mouvement, à chaque instant, la somme 
algébrique des moments des forces conservées de tous les points du 
système, par rapport d'un axe quelconque, est égale à la somme des 
moments des forces exlérieures par rapport au même axe. 

On peut écrire les équations (6) sous la forme 


d 
qe (yu; — zvy) = 2 (yZ — 2 Y), 


À Xm (20, —20) = 3 (eX — 32) 


D a os 


(7) 


© Em (ти, — 0.) = 2 (хУ — ух). 
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Concevons que l’on fasse encore au point O la réduction des quantités 
de mouvement de tous les points du systéme, comme si elles représen- 
taient des forces appliquées á un solide, et soit OK l'axe du couple résul- 
tant de ces quantités de mouvement ou, plus brièvement, l'axe d'impul- 
sion du système. Soit, de même, OG Гахе du couple résultant des forces 
extérieures relatif au méme point O. D'aprés les formules du n° 85, les 
projections de OK sur OX, OY, OZ, ou les coordonnées du point К, sont 
respectivement 


К. = 2m (yv, 一 zv,), К, = Ут (20. 一 x0,), К, = 2m (хи, 一 YUs); 
celles du point @ sont 


С. =2 (yZ— 2 Y), G, =2(£X — 22), G,=2 (ху — yX), 


et les équations (7) deviennent 


De la résulte évidemment cette autre forme du théoréme des 
moments : Dans tous système matériel en mouvement, si Pon détermine 
pour chaque instant Paxe d'impulsian OK et l'axe OG du couple résultant 
des forces extérieures, pour un méme centre de réduction fixe O, le point 
G sera l'index du point K (87). 

Sous cette forme, le théorème nous sera utile par la suite. 

171. Si la somme des moments des forces extérieures par rapport à 
Рахе OZ est nulle pendant toute la durée du mouvement, de sorte 
que Pon ай 2 (xY — yX) == 0, la dernière équation (7) donnera 


= Ут (av, 一 у.) = о, ou 2m (50, — yv,) = const. 


Or, l’axe OZ est quelconque; on peut donc dire que, quand la somme 
des moments des forces extérieures par rapport à un axe fixe est constam- 
ment nulle, ou, ce qui est la même chose, quand Рахе du couple résul- 
tant des forces extérieures est constamment normal à une droite fixe, la 
somme des moments des quantités de mouvement de tous les points du 
système, par rapport d cette droite, reste invariable pendant toute la 
durée du mouvement. oi 

Supposons maintenant qu'il n’y ait pas des forces extérieures ou, plus 
généralement, que l’axe du couple résultant de ces forces relatif à 


17 
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l'origine O soit nul à chaque instant. Les égalités 
$ (Ур —zY)=0, 2(2X — 12) =0, Z(xY —yX) =0 
combinées avec Ics relations (7), donneront 
(8) Em (yv. — 20,) == А’, .Zm (20, 一 xav,) = В’, Im (xv, 一 yvs) =C', 

А’, В’, C' étant des constantes, qui se déterminent immédiatement au 
moyen des coordonnées et des vitesses initiales des points du systéme, 
car on a, par exemple, A’ = 2m (yoo, 一 Zoto,). Les projections de OK 
sur ОХ, OY, 02 sont donc des constantes А’, В’, С’; OK est constant de 
grandeur et de direction. Donc 

Dans un systéme matériel quelconque, lorsqu'il n'y a pas de forces 
extérieures, ou lorsque l'axe du couple résultant de ces forces relatif à 
un centre fixe O est constamment nul, l'axe d'impulsion du système, 
relatif d ce méme point O, est constant en grandeur et en direction pen- 
dant toute la durée du mouvement. 

Ou encore, la somme des moments des quantités de mouvement du 
système par rapport 4 une droile quelconque, menée par le point O, reste 
invariable. 

C'est се que Гоп nomme le théoréme de la conservation des moments. 

17%. — IV. Théorèmes des aires. — Ce théorème est, sous une forme 
géométrique, la reproduction du précédent. D'après ce qui a été exposé 
au n° 142, l'expression 

x dy da _ 
da "Ye 
représente le double de la dérivée, par rapport au temps, de l'aire 5 
décrite, dans le plan XY, par la projection du rayon vecteur OM sur ce 
plan, les aires étant positives lorsque le rayon projeté se meut de OX 
vers OY, négatives dans le cas contraire. Si donc 1 Equation 


2 (ху —yX) =0 
a lieu à chaque instant pour les forces extérieures, l'égalité 
Lm (хо, 一 уу.) = C’ 


qui en résulte (474), pourra s'écrire 


ds С’ d С’ CA 
2m =F" ou q ms = ou 2m8 => 
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en supposant les aires $ comptées & partir des positions initiales des 
rayons vecteurs qui les décrivent, de manière à s’annulér avec £. Pour 
énoncer commodément ce résultat, le produit mS de la masse d'un 
point M par l'aire que décrit la projection de son rayon vecteur sur le 
plan ХУ sera nommé simplement l'aire projetée sur le plan XY. Nous 
dirons donc que 

Lorsque la somme des moments des forces extérieures par rapport à 
un axe fixe passant par l’origine des rayons vecteurs est constamment 
nulle, la somme des aires projesées sur un plan normal d cet axe, pour 
tous les points du système, varie proportionnellement au temps ; les aires 
étant toujours considérées comme positives ou négatives, suivant le 
sens du mouvement des rayons qui les décrivent. 

Supposons maintenant que l'on ait toujours 

2(yZ — 47) روح‎ 2(2X-— ,هع (2ه‎ 2(xY — УХ) == 0, 

ce qui a lieu lorsque les forces extérieures n’existent pas, ou plus géné- 
ralement lorsque le couple résultant de ces forces relatif à l’origine O 
est nul & chaque instant. La condition ci-dessus se trouvant satisfaite 
pour tout axe mené par l'origine, on voit que, dans ce cas, la somme 
des aires projetées sur un plan fixe quelconque, pour tous les points du 
systéme, variera proportionnellement au temps. Ce qui résulte d'ailleurs - 
des équations (8). 

173. Menons, par l’origine O, tous les plans possibles. Sur Рос quel- 
conque de ces plans, la somme des aires projetées, d’aprés le dernier 
théorème, sera représentée par une expression de la forme НЕ, H dési- 
gnant une constante qui a nécessairement une valeur finie. Il y a done, 
á chaque instant, un de ces plans sur lequel la somme des aires proje- 
tées a une valeur plus grande que sur l'un quelconque des autres plans, 
et, puisque ¢ est un facteur commun á toutes les sommes d'aires, ce plan 
du maximum des aires ne peut étre que celui pour lequel la constante H 
а la plus grande valeur. De 18 il résulte 1° que ce plan est invariable, 
c’est-à-dire que le plan, sur lcquel la somme des aires projetées est un 
maximum & un instant donné, jouit de cette propriété dans toute la 
suite du temps; 2° les équations 


2mS == t, Im (xv, — yv.) = С’, 
nous montrent que la constante H, qui multiplie ¢ dans expression de 


اده 
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la somme des aires projectées sur un plan quelconque, vaut la moitié de 
celle qui mesure la projection de l’axe d'impulsion OK sur la normale à 
ce plan. Le plan pour lequel H a la plus grande valeur est donc normal 
à la droite, menée par l'origine O, sur laquelle l'axe OK donne la 
projection maximum, c’est-à-dire à cet axe lui-même. D'où résulte ce 
théorème, dit théorème du plan invariable : 

Lorsqu'il n'y в pas de forces extérieurs ou lorsque l'axe du couple 
résultant de ces forces, relatif à une origine O, est constamment nul, le 
plan sur lequel la somme des aires projetées, à chaque instant, a la plus 
grande valeur, est un plan invariable, normal à l'axe d'impulsion du 


système. 
Si donc p, q, Г sont les angles directeurs de la perpendiculaire au plari 


invariable menée par le point O, on aura 


cosp 6085 © cosr + I 


А’ в © — ИАС". 
ce qui détermine immédiatement la direction de ce plan au moyen des 
données initiales, d’aprés la remarque faite plus haut. 

274. Les théorémes des moments et des aires donnent lieu, comme 
celui du centre de gravité, à des applications nombreuses et remarqua- 
bles. Nous voyons que dans le mouvement d’un systéme matériel quel- 
conque les forces intérieures, quelles qu’elles soient, n’ont aucune 
influence sur la grandeur et la direction de l’axe d'impulsion du système; 
seules, les forces extérieures font varier cet axe. 

Dans le mouvement d'un projectile explosif, les forces extérieures se 
réduisent à la pesanteur, si Гоп néglige le frottement de Раш; la 
somme des moments de ces forces par rapport á une verticale quelconque 
est donc nulle, et par conséquent la somme des aires projetées sur un 
plan horizontal varie proportionnellement au temps. Lorsque le projec- 
tile éclate, comme les forces qui agissent A cet instant ne sont que des 
forces intérieures, il s’ensuit que l’explosion ne trouble pas la valeur du 
rapport entre la somme des aires projetées et le temps. 

Un homme isolé dans Гезрасе ne saurait, quelques efforts qu'il fasse, 
imprimer à son corps un mouvement de rotation autour d'une droite, 
de la verticale, par exemple; car la somme des moments des quantités 
de mouvements de tous les points qui composent le corps étant nulle, 
par rapport à cette droite, dans l’état de repos, doit rester nulle tant 
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qu'il n’intervient pas de forces extérieures, et les actions qui provo-. 
quent les mouvements musculaires sont purement intérieures. П s'en- 
suit que la somme des aires projetées sur un plan horizontal reste 
nulle, ce qui n'aurait pas lieu si le corps tout entier tournait autour de 
la verticale. | 

Enfin, considérant encore notre système solaire comme un système 
libre de points matériels et négligeant les actions des corps célestes en - 
dehors de ce système, on devra conclure que l'axe d'impulsion de ce 
système, relatif à un point fixe O dans l’espace, est constant en gran- 
deur et en direction, quels que soient les chocs, les actions moléculaires, 
les réactions chimiques qui se produisent incesssamment entre tous les 
points de ce vaste système; et si Гоп mène par le point О un plan fixe, 
la somme des aires projetées sur ce plan, étendue à tous les points, 
variera proportionnellement au temps. 

175. Il importe de remarquer que le théorème des moments et ses 
conséquences subsistent lorsque, au lieu de rapporter le mouvement du 
système matériel à des axes fixes, on le rapporte à des axes mobiles 
parallèlement à eux-mêmes et passant constamment par le centre de 
gravité С du système considéré. En effet, soient СЁ, Gn, GZ trois axes 
rectangulaires, emportés dans un mouvement de translation avec le 
centre G ; soient E, и, & les coordonnées d'un point M du système maté- 
riel par rapport à ces axes, en sorte que 


x = E, y=Y +0 .ا ل وج عد مه‎ 
Substituant ces valeurs dans la premiére équation (6), nous trouve- 
rons | 


dz _ 4 ах: d d*y, 
Е 
Faisons sortir du signe 2 les facteurs renfermant y,, z, et leurs déri- 
vées, facteurs qui sont les mémes quel que soit le point x, y, z. Nous 
aurons 
43 d'y ат d'y dé 
am (y 7 dis 252) (ug * des ptm + yon 


din , 4 43у 4% den 
— та, ав Fa 2m — ae mit 3m 人 de +R) 


Or Em est égal à M; de plus, l’origine G des coordonnées €, и, $ étant 
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le centre de gravité du systéme, on a constamment 


2mn =0, 2mí(=0, 
et par suite 


L'équation se réduit donc & 


2m (17 dt £7) = u(y i и) + 2m (т de а) 


D’un autre cóté, nous avons 
$ (yZ — zY) = ys: $2 — 2, SY+- 2 (nz — LY); 


substituant dans la premiére équation (6), et observant encore que le 
théoréme du mouvement du centre de gravité nous donne 


dy, dez, 


nous aurons, toute réduction faite, 


2m Œ da Ci) 2 (nz — GY). 


Cette équation ne différe de la premiére équation (6) que par la sub- 
stitution des coordonnées y, &, à y, z, c’est-à-dire des positions et des 
accélérations relatives aux positions et aux accélérations absolues; et la 
méme chose aura lieu, évidemment, pour les deux autres équations qui 
expriment le théoréme des moments. On en déduit nécessairement la 
conséquence énoncée plus haut. Le théoréme des aires subsiste égale- 
ment dans le mouvement relatif du systéme autour de son centre de 
gravité. 

Comme application, considérons le mouvement de la terre, rapporté à 
trois axes passant par son centre de gravité et animés d'une simple trans- 
lation. Ce mouvement se réduit sensiblement á une rotation uniforme 
autour de Гахе des póles. La somme des aires projetées sur un plan 
normal & cet axe, dans un intervalle de temps donné, est constante. Si 
la terre se contracte par suite du refroidissement, les distances de ses 
points au centre diminuent, ef la somme des aires projetées dans un 
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temps donné diminuerait évidemment si la vitesse de rotation restait la 
méme. Or, c’est ce qui ne peut avoir lieu, la résultante des forces exté- 
rieures passant & peu ргёз par le centre de gravité de la masse terrestre. 
Le mouvement de rotation s’accélérera donc, et la durée du jour en sera 
diminuée. 


$ 2. THÉORÈMES DES FORCES VIVES ЕТ DE L'ÉNERGIE. 


176. Nous avons démontré (144) que dans le mouvement d'un point 
matériel libre M, l’accroissement de la demi-force vive du point pendant 
un temps infiniment petit est égal & la somme des travaux élémentaires 
des forces qui sollicitent le mobile. Si, dans un système matériel quel- 
conque, nous considérons isolément chacun des points et toutes les forces 
intérieures et extérieures qui le sollicitent, la méme égalité aura lieu. 
Faisant la somme des équations semblables pour tous les points du 
système et désignant par P l’une quelconque des forces intérieures ou 
extérieures, par X, Y, Z ses composantes rectangulaires, nous aurons 


2d. => == 2Pds cos Pu , 
ou encore ١ 
(г) =d. Zm — $ (Xda + Ydy + Zdo), 


le signe 2 s’étendant, dans le premier membre, à tous les points; dans 
le second, á toutes les forces. Intégrons les deux membres depuis une 
époque to jusqu'à une époque $, et soit ©, la vitesse du point M pour 
=. Il viendra 


(2) - Emv* — = Emo] 一 2 人 (Xdx + Ydy + Zdz). 


Pour abréger, nous indiquerons par la notation GP le travail total d'une 
force P pendant le temps compris entre t, et £, et nous écrirons l'équa- 
tion (2) comme il suit : 


(3) = Emo! => 3mv? = УБР. 


On appelle force vive totale d'un systéme matériel la somme des forces 
vives de tous ses points à l’instant considéré. D’aprés l'équation (3), la 


——- 
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variation de la demi-force ‘vive totale d'un système matériel quelconque 
pendant un temps donné est égale à la somme des travaux des forces, 
tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur les différents points du 
système pendant ce temps. 

C’est le théorème des forces vives. On se rappellera, dans l’applicätiôn 
de ce théorème, que lorsque certains points du système sont assujettis à 
se mouvoir sur des courbes ou surfaces fixes sans frottement, les réac- 
tions normales qui en résultent ne développent aucun travail. 
` 477. Supposons qu'il existe un potentiel ou fonction des forces, dont 
les dérivées partielles pa? rapport aux coordonnées т, y, z d'un point 
quélconque du système donnent précisément les composantes X, Y. Z 


de la force appliquée à ce point. Nous aurons, (x, y, رع‎ x’,.....) dési- 
gnant cette fonction, 
$ (Хах + Ydy - Zdz) = d .y (x, y, 2, х',.....), 


et l'équation (1) admettra par conséquent l'intégrale suivante : 
I Ia ; | 
(4) ¿Emo 3 ту. = ф (х, У, 2, х’,....) — ф (Xe Yoy Los 2 ...وه‎ 


Cette équation se nomme l’intégrale des forces vives. Elle fait connaître 
l'accroissement de la force vive totale du système dans un temps donné 
par les positions des points du systéme au commencement et á la fin de 
cet intervalle de temps. 

- Оп peut exprimer simplement le travail développé par l’action de la 
pesanteur sur tous les points d'un systéme matériel dans un intervalle 
de temps donné. L'axe des z étant vertical dans le sens de la pesanteur, 
le travail élémentaire de la force appliquée à un point de masse т 
est mgdz. Or, nous avons 


$ mgdz = gd . Ут: =gd.Mz, = Майя, 
£, se rapportant au centre de gravité du système. En intégrant entre 
deux valeurs f, et ¢ du temps, on trouve 
Mg (Za — Z 40), 


d’où ce théorème dont on fait un usage fréquent: Le travail total de 
la pesanteur sur un système matériel animé d'un mouvement quelconque, 
dans un temps donné, s'obtient en multipliant le poids du système par 
la quantité dont s'abaísse son centre de grarité pendant ce temps. 








— 949 — 


La fonction des forces est ici gime. 

978. Lorsqu'un systéme de points matériels est еп équilibre, et que les 
forces, tant intérieures qu'extérieures, qui agissent sur ses différents 
points admettent un potentiel, on apercoit facilement de quelle nature 
est l'équilibre dont il s’agit. Concevons, en effet, que Гоп écarte infini- 
ment peu les divers points, d'une manière quelconque, de leurs positions 
d'équilibre. S'ils tendent à y revenir de nouveau, la résultante des forces 
qui sollicitent chaque point développera, dans ce déplacement, un travail 
négatif; le potentiel, dont Paccroissement mesure la somme de tous ces 
travaux négatifs, sera donc décroissant á partir de la position d'équilibre, 
quel que soit le déplacement infiniment petit considéré; за valeur corres- 
pondant à la position d'équilibre du système sera done un maximum. On 
verrait de méme que le potentiel sera un minimum pour tout état d’équi- 
libre dont le système tendrait à s'écarter s’il était rompu. 

Mais cet aperçu est insuffisant, et nous allons, au moyen du théorème 
des forces vives, après avoir défini plus nettement la stabilité de l’équi- 
libre, prouver avec Dirichlet un théoréme important relatif & cette sta- 
bilité. 

On dit qu'un systéme est en état d'équilibre stable lorsque, si Гоп 
écarte trés peu les points du systéme de leurs positions d’équilibre et si 
on les abandonne & eux-mémes avec des vitesses trés petites ou nulles, 
le système ne s'éloigne jamais que très peu de sa position d’équilibre. Et 
la proposition dont il s'agit consiste en ce que, st les forces, tant inté- 
rieures qu'extéricures, qui sollicitent les points d'un système, admettent 
un potentiel, et si pour une position déterminée (A) du systéme, ce poten- 
tiel acquiert une valeur maximum, cette position sera une position d'équi- 
libre stable du système. 

Il s’agit ici, bien entendu, d'un maximum relatif à toutes les positions 
compatibles avec les conditions auxquelles le système est assujetti, 

Concevons d'abord que, au moyen des équations qui peuvent exister 
entre les coordonnées des points du systéme, on ait ramené les positions 
de tous ces points & dépendre d'un certain nombre de variables indépen- 
dantes E, n, С..., dont les valeurs relatives à I’étati(A) seraient nulles, 
et les valeurs initiales رم‎ Mo, Lo... Le potentiel s'exprimera aussi au 
moyen des variables E, n, Ey... et la différence de ses valeurs pour une 
position quelconque du système et pour la position (A) sera une fonction 
e (E, n, G,...) des mêmes variables, qui jouira évidemment des propriétés 
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suivantes : 4° On aura © (0, 0, 0,...) ==0; 2° L'accroissement de e, le 
systéme passant d'une position & une autre, mesurera la somme des 
travaux des forces dans ce mouvement; 5° © sera un maximum en 6 
temps que le potentiel, c’est-à-dire dans la position (A) du système, en 
sorte que pour des valeurs suffisamment petites de &, n, [..., la valeur 
de la fonction € sera constamment négative, puisque son maximum est 
zéro. 

On pourra donc déterminer des quantités positives trés petites 
À, Py ...ولا‎ telles que, pour des valeurs de É, y, 6... numériquement 
égales ou inférieures à ces quantités respectivement, la fonction € sera 
constamment négative (sauf pour & == У == 0 == ... же о, où elle sera 
nulle). Soit L un nombre tel que, si l’une des quantités E, ...ريا رو"‎ au 
moins atteint sa limite supérieure A, м, v,..., on ait nécessairement 
U © (E, n, Ly...) >L > o, ce qui est possible d’après ce qui précéde. 

Cela étant posé, l'équation (4) nous donne celle-ci : 


= Emo" — = Emo} = © (E, Y, Croce) —@ (Eo, Ney без...) 


ou simplement 
(5) = Emp — 6 + (; Хто 一 е, ): 


On en déduit d’abord que la position (A) est bien une position d’équi- 
libre, car si l’on suppose £,, No, Eo, .. nuls ainsi que les vitesses initiales, 
8, = @ (0, 0, 0 ..) sera nul ainsi que Smv‘, et Гоп aura 


I 
- 2mv! — 6. 
2 


Or, si E, n, ...ريا‎ cessaient un seul instant d’être nuls, € devenant négatif 
comme on Га vu, 2mv* serait négatif, ce qui est absurde. 

Concevons maintenant les points du systéme écartés de leurs positions 
d’équilibre avec de très petites vitesses. On peut supposer 1° que 6, soit 
négatif, puisqu’il suffit pour cela que É,, ...رولا‎ soient moindres en valeur 


absolue que A, p,...; 2° que la quantité positive > Emu? — 6, soit infé- 


rieure à Г, puisqu'on peut la rendre aussi petite qu’on le veut en prenant 
les vitesses initiales suffisamment petites et les valeurs de E, no, Loy... 
également. L'équation (5) fait voir alors que £, y, ...رما‎ resteront toujours 
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respectivement moindres, en valeur absolue, que A, p, ...رلا‎ En effet, si 
une ou plusieurs de ces variables venaient à dépasser ces limites, comme 
elles varient d’une maniére continue, il y aurait eu nécessairement un 
instant où l’une d'entr'elles au moins, aurait atteint sa limite supérieure, 
pendant que les autres restaient inférieures aux leurs. А cet instant, 
d’après la manière dont nous avons déterminé la quantité positive L, on 
aurait eu 


ме> г, = ть 一 9。 €L, 


et comme © cst négatif, le second membre de l’équation (5), et par suite 
le premier, aurait été négatif, ce qui est absurde, puisque la force vive 
est positive de sa nature. 

Comme À, р, v,... sont pris aussi petits qu’on le veut, E, n, ...ريا‎ reste- 
ront donc toujours très-petits en valeur absolue, le système s'écartera 
donc toujours très-peu de la position (A), ce qui démontre la proposition. 
L'équation (5) montre, en outre, que la force vive restera toujours très 
petite, en sorte que les vitesses des points resteront toujours très-petites. 

Par exemple, un solide pesant fixé par un point est en équilibre dans 
deux cas, lorsque le centre de gravité se trouve sur la verticale du point 
fixe, au-dessus ou au-dessous de се point. Mais pour que l'équilibre soit 
stable, il faut que la fonction des forces gMz, (273) soit maximum, ou 
que Z, ait la plus grande valeur possible : l'équilibre est donc stable 
quand le centre de gravité occupe la position la plus basse possible. 

179. Nous distinguerons, dans ce qui suit, le travail des forces inté- 
rieures de celui des forces extérieures. Soit Е; l’une quelconque des pre- 
miéres; Е, Рипе des autres. L'équation (3) devient 


сти — = Emo! — EGF; + УБЕ. 


Le travail des forces intérieures admet une expression remarquable, 
si l’on observe que les actions réciproques de deux points matériels sont 
égales et opposées, et si Гоп suppose, suivant une loi que les progrès de 
la physique tendent & confirmer, qu’elles sont toujours mesurées par le 
produit des masses т et т’ par une certaine fonction f(u) de leur distance 
mutuelle м; fonction que nous regarderons comme positive dans le cas 
d'une attraction, comme négative dans le cas d'une répulsion. L'action 
de т sur m’ ou de т’ sur т sera donc égale à mm'f(u), et nous avons 
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vu (149) que la somme des travaux élémentaires de ces actions récipro- 


ques a pour expression 一 тт’/ (и) du, ou encore, si Гоп pose comme 
nous l'avons déjà fait 

| ф (и) = ff (u) du, 
— mad .p (и) = d [— mm'p (u)]. Indiquons par 5 une somme qui 
s'étend & tous les couples de points pris deux á deux, et, remarquant 
que la distance м de deux points est une fonction connue des coordon- 
nées x,y, z, х', y”, z' de ces points, posons 


$тт’ф (и) = Ц(х, y, 2, х’,....). 


Il est clair que la somme des travaux élémentaires des forces inté- 
rieures aura pour expression 


Sd [一 тт’ф (u)] = — 4.5тт'ф (и) = — d. Il (x, y, £, т’,...), 
et par conséquent, que 
26F, = — II (x, у, <, 7...) + П (Xe; Yos Zos Lip...) = IL — i, 


IT; et 11 désignant simplement les valeurs de la fonction II aux époques 
t. et ¢. L'équation des forces vives prendra donc la forme 


(6) = Зи — - Emv!=11, — I مل‎ 35R.， 
2 


Ik importe d'observer que II =Smm'p (м) dépend uniquement des 
distances и comprises entre les points du systéme. Done 4° cette fonc- 
tion ne varie pas, lorsque les distances w restent constantes, comme cela 
a lieu, par exemple, dans un solide animé d'un mouvement quelconque; 
2° cette fonction repasse par la méme valeur, chaque fois que les points 
du systéme reprennent les mémes positions les uns par rapport aux 
autres, comme cela a lieu périodiquement dans un corps élastique qui 
oscille autour de sa position d'équilibre; 3* en général, quand un 
systéme se meut en se déformant, comme un liquide, un gaz, un systéme 
composé de solides articulés, de cordes, etc., s'il est des portions du 
systéme qui se meuvent sans que les distances mutuelles de leurs points 
varient, les termes de la fonction II qui se rapportent à ces couples de 
points peuvent étre négligés, leur variation étant toujours 211116 dans un 
intervalle de temps quelconque. 

180. Ces remarques donnent lieu à d’importantes conséquences. 
Considérons un solide animé d’un mouvement quelconque et soumis à 
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l'action de forces extérieures, appliquons-lui [1 (6) en tenant : 
compte de ce qui précéde; nous aurons 


(7) | - Emv*— - Хто? = УБЕ. 


c'est-à-dire que la variation de la demi-force vive totale d’un solide pen- 
dant un temps donné est égale à la somme des travaux des forces exté- 
rieures pendant ce temps. Et en particulier, si aucune force extérieure 
n'agit sur un solide en mouvement, sa force vive totale reste constante. 

Soit un système matériel qui varie de forme pendant son mouvement, 
mais en repassant périodiquement par la même figure, de sorte que tous 
ses points reprennent les mêmes positions relatives après des intervalles 
de temps constants ou même variables. 

Dans l’équation (6), П — По sera nul si Гоп prend pour & et t les 
époques correspondant au commencement et à la fin d’un de ces inter- 
valles, et l'équation (7) aura encore lieu. Donc 

Quand un système matériel quelconque en mouvement reprend la méme 
figure après des intervalles de temps déterminés, la variation de la 
demi-force vive totale pendant un de ces intervalles est égale à la somme 
des travaux des forces extérieures pendant le méme temps. 

Ce théorème s'applique, entr'autres, au mouvement d'une machine à 
vapeur, d'une scierie, etc. Et s’il n’y a pas de forces extérieures ou que 
le travail de ces forces soit nul, la force vive totale reprend la même 
valeur chaque fois que le système revient à la même figure. Cela a lieu, 
par exemple, dans une lame élastique qui vibre, étant encastrée fixement 
par une de ses extrémités. 

181. Le théorème renfermé dans l'équation (6) s’énonce sous une 
forme nouvelle au moyen de la terminologie introduite par Rankine. 
Nommons énergie cinétique d’un système la demi-somme T des forces 
vives de tous ses points à un instant donné; énergie potentielle cette 
quantité П dont la différentielle changée de signe mesure la somme des 
travaux élémentaires des forces intérieures. Mais comme la fonetion © (м), 
définie par une intégration (139), comporte nécessairement une con- 
stante arbitraire, et qu'il en est de même de la fonction II = Утт’ф (и), 
nous supposerons que cette constante soit déterminée par une condition 
qui sera précisée plus loin, et c’est à la fonction IT, ainsi complétement 
déterminée, que s'appliquera le nom d'énergie potentielle. Enfin, 
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l'énergie totale d'un système sera la somme de son énergie cinétique et 
de son énergic potentielle. L’équation (6) peut se mettre sous la forme 


(; Хто + п) — (; amv; + п.) = У6Е., 

ou 
(8) (T + ID — (T, + IL) = 26F.; 
donc, dans tout système de points matériels en mouvement, la variation 
de l'énergie totale pendant un temps donné est égale à la somme des 
travaux des forces extérieures pendant le même temps. 

Supposons qu'aucune force extérieure n’agisse sur lc système consi- 
déré. Le second membre de l'équation (8) est nul, done 


1 ل‎ 11 =T,+,., 


et comme le second membre est ici indépendant de ¢, le premier est aussi 
constant. Donc, énergie totale d’un système matériel soustratt à l’action 
de toute force extérieurs, est invariable. 

L'énergie cinétique et l'énergie potentielle sont donc complémentaires 
l'une de l'autre, dans ce cas : quand l’une augmente, l’autre diminue, et 
vice-versd. Considérons la lame vibrante du numéro précédent. Lors- 
qu’elle est le plus éloignée de sa position d'équilibre, sa vitesse est nulle, 
Т = 0 : son énergie potentielle est donc alors la plus grande possible. 
Au contraire, à l’instant où la lame passe par sa position d'équilibre, 
tous ses points sont animés de leurs plus grandes vitesses, T est maximum; 
donc 11 est alors le plus petit possible. 

Si nous regardons l’ensemble de l'univers créé comme un système de 
points matériels soumis exclusivement à leurs actions réciproques et 
soustraits à toute action extérieure, le théorème précédent lui est appli- 
cable. Ainsi l’énergie totale de (univers reste constante. 

48%. Dans les applications que l'on doit faire du théorème des forces 
vives ou de l'énergie, il est essentiel de tenir compte de tous les mouve- 
ments dont la matière est animée, aussi bien de ceux qui échappent à nos 
mesures directes que des autres. Telles sont les vibrations de l'éther qui 
transmettent la lumière et la chaleur, les vibrations calorifiques impri- 
mées aux molécules des corps par le frottement ou la radiation, etc. 
Ainsi nous avons dit que, quand les points du système partent d'une cer- 
taine position et y reviennent, le travail des forces intérieures correspon- 
dant à la période intermédiaire est nul; mais il ne faut pas conclure de 
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lá que Гоп puisse négliger l'effet du frottement dans l'équation des forces 
vives appliquée á une machine. Car les actions intérieures qui causent 
le frottement déterminent, dans les pièces en contact, des vibrations 
moléculaires) que nous percevons sous forme de chaleur, et l'énergie 
cinétique invisible correspondant á ces vibrations est une partie de la 
force vive totale du systéme; de plus, par suite de la dilatation produite 
par l’échauffement, les molécules s'écartent les unes des autres, d'où il 
résulte une certaine variation de l'énergie potentielle, 

De même, dans une machine à vapeur, les positions ct les vitesses des 
points se retrouvant sensiblement les mêmes à la fin de chaque période. 
du mouvement de la machine, on devrait en conclure que, l'énergie 
totale reprenant la même valeur, le travail des forces extérieures 
(réactions des appareils mus par la machine)est nul pendant une période, 
ce qui est évidemment faux. C’est que Гоп a négligé l’énergic calorifique 
dépensée par le foyer : la quantité de forcc vive qui а ainsi disparu 
correspond au travail négatif des forces extérieures. 

Mais l'étude complète des applications du théorème des forces vives à 
ce point de vue appartient à la thermodynamique. 

483. Appliquons le théorème de Dirichlet aux forces intérieures qui 
existent dans le système matériel considéré, et nous aurons une défini- 
tion plus nette de l'énergie potentielle du système. Parmi toutes les 
positions relatives que peuvent prendre les points du système, on peut 
concevoir qu'il en existe une pour laquelle la fonction 11 == Smm'p (+) 
acquiert la plus petite valeur possible, et comme le potentiel des forces 
intérieures n’est autre que — 11 (179), la position dont il s’agit répond 
à un maximum de ce potentiel : c’est donc une position d'équilibre stable 
s’il n’y а pas de forces extérieures. Concevons que l’on dispose de la 
constante arbitraire qui affecte la fonction II, de manière que cette 
fonction s'annule précisément quand les points du système occupent 
leurs positions d'équilibre stable: elle sera donc positive pour toute 
autre position du système. Si maintenant nous admettons que le système 
parte, à une époque t,, de la position d'équilibre stable et arrive à 
l’époque ¢ à une position donnée quelconque, le travail des forces inté- 
rieures dans ce mouvement sera, По étant nul, 


26F, = — II (x, y, z, ...). 
Done, la fonction II ou l'énergie potentielle correspondant à une posi- 
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tion quelconque du système matériel représente le travail positif que 
développeraient les forces intérieures, si le système passait de là position 
considérée à la position d'équilibre stable pour laquelle cette fonction П 
est un minimum. 

184. Le théorème des forces vives s'applique aussi au mouvement 
relatif d’un système par rapport à trois axes GE, Gn, GC, ayant pour ori- 
gine le centre de gravité С du système et mobiles parallèlement à eux- 
mêmes. 

Décomposons d’abord la force vive totale en deux parties. Si w désigne 
la vitesse du centre de gravité; x1, у, رع‎ ses coordonnées rapportées 
aux axes fixes, les équations 


seu‏ ,ل إن ددن НЕ‏ رو ب بو 
du n° 175 donnent, о’ étant la vitesse relative d'un point M du système‏ 
par rapport à Gén,‏ 
oS » OU Vs —w, “+ Uf, etc.‏ 
Donc on a‏ 
Emo" = Em (02 + 02402) = Em [(00, + 0€)" (в, + 0)! (ao, + Of)"‏ 
(wh + wh + wt) т 十 2t0,2m0 十 200, Хто, + 20, Zmvz‏ = 
Em (Е Ро Ноа).‏ + 


Mais, l'origine des axes mobiles étant au centre de gravité, nous avons 


Ian dé 4 
2m¿=0, d'où Ут I amv, = 0, 

et de méme pour les autres axes. L’égalité ci-dessus se réduit donc a 
(9) Хто = Mw* + 2mv”*; 
c’est-à-dire que la force vive totale d'un système matériel quelconque est 
la somme de la force vive de son centre de gravité où l'on supposerait 
toute la masse réunie, et de la force vive totale dont le système est animé 
dans son mouvement relalif par rapport d son centre de gravité. 

C'est ce qu'on appelle le théoréme de Koenig. 

185. Evaluons maintenant le travail des forces dans les mouvements 


absolu et relatif. Considérons une force quelconque P dont les compo- 
santes paralléles & ОХ, OY, OZ sont X, Y, Z. Nous avons 


‚. Хах + Y dy + Zdz = X (de, + dé) + Y (ау, +- dn) + Z (dz, + de); 
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done, pour toutes les forces intérieures ou extérieures, | 
2(Xdx + Ydy + Zdz) = dx, УХ + dy, ZY + dz, 22 4-X(Xd£ سل‎ Ydn سل‎ 0٠. 
Mais le mouvement du centre de gravité est, d’après le théorème du 
№ 167, eelui d'un point libre de masse M soumis à l’action d'une force 


dont les composantes sont ZX, ХУ, 52. Appliquant l'équation de la force 
vive & ce mouvement, on a donc 


-d. Mu = dz, УХ + dy, EY + dz, 32, 
et l'équation ci-dessus devient 
3 (Xda + Ydy + Zdz) =: d.Mw* - 3 (ХаЕ سل‎ Ydn + 74). 


Substituons dans l'équation (1) relative au travail élémentaire, la 
valeur de Zmv* donnée par (9) et la somme des travaux des forces que 
nous venons d'obtenir. Nous aurons, réduction faite, 


2 d.Emv'* =2 (XdE + Ydn + Za?). 


Or, cette équation ne diffère de l'équation (1) que par la substitution 
de E, n, €, "Ах, у, رع‎ v, c'est-à-dire que la force vive du système et le 
travail des forces sont maintenant évalués, non plus dans le mouvement 
absolu du systéme, mais dans son mouvement relatif par rapport aux 
axes GE, Gn, GG. Donc, en intégrant les deux membres de 1'équation 
depuis fo jusqu’à €, on en déduira le théorème suivant : L'équation des 
forces vives subsiste complétement, lorsqu'au lieu d'évaluer la force vive 
du systéme et le travail des forces duns le mouvement absolu du systeme, 
on les évalue dans son mouvement relatif autour de son centre de gravité. 

Observons d'ailleurs que le travail des forces intérieures pendant le 
temps ¢ — to étant mesuré par [lo — II, comme on l'a vu (199), et la 
fonction II renfermant seulement les distances réciproques des points du 
systéme, ce travail ne dépend nullement du systéme d'axes coordonnés 
auquel on rapporte les points mobiles. Le travail des forces intérieures 
est donc le même dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif. 

On appelle énergie intérieure d'un système la somme de son énergie 
cinétique évaluée par rapport au centre de gravité, ou $ Хто’, et de 
son énergie potentielle qui, d'après la remarque que nous venons de 


18 
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faire, est indépendante des axcs fixes ou mobiles auxquels on rapporte le 
système. Le théorème des forces vives s'appliquant au mouvement 
relatif du système par rapport à son centre de gravité, il en est de même 
du théorème de l'énergie qui est une conséquence du premier. Ainsi 
١ La variation de l'énergie intérieure d'un système matériel quelconque 
pendant un temps donné est égale à la somme des travaux des forces 
extérieures pendant ce temps, évalués dans le mouvement relatif du 
système autour de son centre de gravité. 
Et s’il n’y a pas de forces extérieures appliquées au système, son 
énergie intérieure demeure constante. | 


Exercices. 


я. Dans le mouvement d'un système quelconque de points matériels, la quantité 
totale de mouvement OV (165) est donnée en grandeur et en direction par la quantité 
de mouvement du centre de gravité où toute la masse serait réunie, et l'axe d'impul- 
sion OK (130), relatif à un point fixe O, est la résultante de l'axe d'impulsion cor- 
respondant au mouvement du centre de gravité oú toute la masse serait réunie, et de 
axe d'impulsion dû au mouvement relatif du système autour de son centre de gra- 
vité. 

‘ .و‎ Deux points M, M’, placés respectivement en А et Ва l'état de repos, s'attirent 
proportionnellement à leurs masses т, и’ et à leur distance MM’. Déterminer leur 
mouvement. 

В. Origine А; AB—a, АМ 一 ره‎ АМ’ = я’. D'après le principe du centre de gra- 
vité, on a 

(a) mx + mx 一 m'a. 


D’ailleurs, les équations du mouvement sont 


9 4 la” -一 
чат 2), = — m (#— 2), d'où Oe и" =) 


Intégrant et combinant avec (a), on trouve 


в — т’а (1 — ووه‎ ИУт- m’), y —ma+macost mom, 
т-- т’ m ل‎ 纲 / 

3. Trois masses m;, Та, ms, liées invariablement, sont soumises, dans la direction 
des z positifs, á la pesanteur; dans la direction des « positifs, á une force accélératrice 
proportionnelle au temps, jf. Déterminer les coordonnées روت‎ Ул, 31 et la vitesse w du 
centre de gravité de ces trois masses á un instant quelconque, ainsi que sa trajectoire. 

Les coordonnées initiales (as, Вл, cx) (ass Da, Ca) (as, bs, св) des masses та, Та, Ms sont 
données; leurs vitesses initiales sont nulles. 
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R. Posons 
д 一 AH Mata 十 sas — ава + mala rss Macs + Mare 十 Macs ， 


т: 十 Mat ms; ’ => mM, + Ms 十 9 an и: 十 Ma 十 Ms 
nous trouverons 


E” — a t 
=p, =p, 14 © VPF, 


2 
21 E 中 e 


4. Machine d Alwood. — Deux masses pesantes M, М’ (M > M’) sont réunies par 
un fil sans masse passant sur une roue mobile autour d'un axe horizontal 0. Déter- 
miner le mouvement du systéme. 


R. Soient a le rayon de la roue, wis la vitesse angulaire de la rotation, prise 


positive dans le sens ой agit le poids M. La somme des moments des quantités de mou- 
vement du système par rapport à l'axe O est égale à w [Н ل‎ (M 4- М’) а], À désignant 
la somme Zær* des masses des points de la roue multipliés par les carrés de leurs 
distances à l'axe. La somme des moments des forces extérieures par rapport à cet axe 
est (М — М’) ga; le théorème des moments (£30) donne I’équation 
(M — M’) gat 
H-+(M- Mat 
La vitesse de la roue est donc croissante unifor mémen!t et, toutes choses égales d’ail- 
leurs, d'autant moindre que М 一 М” est plus petit, que H & M -|- М’ sont plus grands. 
5. Un treuil est mis en mouvement par une masse pesante М suspendue a un fil 
enroulé sur l'arbre; la vitesse de rotation est modérée par un systéme d'ailettes 
implantées sur la surface du treuil. Trouver la loi de la rotation, la résistance de l'air 
sur les ailettes étant proportionnelle au carré de la vitesse angulaire. 
В. ale rayon de l’arbre, H la quantité Zmr? étendue à tous les points de l'arbre et 
des ailettes; Mgae*w* l'expression du moment, par rapport à l’axe du treuil, de la 
résistance de l’air contre les ailettes. Le théorème des moments donnera, comme dans 
l'exemple précédent, - 


[+ (MM) 0 E =(M—M)ga, doo = 


de du Mga(1 — at!) 
*) -一 一 — a? 一 =. 
(H +- Ma’) 3 Мда (1 一 at), ou di HE Ma? 

Cette équation, semblable á celle qui détermine la vitesse d'un point pesant dans un 
milieu résistant (439), se traite de même et les conséquences sont semblables. Discuter. 

@. Théorème d'Yvon Villarceas. 一 Daus un système matériel quelconque, soient 
С = 2mp* la somme des masses des points multipliées par les carrés de leurs distances 
à une origine fixe, v la vitesse d'un point, © la force extérieure qui agit sur ce point, 
Ц l'énergie potentielle du système. On a, à chaque instant 
146 ‚с ЧП 


т = 5 “ 77 — 2Pp cos Pp. 1 
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Si les points sont libres, s’attirant en raison des masses et en raison inverse du cube 
de la distance, et s’il n'y a pas de force extérieure, la quantité 


dG _ d*imp* 
de ап 


est constante, quels que soient l’instant considéré et le point O auquel se rapportent 
les distances p. 

Y. Une droite rigide, dont la masse est insensible, tourne librement autour d'un de 
ses points O dans un plan horizontal; une masse m peut glisser sans frottement sur la 
droite ; une masse m' est fixée sur la droite, en un point A, de l’autre côté du point 
fixe. Trouver l'équation différentielle de la trajectoire du point m. 

В. Soient От’ =a; Г, 0 les coordonnées polaires de т; ce sont des fonctions incon- 
nues de t. Le théorème des aires et celui des forces vives donnent 


de dr de" 
(my? + m'a?) a k, т PT + (mr? 十 m'a?) a= h, 


k, h étant des constantes faciles à déterminer par les données initiales, Éliminant et, 
on a pour l'équation demandée 


dy? 


er + (my + m'a?) 一 x (mr? + m’a*)* = 0. 


©. Une barre homogène et pesante, de longueur 2a, s'appuie par ses extrémités A 
et В sur deux glissières OX, OY, horizontale et verticale, sur lesquelles elle peut 
glisser sans frottement. Un insecte de masse т descend le long de la barre en réagis- 
sant contre elle. Quelle doit étre la 101 de son mouvement pour que la barre reste 
immobile, et quelles sont les pressions qu’elle exerce alors contre les glissiéres? 

В. On applique le théorème de moments, en prenant pour centre des moments le 
centre instantané de la barre, intersection des réactions des glissiéres, ce qui élimi- 
ne ces réactions. Soient М la masse de la barre, « son inclinaison sur ОХ, @ la distance 
de m à l’extrémité supérieure В de la barre. L’équation des moments fournit pour 
le mouvement du système l'égalité | 


d*. (28 => sin a + поза ao e 


= [Ma + т (2a — »)| 9 cos x. 


— 4 Mat ZS — т (28 — 2) 005 a 


Pour que la barre ne glisse pas, х doit étre constant, ce qui donne la condition 


diz 9 e— A 42m 
de ' 2asinx  amsina 





Intégrer et discuter le résultat. Les réactions horizontale et verticale des glissiéres 
ont pour expressions respectivement 


pora (мат), (a 


©, Un solide de masse М peut glisser sans frottement par sa face inférieure sur un 
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plan horizontal. Un plan vertical, passant par le centre de gravité С du solide, coupe 
sa surisce supérieure suivant une courbe connue ABC, et un peint pesant de masse 8 
se meut librement sur cette courbe. Déterminer le mouvement du point m et celui qui 
en résulte pour le solide, la vitesse initiale étant nulle. 

R. Soient, dans le plan vertical ABC, deux axes GE, бл, horizontal et vertical, pas- 
sant par le centre de gravité; E, n les coordonnées du mobile m par rapport à ces 
axes, $ = (и) Péquation de la courbe ABC; روه‎ y, les coordonnées de G par rapport à 
deux axes fixes parallèles aux précédents (y, est constant par l'hypothèse), 一 Le théo- 
rème du centre de gravité fournit l’équation 

md 


(М +m) 2, + жё = const. = а, d'où a wren’ 


Le travail des forces intérieures étant nul, |’équation des forces vives donne, par 
l’équation précédente, 


M de de da Y ME m + Mp (ny 
+3 5= 29 (ne رزو‎ dod dt e 
Mm dé о И ود‎ (М + m) (ne — 1) 


On a, par quadrature, ¢ en fonction de »; par suite y, & et æ, en fonction de £. Si ABC 
est une droite { = an + В, et que Гоп pose 


Hag (Mm) = V+ m+ Maz, 





¿3 9 9 
n=» — 455? am +A Es pes (mn) 

#0. Déterminer le mouvement d'une baguette rectiligne, homogène et pesante AB, 
dont les extrémités s'appuient sans frottement sur deux glissières, l’une horison- 
tale OX, l’autre verticale OY. Calculer les pressions 5“ et w exercées en A sur OX, en 
B sur OY. La vitesse initiale est nulle. 

В. Soient AB = 2a, Mg le poids de la barre, appliqué en son milieu G; 0 l’angle OAB 
de la baguette аусе l'horizontale. Le théorème des forces vives donne, le travail des 
réactions normales & et s’ étant nul, 


Emvi 一 2Mga (sin 6, — sin 6). 


Pour caleuler Empv*, on observe que la vitesse © d'un point M est égale à la vitesse 
angulaire dQ: dé de la baguette multipliée par la distance MC de ce point au centre 
instantané de rotation, qui a pour coordonnées 2a cos 6, 26 sin 0; que la densité 
linéaire р de la baguette est M : aa; on a, calcul fait, 


| 24 4a «90 
то? 一 4 ppsds 一 3 Ma? 775 ? 


d'où enfin 


0% 
رم‎ — == = (sin 04 —Sin 0). 
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Cette équation détermine 0 en fonction de ¢, co qui fait connaître tout le mouvement 
de la barre. Si l’on pose § = 90° - 0, on retombe sur l'équation du pendule simple, 
d’où ce théorème : Concevons une verticale mobile AZ passant par le point À : le mou- 
vement relatif de la baguette par rapport à cette verticale sera celui d'un pendule 
simple de longueur | حت‎ 4a : 3, jusqu'au moment où la baguette AB étant couchée sur 
Vhorisontale OX s’arrétera brusquement. 

Pour calculer رت‎ =’, on peut faire usage du principe du centre de gravité: il fournit 


‘les óquations 


dia di 1 
M =, way + 0. etl'ona x.=acos0, y, =asin 0. 


De là et de I’équation (8) on tire 


sg = $4 (3 sino — asin 89) cos 6, of و + ع كلك‎ sint 0 — 6sin 0, sin 6). 


CHAPTTRE XIV. т 


THÉORIE DES MOMENTS D'INERTIE. 


186. Les théorémes généraux qui précédent suffisent, comme nous 
le verrons, pour résoudre les problémes relatifs au mouvement des 
solides; mais cette application exige le calcul de certaines sommes qui 
s'étendent à tous les points matériels d’un corps, semblables à celles que 
nous a offertes la théorie des centres de gravité, et l'étude de leurs 
propriétés, qui jouent un rôle important dans les questions relatives au 
mouvement des solides. 

On nomme moment d'inertie d’un corps par rapport à une droite la 
somme des masses de ses points multipliées respectivement par les carrés 
de leurs distances à la droite. Si donc т représente la masse d'un point, г 
за distance à la droite, H le moment d'inertie du corps, on a 


Н = 2mr?, 
$ désignant une somme qui s'étend à tous les points du corps. 
Les coordonnées de la masse m étant x, y, z, les moments d'inertie 
А, В, С du corps par rapport aux axes OX, OY, OZ auront pour expres- 
sions 


А == 23m (y? + 22), B= 2m (22 Hat), C= 2m (x + у). 
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On voit, par ce qui précéde, que le moment d'inertie d'un corps 
dépend 4° de la distribution de la matiére dans le eorps lui-méme; 2* de 
la position de la droite par rapport á laquelle on prend le moment 
d'inertie. Nous allons successivement chercher pour un. même corps, 
supposé donné, les relations qui ont lieu entre ses moments d'inertie par 
rapport à différentes droites 4° passant par une même origine O; 
2° parallèles & une même direction donnée. | | 

187. Soient а, В, y les angles directeurs d'une droite OS; МР = r la 
distance d’un point (x, y, z) à cette droite. On a 

r2 一 0M — ОМ* cos? MOS = (x + y? + 2") — (x cos a+ y cos В + 2 cos y) 

= (e + y* + 2°) (cos? a - сов? В + cos* y) — (x cos a + y cos В + £ cos у} 

= (y? + 22) cos? a + (2* + 2?) cos? В + (x ++ у*) cos* y — 2ух cos В cos y 
— 22% 608 y COS æ — 254 cos a cos f. 

Substituant dans l'équation H = 2mr?, faisant sortir du signe 2 les 
facteurs cos*x..., cos В cos y..., qui sont communs à tous les points, et 
posant 

D=2myz, E=Z2mzx, F =2may, 
on trouvera, pour le moment d'inertie par rapport à OS, | | 
(1) H==A cos? «+B cos’ BC 6085 y —2D cos В cos у— 215 cos y cos x 
— 2F cos a cos В. . o 

Mais la loi suivant laquelle varie H d’aprés la direction de OS se mani- 
feste plus clairement par la construction suivante : portons sur OS, à 
partir de l’origine, une longueur OR = 1 : ИН. H. Les coordonnées 5, у, $ 
du point В seront 


cosa _cosf _ cosy 
YA "ув" VE 


et si Гоп substitue ces valeurs de cos «, cos В, cos y dans l'équation (x), 
il viendra, aprés suppression du facteur H, 

(2) AÉ* + Вий 十 CE? 一 2075 一 2EtE 一 2Fón 一 IT， 

équation qui est celle du lieu géométrique du point R. Ce lieu est une 
surface du second ordre qui a pour centre le point О; elle est fermée 
puisque OR ne peut devenir ni imaginaire, ni infini; c’est done un ellip- 
soide. Done, st l’on porte sur chaque droite OS passant par un point O, 
4 partir de ce point, une longueur égale à Punité divisée par la racine 
carrée du moment d'inertie correspondant, le lieu des extrémités de ces 
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droites stra un ellipsoide ayant pour centre le point O, On le nomme 
l’ellipsoïde d'inertie du corps relatif au point O. 

On sait, par les propriétés des surfaces du second ordre, que cet 
ellipsoide admet trois diamètres rectangulaires qui, étant pris pour axes 
coordonnés, auraient ramené l'équation de la surface à la forme 
(3) AE? 4- Bn + CE? == т, 
les coefficients de En, ЕС, ус étant nuls : ce sont les axes principaux de 
l’ellipsoide; on les appelle ici axes principaux d'inertie du corps par 
rapport au point O, et les moments d'incrtie A, В, С qui s'y rapportent 
sont les moments principaux d'inertie. D'ailleurs, comme la condition 
pour que l'équation de la surface ne tenferme pas les rectangles En, etc., 
est que D, E, F soient nuls, nous tirons de lá cette propriété importante : 

Par un point quelconque O de l’espace on реш toujours mener trois 
axes reclangulatres tels que, st l'on y rapporte les points matériels d'un 
corps quelconque 0011116, on att 

Lmyz=0, Imzz=o, 2LMIY =0; 
ee sont les axes principaux d'inertie du corps relatifs d ce point O. 

Il importe d’obéerver que tout ellipsoide ne peut être un ellipsoïde 
d'inertie, les axes de ce dernier étant assujettis à une relation d'inégalité. 
Jl résulte en effet des valeurs de А, В, С, que Гоп a 


A+B—C=22mt روح‎ A+B>C, 
donc, si a, b,c désignent les demi axes de l’ellipsoïde d'inertie, a > b> с, 
on aura 


Cette propriété peut s'Enoncer comme il suit: le plus petit demi axe d'un 
ellipsoide d'inertie est toujours plus grand que la perpendiculaire abais- 
sée du centre sur la droite qui joint les extrémités des deux autres axes. 

La recherche des axes et des moments principaux d'inertie d'un corps 
pour une origine donnée revient donc á celle des axes principaux d'un 
ellipsoide, en grandeur et en direction. Ce probléme a été résolu dans Ja 
géométrie analytique, et nous пе nous en occuperons pas. 
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188. L'expression (1) du moment d'inertie H d'un corps par rapport 
á une droite OS devient, en fonction des moments principaux A, В, С et 
des angles «, В, y que cette droite fait avee les axes principaux, 


(4) Н = А cos? a + В cos* В -- С cos* y. 


On déduit de cette équation, ou de la considération de l’ellipsoïde 
d’inertie, les corollaires suivants : 1° l'axe du plus grand moment d’inertie 
coincide avec le plus petit axe de l’ellipsoïde, et Гахе du plus petit 
moment avec le plus grand axe de l’ellipsoïde; 2° si deux moments prin- 
cipaux sont égaux, В = С, l’ellipsoide d'inertie est de révolution autour 
du troisiéme axe; toutes les droites également inelinées sur cet axe 
donnent des moments d'inertie égaux; celles qui sont normales á cet axe 
donnent des moments égaux & Bet sont des axes principaux. 

3° Pour qu'une droite OZ soit axe principal d'inertie du corps relative- 
ment à un point O de cette droite, il faut et il suffit qu’en prenant le point 
pour origine et la droite pour axe des رع‎ l'équation (2) ne renferme ¢ 
qu'au carré, c’est-à-dire que Pon ай D==0, E=0, ou | 

| Утух =0, Emxzr=o0. 

Telle est donc la condition à laquelle on reconnaîtra que OZ est un axe 
principal. 

189. La loi qui lie les moments d'inertie relatifs à des droites paral- 
léles se résume dans un théorème simple. Soient OZ, 0'Z' deux droites 
paralléles; H, H’ les moments correspondants d'un corps déterminé; 
0 la distance 00’ des deux droites. La droite OZ étant prise pour axe 
des ع‎ et ОО’ pour axe des x positifs, nous avons 

H’ == Энг”? 一 2m [(x — 0d)? ل‎ y*) = Im (x? + y?) + Mot — 20Утх, 
ou, x, désignant l'abscisse du centre de gravité, 
H’ =H + Mo? 一 20Mxu. 


Cette équation se simplifie si l’on suppose que OZ passe par le centre 
de gravité du corps; on a x, =0, et 


(5) H’ =H + Mot, 


c'est-à-dire que le moment d'inertie du corps par rapport à une droite 
quelconque est égal au moment d'inertie par rapport à une parallèle 4 
celte droite menée par le centre de gravité, plus le moment d'inertie du 
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ventre de gravité lui-même, dans lequel toute la masst serait réunie, par 
rapport à la droite proposée. 

D'où il suit que, de toutes les droites parallèles à une même direction, 

celle qui passe par le centre de gravité a le plus petit moment d'inertie, 
et toutes celles qui sont situées à la même distance de ce centre ont des 
moments d'inertie égaux. 
Le théorème précédent, joint à la propriété qu'a l’ellipsoïde d'inertie 
de donner les moments d'inertie relatifs à toutes les droites passant par 
un même point, permet de trouver le moment d'inertie du corps par 
rapport à toute droite de l’espace, quand on connaît les axes et moments 
principaux relatifs à son centre de gravité. 

199. Considérons les coefficients D == 2myz, Е == 3mzx, F == 2mxy 
relatifs á un systéme d'axes rectangulaires donnés, et cherchons les 
coefficients D'==2my'x', Е’ = Хтя’х’, F' =2mux'y” relatifs à un 
système O’X’Y’Z’ d'axes parallèles aux premiers. Les coordonnées de 0' 
pee rapport à OXYZ étant а, В, y, nous avons - 


= Emy’s' = Em (y — В) 3 — y) = 2myz — Вт; 一 - узту + ме, 
ou 
D’ = D — M (Ber + yy: — By), 
(6) E = Е —M (yx + Rs — ya), 
Е’ =F — M (ay, 十 px -一 af). 
Ces formules permettent de résoudre plusieurs questions. 


1° Si l'origine O coincide avec le centre de gravité du corps, x, ys, Zi 
sont nuls; on a 


D =D-+MBy, E =Е-|- Mya, Pm 4 Mu. 
2° Si OZ est un axe principal relatif au centre de gravité O, D et E 


sont nuls (188); si de plus on admet que le point 0” soit sur OZ, c’est- — 
à-dire que « = 0, В — 0, on aura évidemment 


D'=0, E'—0, F=F, 


donc 0'Z” ou OZ sera encore axe principal d'inertie pour le point O”. De 
là ce théorème : Chaque axe principal d'inertie d'un corps, relatif à 
son centre de gravité, joutt de la propriété de rester axe principal relative- 
ment à chacun de ses propres points. — 

‘3° Étant donnée une droite OZ, déterminer sur cette droite un point 0’ 
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pour lequel OZ вой un axe principal d'inertie du corps? — Prenant OZ 
pour axe des z, on aura dans les formules (6), a=0, В-=о, et il faudra 
que l’on ait aussi D’ =o, Е’ =o pour que le point 0’ satisfasse à la 
question. De lá les équations | 


Муу,, о=ЕМ— Myx,‏ - )= ه 


d’où 
DE 
My, Ma, ? 


Jl faudra donc, pour que le point O' existe, que Yon ait la relation 
Da, — Ey, ==0, et alors l'équation précédente déterminera y et fera 
connaître la position du point 0’. 

191. Nous allons montrer le róle des moments d'inertie dans diver- 
ses questions relatives á la rotation. 1? Supposons un solide tournant 
actuellement autour d'un axe OR, fixe ou instantané, avec une vitesse 
angulaire w, et cherchons la somme des moments des quantités de mou- 
vement du solide par rapport á cet axe. Si m, r désignent la masse d'un 
point et sa distance à l’axe, sa quantité de mouvement est mor, et 
comme elle est normale á l'axe OR et au rayon de rotation r, son moment 
par rapport à Paxe est mor’, le sens des moments positifs étant celui 
des rotations positives. On a donc, pour le solide entier, 


¿mor? 一 wlmr' = Ho, 


donc la somme des moments des quantités de mouvement d'un solide par 
rapport d son axe de rotation est égale au produit de la vitesse angulaire 
par le moment d'inertie du corps par rapport à cet axe. 

2 Pour trouver l'axe d'impulsion du solide relatif & un point O, pris 
sur axe de rotation OR, supposons que l’on choisisse pour axes coor- 
donnés OX, OY, OZ les axes principaux d'inertie du solide par rapport 
au point O, considérés dans la position qu'ils occupent actuellement, 
et soient р, 4, г les composantes de l'axe instantané OR suivant 
OX, OY, OZ. Les composantes de la vitesse d'un point M (x, y, 2) 
sont (17) 


y= TL — pz, VU. = PY -—Q1.‏ ,)05—17 == وا 


La somme des moments des quantités de mouvement par rapport 
& ОХ sera done 


Em (yd, — 204) = рт (y? + 2°) — q2myz — r2mxz, 





.一 — 一 一 oe الس‎ 
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les facteurs р, q, г pouvant étre mis hors du signe $. Mais OX, OY, 07 
étanit les axes principaux d'inertie, si А, В, С désignent les moments 
principaux correspondants, nous aurons 


¿m(y 42%) = A, 2myz=0, Imxrz=0. 
Substituant, et opérant de même pour les axes OY, OZ, on aura 
Ap, Ва, Сг 


pour les projections de l'axe d'impulsion du solide sur les axes principaux 
d'inertie relatifs au point O, pris sur Paxe de rotation. 

3° Enfin, la force vive totale du solide, dans sa rotation autour de OR, 
a pour valeur 

Хто? = Zmo’r! = длит == Hot; 
elle est le produit du carré de la vitesse angulaire par le moment d’inertie 
du solide par rapport à l'axe de rotation. 

Soit 2mr* le moment d'inertie d'un corps par rapport à une droite; 
posons | 
ْ 2mr* = Mk. 

La quantité k, définie par cette équation, se nomme souvent le rayon 
de gyration. 

193. Calcul des moments d'inertie. — La difficulté est la même que 
dans la recherche des centres de gravité : une sommation à faire pour 
tous les points matériels d'un corps; et on la tourne de la même 
manière (102). Soient Н ع‎ 2mr* le moment d'inertie à évaluer, р la 
densité du corps en un point quelconque (x, y, z). Décomposons le 
volume У du corps en éléments frès petits Aw; la masse contenue dans 
un de ces éléments étant pAw, et la distance désignée par r étant sensi- 
blement la même pour tous les points compris dans l’élément, la portion 
du moment d'inertie total H qui répond à l'élément Aw sera sensible- 
ment égale à pAow.r*, r se rapportant à un point déterminé de cet 
élément. On aura donc Н = Zpr*Aw, le signe 2 se rapportant ici à tous 
les éléments de volume Aw compris dans le corps. Or, cette somme пе 
diffère qu’infiaiment peu de l’intégrale définie triple qui serait sa limite 
si l’on faisait tendre vers zéro tous les éléments До, en sorte que l'on 
aura sensiblement 


H = | приз, 


du étant l'élément infiniment petit du volume du corps, et les limites 
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de l'intégrale étant les mêmes que pour l'évaluation du volume de © 
corps. | | 
En raisonnant de la méme maniére, on transformera les formules 


А = Em (y? +22), B==2Em(2* La), C=: Em (x° + у*), 
qui déterminent exactement les moments d'inertie relatifs aux axes 
coordonnés, en celles-ci 


A= $,p(y* +=2%) do, В= Гр (я 421) 4, C= f,p(1* + y? do, 
dont l’exactitude suffit pour les évaluations les plus précises. On aura 


de méme 
D= f,pyzdo, Е == {| prado, F=f لم‎ 


Ces dernières intégrales s'annuleront si Гоп choisit pour axes coordonnés 
les axes principaux relatifs à l’origine O. 

193. Prenons pour exemple un parallélipipède rectangle homogène. 
L'origine étant au centre O, les axes OX, OY, OZ parallèles aux arêtes 
2а, 2b, 2c, la constante р sortant du signe d'intégration, il est clair que 
Pon а 

fyzdo == о, (zxdw==0, [хуй =o, 


á cause de la symétrie par rapport aux plans coordonnés. Les axcs ОХ, 
OY, OZ sont donc des axes principaux. Nous avons ensuite, en posant 


do = dx dy dz, 


| речь = | ВЫ as | عه‎ a [E Seats , 
7 y —a b 3 J—a 3 





ou, à cause de la relation M = 8pabc, 
2 
| pxtdo — Mo” . 
7 3 
Un calcul semblable donne 
Mb* Me? 
de = 一 一 24% =— + 
E 3 | 1 3 
Les moments principaux d'inertie relatifs au point O sont donc 


А, Ba сеть) 


Le moment d'inertie du parallélipipède par rapport à une droite 
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quelconque OS se tirera de la formule (4). Par exemple, pour une 
diagonale OK, on aura 
НА BU + Cot _ a btct + tat + atht 
аи 3 мые 
Faisant usage de la propriété établie au n° 189, on trouve pour les 
moments d'inertie relatifs aux arétes 2a, 2b, 2¢, 


Soto, Sepa Seto, 


194. Comme second exemple, déterminons le moment d'inertie H’ 
d'une lentille homogène, biconvexe, comprise entre deux calottes sphé- 
riques de même rayon В, par rapport à une droite MN parallèle à l'axe 
de figure OX de la lentille et distante d'une quantité à 
de cet axe. Soient 24 — AB l'épaisseur, 6 一 CD le 
rayon de la lentille. Cherchons d’abord le moment 
d'inertie H relatif à Гахе OX. Décomposons le volume 
de la lentille en tranches infiniment minces par des 
plans perpendiculaires à l'axe OX, et chaque tranche 
en anneaux engendrés par la révolution d'un élément 
plan dxdy autour de cet axe. Nommant x, y les coordonnées d'un point 
de l'élément générateur, par rapport à AX, AY, on а évidemment. 


H =4np fie |" ysdy = пр fists, 
o Jo lo 
yi =И z (2R — 2) représentant l'ordonnée de l'arc de cercle AD. De 县 


=p [ва а пра (E سمه‎ . 
lo 3 5 


Fig. 98, 


Mais les coordonnées du point D étant a, 6, on a 
bP=a(2R—a) ou 2Ва=а*-- 6, 
d'où, éliminant В, on tire 
H= т (a* + 5a%6* + robt). 
Pour avoir H’, nous devons (189) ajouter à H le produit de la masse 


M de la lentille par le carré de la distance à de son centre de gravité à 
la droite MN. Or, nous trouvons facilement 


а, a 8 8 а 
мрт = م2‎ ícono a ) dx == 2тра' (a -§) , 
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‘ou, mettant pour R sa valeur, 
at OY) #706 as aps 
M = anpa(F +>) - 3 (a? 十 36°). 
Donc, enfin, 


пра 


H' ناح‎ 
30 


Е + 5a%b* -- rob + то (a? + 3b*) > | 。 

295. Опа besoin de calculer, dans certaines questions de mécanique 
appliquée, le moment d'inertie d'une surface plane par rapport á une 
droite OX, ordinairement située dans son plan. On nomme ainsi la 
somme H des éléments infiniment petits de de l'aire, multipliés respecti- 
vement par les carrés de leur distance r à la droite ОХ. On a donc 


H = 2r*do = (4х [ r*dy, 

les limites des intégrales étant déterminées par le contour de l'aire. Si 
la droite OX est prise pour axe des x, que Гоп désigne par y,, y les 
ordonnées correspondant à une même x sur le contour de l'aire, par x,, 
zx les valeurs de x entre lesquelles tombent tous les points de ce con- 
tour, on aura, 

r=y, H= (° ах 

2 


[gray ==" yt —y2) de 


Exemples. — 1. Rectangle, par rapport à une droite parallèle à un de 
ses côtés. 一 Soient AD =a, AB=6 les côtés du rectangle, à la 
distance du côté AD à lo droite OX qui lui est parallèle. On a ici 


у. و حت‎ y=d-+6, x=, +4, 
d’où 
1 (To+a 


- Hat 人 (3 +6) — d5] de = (+ 363 +63). 


Ii. Ellipse, par rapport à l’un de ses axes. — L'équation de l'ellipse 
étant 
x? у 
sr 
H est égal à quatre fois le moment d'inertie du quart de l’aire de l’ellipse ; 
on a donc 


b 
х,=0, 7 一 400， у ==0, y= oY a 一 >， 


. > id لس‎ + 


d’ou 


Exercices. 


a. Démontrer que la somme des moments d’inertie d’un corps par rapport a trois 
droites rectangulaires quelconques partant d'un point O est constante el égale a la 
somme des moments principaux relatifs au méme point. 

В. Conséquence de l’équation (4). 

3. Déterminer le point de l’espace pour lequel les axes principaux d'inertie d’un 
corps donné sont parallèles à trois directions rectangulaires données. 

В. L'origine des axes, parallèles à ces directions, étant placée au centre de gravité С 
du corps, soient D = туз, E—Z2msæ, F 一 Хтву les coefficients relatifs à ces 
axes; <, В, y les coordonnées du point cherché. On a, par les équations (6), 


EF _ FD _ DE 
c= — мо’ В = ME’ v= — ir’ 


8. Étant donnés trois axes rectangulaires OX’, OY’, OZ’, et les coefficients corres- 
pondant à ces axes pour un corps donné, A’ 一 2 (y’* 十 s’*),..., D’ = ту’=',..., 
trouver les directions des axes priacipaux d'inertie relatifs au point O et les moments 
principaux eorrespondants A, В, С. 

В. C'est le méme probléme que de trouver les directions et les grandeurs des axes 
principaux d'un ellipsoide dont on a l'équation. Soient a, 8, y les angles directeurs d'un 
axe principal, H le moment d'inortie correspondant; on aura 

A’ cosa —F'cos В —E'cosy _ 8“ cos В — D’ cos y — Е’ cos « 
OS € И 











_C'eosy—E'cosz—D'ess | 
cos у 
De là 
(A’ — H) cos »ع‎ — Е” cos В — Е’ cos y = 0, 
(x) 5 —F’ cos » + (B’ — H) cos 8 — D’ cos у = 0, 
— E' cos » — D’ cos В + (C’ — H) cos y = 0, 
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Ces équations conduisent, par l’élimination de cos <, cos В, cos y, à celle-ci : 


А’ —Н — В’ — E' 
— Е’ В’ 8 — 0’ | =о, 
+? —D C' — 8 


équation dont les trois racines réelles en H donnent les valeurs des moments princi- 
paux demandés, après quoi le système (a) fera connaître, pour chacune de ces valeurs 
de В, les cosinus directeurs de l'axe principal eorrespondant. 

4. Connaissant les axes et les moments prineipaux d'un corps relatifs á son centre de 
gravité С, trouver les axes et les moments principaux relatifs à un point donné К. 

R. Les axes principaux relatifs à С étant pris pour axes coordonnés, soient A, В, С les 
moments principaux; E,n,6 les coordonnées du point К, r=GK; H le moment 
d'inertie du corps relatif 4 une droite menée par K et ayant pour cosinus directeurs 
Cos a, cos В, cos y. On a, par les équations (4) et (5), 


H =(4-+Mr*)cos%« +(B+4-Mer*) cos? 8 +-(C +-Mr*) cos*y — М (Ecos a ب ل‎ cos 8 +4 cos y)?. 
Pour rendre H maximum ou minimum, on pose dH =0; on a d'ailleurs 


cos a d. cos a + cos В 4. cos В + cos y d. cos y = 0; 
combinant ces relations et posant 9 一 Mr — H, on a 


(A-+ @)cos x — ME (Ecos a +9 cos 8 +¿c08y)=0, (B-+- 0) eos م‎ — My (E cosa +.) =0, 
(C-+-6) cos y — Mg (Ecos a-+---)=0, 


équations qui conduisent, par l'élimination de cos a, cos В, ... à 
3 n° e Е 
древо Гао м 
Cette équation а trois racines réelles en 0, qui sont les valeurs de Mr* — Н corres- 
pondant aux axes principaux d’inertie relatifs au point K. La direction d'un axe 
principal vérifie les équations 


cos a cos В cos y 
o e So Y 


A. ST 
| АО B<+9 C+8 
qui conduisent au théorème suivant : Sí dans l’équalion (8) on considère E, y, 5, comme 


des coordonnées courantes ; 0 comme un paramètre variable, cette équation représente 
un système de surfaces du second ordre homofocales à Pellipsoide 


Et on Se 
stste 
Par chaque point K de l’espace passent trois de ces surfaces (ellipsoïde, hyperboloïdes 


à une et à deux nappes); les tangentes aux courbes d’interseelion des trois surfaces en 
K se coupent à angle droit, et sont les directions des axes principaux d’inertie relatifs 
вы paint К. 


5. Connaissant les ахез et les moments principaux relatifs au centre de gravité d'un 
19 
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corps, trouver les points de l’espace pour lesquels l’ellipsoïde d'inertie se réduit à une 
sphère. 

В. On calcule, par la transformation des coordonnées parallèles (190), les quantités 
Em (y’* + 2'9),... E3my'5',... relatives à un point quelconque ; on trouve 19 qu'il faut 
que l’ellipsoïde d'inertie relatif au e. de gr. soit de révolution autour de son plus petit 
axe; Ze qu'il y a alors deux points vérifiant la condition, situés sur cet axe de part et 


d’autre de С, & une distance \ / cs ‚ Cse rapportant & l'axe de révolution. 


©. М. d'in. d'un ellipsoide homogéne par rapport aux axes. 
R. Soient aa, 46, 2c les axes; on a 


ape, B— Tera, CHa (0 463), 
5 5 5 
3. M. d'in. d'une sphère homogène par rapport à un diamètre. 
R. Le rayon de la sphère étant R,on a 
Н = =*% ¿ps = A — BR’. 
15 5 


©. Même problème, la densité décroissant uniformément du centre à la surface. 
R. Soient po la densité au centre, po 一 pr la densité à une distance г, опа 


pe (#8). 
3 \5 6 


©. М. d’in. d'un cylindre circulaire homogène de rayon a, de hauteur 24, par rap- 
port & son axe. ， 
В. | Н 一 rpha:4. 


40. M, d'in. du même corps, par rapport à une perpendiculaire au milieu de son axe. 
В. On décompose le cylindre cn éléments par des plans z parallèles aux bases, des 
plans 9 passant par l’axe, des cylindres г de révolution autour de Paxe. On trouve 


a (7 dy (7 (28-4 24 int 9) ede = (+‏ مك 
صق =)%+¢( aK Paint р ne = ape‏ | ,"= 


аа. М. d'in. d'un cylindre elliptique homogéne par rapport & son axe. 
R. Hauteur 24; a, b demi-axes de la Базе; 


A MLS Sa (ae E 
a Jo — 4 0 





H — æphab 
2 


(a? + 5%) = м qe +1. 


29. М. d'in. d'une droite homogène par rapport á un axe passant par son extrémite 
et incliné d'un angle В. 
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В. Soit 1 la longueur de la droite; 
Ри 
H =- 5 sin? 6 
3 B 


28. M. d'inertie de l’aire d’un triangle isocéle, par rapport à la hauteur А perpen- 
diculaire au milieu-de la base 26. | 

R n= bh 

. =$" 

a4. Une figure plane, symétrique par rapport à une droite AB, tourne autour d'une 
parallèle OX à AB et engendre un solide de révolution homogène. Trouver le moment 
d'inertie H de ce solide par rapport & ОХ. 
- В. H= M (3k* + 3), 3 étant la distance entre AB et OX, k le rayon de gyration de 
la figure plane par rapport à AB, M la masse du solide engendré. 

45. Trouver le moment d'inertie d’un anneau homogène, engendré par un losange 
tournant autour d'un axe OX parallèle à une de ses diagonales, рег rapport à l’axe ОХ. 

R. Application du précédent. 

16. M. d'in, d'un tore homogène par rapport 1° à son axe de figure; 2° à un dia- 
mètre équatorial. . 

В. M, masse du tore ; a, rayon du cercle générateur; 3, distance de son centre à 
l'axe de figure. 


1 c=u(0+2), 2e بده‎ (#1). 


CHAPITRE XV. 


MOUVEMENT D'UN SOLIDE. 


5 1. MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN AXE FIXE. 


196. Considérons un solide qui ne peut que tourner autour d’un 
axe fixe 00’; soient, à l’époque ¢, w la vitesse angulaire du solide autour 
de 00’, P, la composante, normalement à l'axe, de l’une quelconque 
des forces qui agissent sur le corps, p la distance entre l’axe et cette 
composante, H le moment d'inertie constant du solide par rapport à l'axe. 

Appliquons le théorème des moments (170) : la dérivée par rapport 
à ¢ de la somme des moments des quantités le mouvement relative 
à l'axe fixe 00, est égale à la somme des moments des forces extérieures 
par rapport au même axe. Or, la première de ces deux sommes est égale 
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à Но (294), la seconde à 2P,p (7%), le signe 2 s'étendant à toutes les 
forces extérieures. Les réactions des points fixes O et O” font partie des 
forces extérieures, mais leurs moments sont nuls. On a donc 


4.5 
د‎ 
ou, autrement, 
de _ ХР. 
Q AR 


A chaque instant, la dérivée de la vitesse angulaire par rapport au 
temps est égale à la somme des moments des forces appliquées au solide 
par rapport à Рахе de rotation, dipisée par le moment d'inertie du solide 
par rapport au même axe. 

On doit observer que l'équation (т) suppose que le sens des moments 
positifs soit le même que le sens de la rotation positive, et qu'ainsi, le 
produit Psp doit être affecté du signe 十 ou du signe 一 selon que la 
force P, tend à produire une rotation dans le sens positif ou en sens 
contraire. 

Soit 6 l'angle compris entre deux plans, l’un fixe, l’autre mobile avec 
le solide, passant par l'axe. On sait que Гоп a 

de. 
فده‎ 
substituant cette valeur dans l'équation (1), on aura une équation du 
second ordre en 0, et si on sait l'intégrer, on en déduira les valeurs 
de 6, « en fonction du temps, avec deux constantes arbi 
traires que déterminent les valeurs 6., «, de ces varia- 
bles pour ! 一 o. 

197. Comme exemple du mouyement d'un solide 
autour d'un axe fixe, prenons un solide pesant et un 
axe horizontal. G étant le centre de gravité du solide, 
menons par ce point un plan 60 perpendiculaire à 
l'axe, et soient O l'intersection de ce plan et de l'axe, 
OG =a la distance du centre de gravité à l'axe, M la masse du solide, 
6 l'angle variable que fait la droite OG avec la verticale OZ, a la valeur 
de 8 pourt =o. 

Nous pouvons appliquer l'équation (1), mais le théorème des forces 





Fig. M. 
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vives conduit plus vite au résultat. La force vive totale du solide, á 
l’époque $, a pour expression (498) Hw’. Le travail produit par la 
pesanteur, depuis l'époque { 一 0 jusqu'à l’époque t, est mesuré (137). 
par 
Mg [2 — £10] Mga (cos 9 — cos a). 

L’axe étant fixe, le travail des réactions des points d'appui est égal à 
zéro. On a donc, en vertu du théorème des forces vives (880) et en 
supposant nulle la vitesse initiale 


Но? = 2Mga (cos 0 — cos a), 
ou 
40° 2Miga 
(2) a i 
Telle est l'équation différentielle du premier ordre qui détermine 
l'angle 6 et par suite fait connaitre le mouvement du solide : on l'aurait 
tirée de l'équation (1) par une première intégration. 
Mais il est inutile d'intégrer l'équation (2), car on voit sans peine que 
si Гоп pose 





(cos 9 — cos a). 


Ma т H 
1 1 = 7 ou (3) l= Ma , 
elle prend la forme 
do 29 
GT (cos 9 — cos a), 


et devient identique avec celle qui détermine (256) le mouvement du 
pendule simple de longueur [/. Donc la droite OG, dans le solide, a 
exactement le même mouvement qu’un pendule simple dont la longueur { 
est définie par l'équation (3), et comme ce dernier mouvement nous 
est bien connu, comme d’ailleurs il est clair que le mouvement de la 
droite OG détermine celui du solide tout entier, le problème proposé est 
résolu. 

498. On nomme pendule composé un solide pesant qui oscille autour 
d'un axe horizontal; sa longueur | est la longueur du pendule simple 
dont le mouvement serait le même que celui de la droite ОС dans le 
pendule composé : elle est donnée par l’équatien (3). Ainsi la longueur 
du pendule composé est égale au moment d’inertie du pendule par rap- 
port 4 l'axe de suspension, divisé par le produit de la masse du pendule 
et de la distance de son centre de gravité à l'axe. 
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Toutes les conséquences développées aux numéros 156 et suiv. sont 
applicables : ainsi, l'amplitude des oscillations étant supposée très petite, 
la durée d’une demi-oscillation sera donnée par la formule 


Т = y/o etc... 
9 


Prenons sur OG, à partir du point O, une longueur OC égale à l; С 

sera le centre d'oscillation du pendule, O étant le centre de suspension. 

Concevons, par le centre de gravité С du solide, une parallèle à l’axe; 

soit МК? le moment d'inertie du solide par rapport à cette parallèle. 
Nous aurons, par le théorème connu (189), 
Н = Mk? + Ma’, 


d’ou 
fe? 
l=a+—) 


ce qui montre d’abord que l est > a; donc le centre de gravité est tou- 
jours compris entre le centre d'oscillation et le centre de suspension. De 
plus, il vient , 

а ({ — a) = GO ٠١ GC = k?. 


Or, k* ost évidemment constant si la direction de Гахе de suspension ne 
change pas par rapport au solide, donc le produit GO - GC reste aussi 
constant dans ces conditions. En particulier, si Гоп prend le point С 
pour centre de suspension, O deviendra le centre d’oscillation, et la 
longueur / du pendule, conséquemment la durée d’oscillation, ne variera 
pas. En d'autres termes, le centre d'oscillation et le centre de suspension 
sont réciproques Pun de Pautre. 

On peut méme s'assurer que la longueur [ reste la même pour tous 
les axes de suspension paralléles, situés á la méme distance du centre de 
gravité, et que, de tous les axes parallèles, celui qui donne l'oscillation 
la plus courte correspond á 


ou a—k. 
D’après l'expression de T, si / était connu, la valeur de g se déduirait 


sans peine de la durée d'oscillation du pendule. Pour déterminer /, on 
forme un pendule muni de deux couteaux de suspension ayant leurs 
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arêtes O et С parallèles, mais placés en gens inverse; l’un des couteaux 
est susceptible d'un glissement paralléle au moyen d'une vis. On fait 
osciller le pendule en le suspendant successivement sur ces deux cou- 
teaux, et Pon déplace le couteaux mobile jusqu’à ce que la durée d'oscil- 
lation soit exactement la méme dans les deux positions. On s’assure 
d'ailleurs que le centre de gravité С du pendule est sur la ligne OC, а des 
distances inégales des arétes O et C. Ces résultats obtenus, on est certain 
que si le centre de suspension est en O, le centre d’oscillation est еп С, 
car l'égalité des durées T d'oscillation entraine l’égalité des longueurs { 
des pendules. On a donc, en posant OG = a, GC = b, 





ks ‚а—6‏ م 
“十 7 一 "十 T a—b=k ab ’‏ 

d’ou 
ab = К, 


c'est précisément la relation qui caractérise les centres d’oscillation et de 
suspension. On a donc a + 6 = et en mesurant avec soin la distance 
OC on connaîtra la longueur /. 

199. Pression sur l'axe. — Revenons au cas général du № 196. 
Pour calculer les pressions que le solide tournant exerce sur ses points 
d’appui fixes O et 0’, prenons OO’ pour axe des ع‎ positifs, l’origine 
en 0, 00’ —a. Soient X, У, Z les composantes parallèles aux axes 
rectangulaires de l’une quelconque des forces P qui sollicitent le solide; 
x, у, 2 les coordonnées de son point d’application, U, У, W les compo- 
santes de la réaction du point О; 0’, У’, W’ celles de la réaction du 
point O”. Joignons ces réactions aux forces motrices; le solide sera 
considéré comme libre, et l’on appliquera les équations (3) et (7) du cha- 
pitre ХШ, $4. | 

On a d'abord, pour un point quelconque (17). 


о, =— Wy, y= OL, t=O, 
d’où 
Уту. == 一 0Emy, m0, = отл, Imv,—o0, 
Зт (yo, 一 zvy) = 一 w02mxz, Im (zu, 一 10,) 一 一 olmyz, 
2m (хо, — yv.) = w2m (2? + y?) = Ho. 


De lá on tire, en prenant les dérivées par rapport à t, remplaçant 
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رمه‎ Vy, Y. par leurs valeurs ci-dessus, et observant que 


¿mx = Ma, my =My,, 


d du d o s, da 
2"? 一 一 对 6 十 au) di mv, = — M (» Y: a) 


d d nr do 
=mv, — 0, 7 Ут (yv, 一 £0y) = at Smyz 一 + =mzz, 
d . do 


d | do 
7 т (хи, 一 уе.) = HT - 


Substituons ces résultats dans les équations (3) et (7) du ch. XIII. 
Il viendra 


(arm + Pu):‏ قاس “اسل نا ع 


(4) 2 Y Чун (ty — Dai) 
272 + W + Ww’ = о; 
do 
$ (yZ — zY) — aV' = w*imyz — Th Утхя, 
du 
(5) $ (2X — #2) + a’ = — 0'2mxz 一 元 Утух, 


ау фон. 


La dernière équation n'est autre que l'équation (1); c'est celle qui 
détermine le mouvement du solide. Les deux premiéres équations (5) 
font ensuite connaitre U’ et У’, après quoi Гоп tire des deux premières 
équations (4) les valeurs de U et de V. Quant aux réactions suivant l’axe, 
W et М’, leur somme seule est déterminée par l'équation 


W -+ W’ = 22, 
par un motif que nous avons déjà discuté (91). Elle est d'ailleurs la 
méme que si le solide était en repos. 
200. Considérons en particulier le cas ой le solide continue & 
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tourner en vertu d'une impulsion acquise, sans qu'aucune force agisse 
encore sur lui. Nous ferons X = Y = Z = 0 pour un point quelconque. . 
La derniére équation (5) nous donnera 


до 


a = و0‎ © == const. = о. 


Ainsi, la vitesse angulaire de rotation ne varie plus. De plus, nous aurons 


U-+ О’ = — Мох, V+V'=—Moy, W+W'=—0, 
aV' = —o'imyz, a’ = 一 w0*2maz, 


équations qui servent à calculer les réactions des points d’appui O, O”. 
Supposons que Гахе 00” soit un axe principal d'inertie du solide 
relatif au point О; nous aurons, quel que soit £, | 
3myz = о, утхя =0, 
d'où 
U'=0o, V=o. 

On sait d’ailleurs que la réaction W’ du point O” peut être supposée 
transportée en O (94) sans que rien soit changé au mouvement du 
système; cela revient à supposer W” =o. Or, 0’, У’, W’ représentent 
les forces qu'il faudrait appliquer en O, si ce point cessait d’être fixé, 
pour que le mouvement du solide continuát sans changement. Donc, 2 
un solide s'appuie sur un point fixe O, et est animé d'une vitesse quel- 
conque autour d'un de ses axes principaux d'inerlie par rapport à ce 
point; si d'ailleurs aucune force extérieure n'agit plus sur le solide, il: 
continuera indéfiniment à tourner, avec la même vitesse angulaire, 
autour de cel axe comme s’il était fixe. 

Cette propriété a fait donner aux axes principaux d'inertie le nom 
d'axes permanents de rotation; elle s'appliquera même à un solide 
pesant, si le point fixe O coincide avec le centre de gravité du corps, 
puisque alors l'action de la pesanteur sera détruite. o 

Les conditions précédentes étant toujours remplics, supposons en 
outre que le point O soit le centre de gravité du solide. Nous aurons 
رد‎ =0, у: =0, et les expressions des réactions des points d'appui 
deviendront 


U=0, V’=0, U=0, V=0, W+W'"=o0, 


d'où il suit que l’on peut rendre libres ces deux points, dont les réac-- 
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tions sont nulles, sans troubler le mouvement du solide. Donc us solide 
libre, qui а reçu une rotation initiale autour d'un des trois axes princi- 
paux d'inertie relatifs à son centre de gravité, et n’est soumis d'ailleurs à 
aucune force extérieure, continue 4 tourner indéfiniment dun mouve- 
ment uniforme autour de cet axe comme s'il élait fixe. 


Pour ce motif, on donne à ces axes principaux le nom d'axes naturels 
de rotation. 


Exercices. 


a. Soient А, В, С les moments principaux d'inertie d’un solide, relatifs à son centre 
de gravité; x, В, y les angles directeurs d’une droite quelconque, par rapport aux axes 


de ces moments; а [а distance du centre de gravité à cette droite. Toutes les droites 
qui vérifient la condition 


À cos? х + В cos? 3 + С cos? y 
+ _ Ma 
sont des axes de suspension synchrones. 

9. Déterminer la longueur du pendule composé formé d'une sphère homogène, de 
rayon R, dont le centre est fixé sur une tige rectiligne sans masse, suspendus à un 
point fixe O. 

8. Un pendule composé est formé de deux sphères homogènes, de rayons В, В’, de 
messes M, М’, dont Ics centres sont sur une tige rectiligne sans masse. La sphère 
inférieure restant fixe, quelle position faut-il donner à l'autre pour que la durée de 
l'oscillation soit aussi courte que possible? 

R. Soient a, w les distances respectives des centres de la première et de la seconde 
sphère au centre de suspension. La longueur du pendule est 


__M(2R°+ 50°) + M’ (2R” + 50”) 


= const., 


‘= 5(Ma + №) | 
La valeur de © qui rend / minimum est racine de l'équation 
2Ma М (28* + sa!) + 2MM'* 
æ? + 1 — м о 20. 


Si les sphéres ont méme rayon et méme densité, on a 


04/2 +. 


4. Un pendule composé est formé d'une tige mince portant un cylindre étroit dont 
l'axe est dans le prolongement de la tige, et qui renferme du mercure. On connait le 
poids P de ce pendule, les distances a, ¿ de son centre de gravité et de son centre 
d'oscillation à l’axe horizontal de rotation, le rayon intérieur г du cylindre, la distances 
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du niveau du mereure à l'axe de suspension. On demande la hauteur de mercure 

qu'il faut ajouter dans le cylindre pour que le pendule batte exactement la seconde. 
В. La longueur ) du pendule à seconde est 

— 9809, 

(3,14159)' 

Calculant par la formule (3) la longueur du pendule formé du pendule primitif et du 

petit eylindre de mercure de hauteur z on aura d'autre part 

Pal + gH’ 

Pot Mag” 

M', a’, H' se rapportant au petit cylindre. On trouve, р étant la densité du mercure, 











M=xpra, 0 > pea (пен), 


et en égalant les deux valeurs de }, on a pour déterminer e l'équation 


. Ра ft 
م ده‎ 2 G2) == 


5. Une plaque pesante, homogène, infiniment mince et ayant la forme d’un triangle 
rectangle, peut tourner autour d'un axe horizontal normal В son plan et passant par le 
sommet A de l'angle droit. Déterminer 1° l'angle que fait un des cótés e de l'angle 
droit avec l'horizontale située dans le plan d'oscillation, quand la plaque est en équi- 
libre; 2 l'amplitude des oscillations qu'exécute la plaque lorsqu'on l'abandonne à son 
poids, le eôté e ayant été amené dans la position horizontale. 

R. Soient a l'bypothénuse, b le troisième côté du triangle, р la densité superficielle, 
9 l'angle que fait le côté с avee l'horizontale AX à l'époque £. Application de l'équa- 
tion (1). On trouve 

8 peer 


= Poet, دم‎ 9 





48 _ 9 
as 





in (C — 0). 





: 
Pour l'équilibre, il fant que Gao, o=c. 


L'amplitude des oscillations est égale à l'angle С. Le mouvement est celui d'un pen- 
dale de longueur a : 2. 

©. Une barre MN est suspendue par deux fils verticaux, 
de longueur égale a, à deux points fixes À, B, et peut 
tourner autour d’un axe vertical OO’ passant par le centre 
de gravité O de la barre, On écarte celle-ci trés-peu de sa 
position d'équilibre, et on l'abandonne à la réaction des 
fils suspenseurs, Déterminer son mouvement, en suppo- 
sant que l'angle 0 que fait la barre avec sa position d'équi- 
libre soit toujours assez petit pour qu'on puisse admeitre qu'elle reste dans un plan 
horizontal, et que sind =6, 


Fig. 96. 
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R. Soieut P lo poids de la barre, ОМ 一 м; ON = м. Les moments des réactions 
horizontales des fils sont 
Pano Pano 
Tampa” Came” 
et l'on a, par l'équation (1), en désignant par H le moment d'inertie de la barre par 
rapport à 00’, posant Ртя = ab, 
О= с, изв. 

3. Un pendule composé est formé d'une عونا‎ cylindrique AB (6g. 96), suspendue en 
O, d'une lentille biconvexe (494) fixée à la tige en A, d'un curseur С mobile 
sur la branche supérieure OB (métroneme de Maelsel}. En quel point faut-il 
amener le curseur pour que le métronome batte par minute un nombre donné 
n d'oscillations? — On suppose le curseur asses petit pour qu'on puisse Passi- 
miler á un simple point matériel. 1 

В. P, poids de la lentille, P’ de la tige, ك‎ du curseur; ОА رمع‎ 08 5; 
24, épaisseur de la lentille; 8, rayon de base des calottes sphériques qui la 
terminent; k, rayons de gyration de la lentille et de la tige par rapport à 
Fig. 96. 8 35 
l'axe de suspension; # l'iacannue OC. 
La longueur ¿ du pendule composé est 
2 (PA + PE wa!) 
(*) 28 ل (ة ل ه)‎ 8 (a—b)—ac0’ 
los portions OA, OB de la tige ayant respectivement pour poids 











Pao Pb 
a+b apo 
On a d'ailleurs, par le № 104, 
at + 1508" + 1084 
Enfin, pour satisfaire à la condition du problème, il faut que l'en ait 
—_ 9 Gy» — 99809 X 3600 , 
пт رو‎ 





On tire de l'équation (x), pour déterminer ره‎ l'équation 
P [2 al ot 
a Puma (ее) = 
at lat = (at — bn) += (RO 242) o, 


dans laquelle il faudra mettre peur 4, 如 # leurs valeurs ci-dessus. 

. Un solide, animé d'une vitesse initiale we autour d'un axe fixe, n’est soumis qu'à 
l'action d'une résistance équivalente à une force A + Bar, agissant normalement à la 
distance р de l'axe. Déterminer le mouvement du corps, l'époque f, à laquelle ce 
mouvement s'arrétera, et l’angle total 6, dont le corps aura tourné à cet instant. 

В. Nommant H le moment d'inertie du corps per rapport à ахе et posant 
3 = a, 各 = Br 
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on trouvers l'équation différentielle 
do = — В (1 + a*n*) de, 
d'où l'on tirera 
__ I 20 60$ aft — sin 6 _ it . 
= cos apt tam sine Pos sinape? 0 = 35 |. (cos 286 + «o, sin «ft), 
т 


‘=e ere tg «o, i= — 5% 





1. (1 + atout). 


$ 2. MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE. 


201. Un solide est fixé par un de ses points O; on donne les positions 
el les vitesses initiales de tous les autres et les forces qui agissent sur le 
solide á un instant quelconque. Il s'agit de déterminer le mouvement 
du solide, c’est-à-dire les positions et les vitesses de tous ses points dans 
toute la suite du temps. 

Pour simplifier le problème, prenons comme dans la cinématique (24) 
troix axes rectangulaires Ox, Oy, Oz liés au solide et mobiles avec lui, 
axes dont la position & chaque instant, par rapport aux trois ахез 
rectangulaires fixes OX, OY, OZ, sera définie par leurs cosinus direc- 
teurs ou au moyen des trois angles y, 0, ب‎ déja introduits (39). Chaque 
point du solide ayant une position fixe par rapport au systéme Ozyz, le 
mouvement de се systéme fera соппа ге entiérement celui du corps. 

Pour former les équations différentielles du mouvement, appliquons 
le théorème du n° 170 : Si Pon détermine 4 chaque instant Рахе OG du 
couple résultant des forces extérieures et l'axe d'impulsion OK, pour le 
centre de réduction fixe O, OG sera égal et parallèle à la vitesse du point K. 

Pouvant choisir les axes Ox, Oy, Oz dans le solide, nous prendrons les 
axes principaux d'inertie relatifs au point O. Soient А, В, С les moments 
principaux correspondants; р, q, г les projections sur Ox, Oy, Oz de 
l'axe instantané de rotation OR; G,, G,, С, celles de Гахе du couple 
résultant des forces motrices, à l’époque #. Оп вай (898, 2°) que les 
projections de OK sur les axes mobiles, ou les coordonnées du point К 
par rapport à ces axes, sont Ap, Bg, Cr; leurs dérivées par rapport au 
temps donneront les composantes, paralléles 4 Ох, Oy, Oz de la vitesse 
relative du point К. par rapport au systeme Oxyz, soit 

dp в99 dr 


a? В’ “a 
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Pour avoir les composantes, paralléles aux mémes axes, de la vitesse 
absolue du point К, nous devons (4%) ajouter respectivement à celles-là 
les composantes de la vitesse d'entraínement du point К, c’est-à-dire, 
d'après les formules du № 47 qui expriment les composantes de la 
vitesse d'un point pour un solide en rotation, 


q:Cr—r.Bq =(C—B)gr, (A—C)rp, (B— A) pq. 
D'aprés le théoréme rappelé, il faut égaler les projections de la vitesse 


totale du point К sur Ox, Oy, Oz respectivement à celles de l'axe du 
couple moteur С, ce qui fournit les Equations d' Euler : 


dp 
A q (С — В) عو‎ =6., 
а 
(1) {BH (A —C)rp =G,, 


dr 
CT + (B— A) pg =G.. 


Les réactions du point fixe font partie des forces extérieures, mais 
leurs moments par rapport & Ох, Оу, Oz étants nuls, on n'en tiendra 
pas compte dans les équations (1). 

Si les quantités G,, G,, С. étaient données en fonction de р, q, г, t, 
ces trois équations du premier ordre pourraient étre intégrées, feraient 
connaítre p, q, r en fonction du temps, avec trois constantes arbitraires 
que l’on déterminerait, connaissant les composantes po, go, Yo de la 
rotation initiale. Puis on déduirait de lá la position du mobile à une 
époque quelconque en substituant ces valeurs de р, q, г dans les équa- 
tions du № #9, 


р = ча sing D + cos of 


0 
(2) — sin 6 cos p<! — sin PT » 


dy , do 
г — cos on + a 
intégrant ce système d'équations du premier ordre entre y, 0, p et ¢, et 


déterminant les constantes arbitraires de l'intégration par les données 
initiales фо 0 фо. 
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Mais, en général, G., G,, С, dépendent de la position du solide et sont 
donnés immédiatement en fonction de y, 0, о. Alors le système (т) 
ne peut plus étre intégré indépendamment du systéme (2), il faut 
éliminer р, q, г entre les deux systèmes, ce qui conduit à trois équa- 
tions du second ordre entre y, 9, 9 et t. 

208. Cas où il n'y a pas de forces motrices. — Lorsque les forces 
extérieures manquent ou donnent une résultante passant par le point 
fixe, OG est nul et les équations (1) se réduisent à celles-ci : 


Ас — В) qr =0, 


(3) ВА —Orp=0, 


dr 
| © ري‎ +B—A)pg=o0. 


On a une première intégrale en multipliant par р, q, г et ejoutant, ce 
qui donne 


Apdp + Bgdg + Crdr = o, 
d’où, intégrant et désignant par À une constante, 
(4) Ap? +- Bg* +- Cr* = h. 


C'est l'intégrale des forces vives, car, comme il n’y a pas de travail 
des forces extérieures, la force vive du corps est constante (179), et 
son expression est (1 om 39 


Hat = at (АВ р в-. 14-05) = Apt вис» 


On trouve une seconde intégrale en multipliant ces mémes équations 
(3) par Ap, Bq, Cr et ajoutant; il vient 


A*pdp + B*qdq 十 C*rdr = о, 
d'oú, intégrant et désignant par [ une constante, 
(5) Азр* + B*g? | Cr? == И. 


C’est l’intégrale du théorème de la conservation des moments (471); 
car Paxe d'impulsion OK qui a pour projections Ap, Bg, Cr sur les axes 
mobiles, doit étre ici invariable en grandcur et en direction. 

Avant de déduire les conséquences remarquables qui découlent de ces 
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équations, nous considérerons un cas particulier dans lequel le ealcul 
s’achève sans l'intervention des fonctions elliptiques. 

208. Supposons que deux des moments principaux soient égaux, 
À = В: lellipsoide d'inertie est de révolution autour de Гахе Uz. La 
troisième équation (1) devient 
dr ~ 


,2 = .00081 ج م ,0= — 


dt 


n étant la composante de la rotation initiale du solide autour de l'axe Oz. 
Les deux premières deviennent, en posant С — А = Au, 


dp dq 
(a) ан واكم‎ =о, q BRP =0, 
d'où l’on tire en éliminant g 
d*p dq __ dp... 
a Teta o où q р =o. 


L'intégrale de cette équation est, x et В désignant des constantes, 
p = a sin (unt + $), 
d’où, par la première équation (x), on tire 
و‎ = — «cos (unt + В). 
pq == =p, q. 
a est donc la composante de la rotation initiale normalement á l'axe Oz. 
Pour t=0, on 8 


On en déduit 


» مأو‎ В = روم‎ ac0s В == — qo, 
ce qui détermine entièrement angle В. De plus, étant libres de choisir 
l'axe fixe OZ, dirigeons le suivant l’axe d'impulsion OK qui est fixe. Les 
projections de OK sur Ox, Oy, Oz sont ici-Ap, Ад, Cn, donc 
Cn 
Pangle 0 est constant : l’axe de révolution Oz de l’ellipsoide d'inertie 


décrit un cône circulaire droit autour de Рахе d'impulsion OK. 
Опа donc 40 = o, et les valeurs de р, q des équations (2)deviennent 
dy 


р =sin 0 sin pq,» q=sin 0 cos 9S, 


cos 0 = cos д === 
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d'où 
سس اس ح وها‎ team Ph حو‎ kn — и" ЕВ), 


k étant un nombre entier qui se détermine par 'équation фо == kn — В. 
Enfin, la dernière équation (2) donne 


dy dp nc 
cos 07 a ==, 

doi di nC 1 1 
全 -和 


Les variables p, q, г, Y, 0, ب‎ sont connues en fonction du temps, la 

solution est compléte. On remarquera que 
o=pp+g+r=pat+n 

est constant, la vitesse angulaire de la rotation ne change pas; il en est 
de même de dy: de, la trace OX, du plan de l'équateur de l'ellipsoïde 
sur le plan du couple résultant se теш Фит mouvement uniforme. Le 
rapport я : © est constant, l'axe instantané décrit un cône circulaire 
droit dans le solide, autour de l’axe Oz; il décrit aussi un cône droit 
autour de l’axe d'impulsion OK, car on a 


quantité constante. Il en résulte que les axes OK, Oz, OR sont toujours 
dans un même plan. 

204. Revenons au cas général et suppo- 
sons 

А>В> С, 
ce qui peut toujours étre réalisé. L'équation 
de l'ellipsoïde d'inertie rapporté à Ox, Oy, 
Ox est 
Ах + By ل‎ Cz? =1. 

Nommons póle instantané de rotation le Fig. 9. 
point I (x, y, =) (fig. 97) où l'axe instantané OR perce cette surface, 
u le rayon vecteur OI. Nous avons 
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et les cosinus directeurs de la normale à l’ellipsoïde en I sont propor- 
tionnels à Ах, By, Cz, ou à Ap, Bq, Cr, c'est-à-dire aux cosinus direc- 
teurs de l'axe d'impulsion OK. D'où ce théorème : Menons, à l'ellipsoide 
d'inertie du corps relatif au point fixe O, un plan tangent (P) perpendi- 
culaire à Paxe d'impulsion OK : le point de contact 1 sera le pôle instan- 
tané de rotation. 

Le plan diamétral conjugué de Гахе de rotation Ol est paralléle au 
plan tangent en J, il est donc normal á OK; donc, 4 chaque instant, 
l'axe instantané de rotation est le diamètre conjugué du plan du couple 
résultant des quantités de mouvement, dans l'ellipsoïde d'inertie. 

On a aussi, w étant la perpendiculaire OP abaissée du centre O sur le 
plan tangent au point I, 


w == (Atg? 十 By? + сы). 
Enfin, on tire des relations ci-dessus 
gt v= gt ألم طلا‎ ря _ Ад + Ву? Ce? _ Азх* + By + Cl£* | 
р q* p* + 9* + y? Ap? + Bq? + Cr? Atp 2 + B'q° + Cr? 


d’où Гоп déduit 


(6) 0.=uyh, = 一 上 

Comme h, / sont constants, on a les théorèmes suivants : 1° La vitesse 
angulaire w de la rotation instantanée est proportionnelle au rayon de 
Pellipsoide d'inertie autour duquel elle s’effectue; 2° le plan (P) qui 
touche Pellipsoide d'inertie au póle instantané 1 est d une distance 
invariable du point fixe O, et comme il est d’ailleurs perpendiculaire à 
Гахе fixe OK, ce plan (P) est un plan fixe; 5° l'angle IOK compris entre 
Рахе instantané et l'axe d'impulsion est donné par l'équation 


и cos IOK 一 a, 


d'où, multipliant les deux membres par y/h et ayant égard aux rela- 
tions (6), on a 


(6’) ه‎ cos IOK = 7 : 
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Cest-h-dire que la composante de la rotation instantanée suivant l'axe 
d'impulsion a une valeur constante, que nous désignerons par т. 

Ces théorémes donnent une image nette du mouvement. Prenons sur 
Гахе OK (68.98), & partir du point O, une longueur OP égale à =; шепопз 
par ce point un plan(P)nor- 
mal à OK ; ce plan fixe tou- 
chera Vellipsoide d'inertie 
du solide relatif au point O 
pendant toute la durée du 
mouvement, et le point de 
contact I sera, & chaque 
instant, le póle de la rota- 
tion instantanée du solide. 

Ce point du solide n'aura 

done aucune vitesse actuel- 

le, en sorte que l’ellipsoïde Fig. 98. 

d'inertie, dont le mouvement entraine celui du solide, ne fera que rouler 
sur le plan fixe (P) sans aucun glissement. 

205. Pour éclaircir davantage cette solution, il convient d'étudier la 
courbe (С) que parcourt le pôle instantané I sur la surface de l’ellipsoïde 
d'inertie, ou la polhodie; et la courbe (H) qu'il décrit sur le plan (P), 
ou Vherpothodie. Rapportons la première aux axes principaux Ox, Oy, Ox, 
et observons que le point I est sur l’ellipsoïde et sur un plan tangent 
qui est à une distance x du centre. Nous aurons 

Azxt + By? 十 Cz = т, 
(7) | At 十 Bt + Cie 一 = 
pour les équations de la polhodie. On en déduit une troisiéme, en 
retranchant la première de la seconde multipliée par ms : 
(8) — A(Awt— 1)a* + B(Bu* — 1) y* + С (Сай — 1) 24 =. 

C'est l'équation d'un cône du second ordre (0), qui a pour sommet O, 
dont les axes ont mêmes directions que ceux de l’ellipsoïde d'inertie, 
et dont l'intersection avec celui-ci, qui n'est autre que la polhodie (C), 
est une courbe symétrique par rapport aux plans principaux de l'ellip- 
soïde. Ce cône est évidemment le lieu de l'axe instantané dans le 
solide (25). A, ИВ, YC sont respectivement les inverses des demi- 
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axes mineur, moyen et majeur de l'ellipsoide; on sait que Pon aura, en 
conséquence, 


ou 
Аш?" > 1, )©* > و1‎ 

Ba* pouvant être supérieur, inférieur ou égal à Punité. Dans l'équation 
(8), le coefficient de x? est toujours positif et celui de =* négatif, celui 
de y* pouvant être positif, négatif ou nul. Dans le premier cas, les sec- 
tions elliptiques du cône (8) sont perpendiculaires à l'axe Oz, la courbe 
entoure donc le sommet de l’ellipsoide qui répond au plus petit moment 
d'inertie, 

De même, dans le second cas, Bo — 1 > o, la polhodie entoure l'axe 
du plus grand moment d'inertie. Enfin, dans le cas particulier où 
Во? = 1, l'équation du cône se réduit à 


A(A—B)2+C(C—B)z=0, où راط ع‎ сво: 


Cette équation représente deux plans passant par Гахе moyen de 
Vellipsoide d'inertie et également inclinés sur le plan principal yOz. La 
polhodie se compose donc de deux ellipses. | 

On peut avoir, comme cas extrèmes, soit Aw* = 1, soit Cw 一 工 ; 
l'équation (8) ne peut plus être vérifiée dans le premier cas, que par 
y ,هع‎ z=0, et le cône (8) se réduit à une droite, Гахе mineur de l'ellip- 
50106 central; dans le second cas, on doit avoir х — 0, y =0, et Гахе 
instantané coincide constamment avec l'axe majeur de l'ellipsoïde. Dans 
ces deux cas, le solide tourne autour d'un axe principal d'inertie qui 
reste fixe, ce qui s’accorde avec le théorème démontré (200). 

Il existe, au point de vue de la stabilité de l’axe de rotation, des diffé- 
rences notables entre les différents cas que nous venons d'indiquer, mais 
nous ne nous y arréterons pas(f). 

206. Il nous reste à reconnaître la nature de la courbe (H), lieu du 
pôle instantané dans l’espace, ou lieu des points de contact de l'ellip- 
soïde d'inertie avec le plan (P). On reconnait immédiatement que, la 
courbe (C) étant une courbe fermée et symétrique par rapport á deux 


(1) V. Poinsor, TAdorio nouvelle de la rotation des corps, in-8e, pp. 71-74 et Вова, 
Cours de Mécanique, pp. 184-166. 
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des plans principaux de lellipsoide d'inertie, le rayon vecteur u passe 
alternativement par des maxima et minima toujours les mémes; que, 
ce rayon vecteur étant commun aux courbes (C) et (H), il en est de 
méme de sa projection sur le plan (P), et que l'herpolhodie, par suite, 
présente une suite indéfinie d'ondulations réguliéres s'approchant et 
s'éloignant alternativement du point P, projection de O sur le plan (P). 
Cette courbe est la base d'un cóne fixe (Q,), ayant son sommet en O, lieu 
de l’axe instantané dans l’espace, et en faisant rouler sur ce cône fixe (0,) 
le cône (0) de l'équation (8), supposé lié au solide, on réalisera géomé- 
triquement le mouvement de celui-ci (25). 

Mais pour étudier plus intimement la nature de la courbe (H), nous 
devons former son équation différentielle, et nous suivrons pour cela la 
marche élégante tracée par М. Darboux (1). 

Par simplifier les calculs, nous poserons 


(9) Am 一 上， Вай у 


et ayant égard aux relations déjà écrites 


nous écrirons les équations и sous la forme 


4; dr. 1 I 


et les 8 (4) et у 5) sous la forme 


py gq, rt 加 , ot _ , 
(11) TEGO, ЕТ =m, 
en y joignant l’égalité 
(тг) ра г =o’. 
On en déduit immédiatement 
(12) Pa—0+L0—)+56—1=0. 


(1) Note XVII de la Mécanique de Despeyrons. 
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Eliminant r* entre les équations (rr), оп en tire d'abord 
2; PM me fr —! 
26 1+8 :) ML) 
I 1 


et en éliminant g° entre ces dernières, 
0 
م2‎ b) (a — c) = at + m? (be — b —c). 


On exprimerait de même q? et r* en fonction de .ته‎ Mais, d'autre part, 
si р désigne la projection PI (fig. 98) du rayon vecteur ОТ sur le plan 
(P), ona 

at hut ho pt) = mt hp, 
et en posant pour simplifier р = wo, 
(13) cot — т (145). 


Les équations prennent alors cette forme plus simple 


Fede dam {Et + (1 — bra), 
04) À EG — 0) (6 — à m+ — (1 — a 


D G— 0) (6 — 6) = mt fe + (1 — a) (x 0). 


207. Nous aurons encore besoin des relations suivantes : d'après les 
| équations (6’) et (13), la rotation 
instantanée @ autour de OI peut 
se décomposer en deux autres, 
Pune constante et égale à m autour 
de l'axe d'impulsion OP (fig. 99), 
l'autre variable, égale à тб, autour 
de OI’ parallèle à PI. Cherchons 
les composantes de ces deux rota- 
tions suivant Ох, Оу, Ох. Multi- 
plions la rotation m par les cosinus 

directeurs de: OK, qui sont, comme on l’a vu, 
Ар_р _Р 9 r 

¿ 


, 一 ， 


та’ mb’ mc 


Fig. 9. 





nous aurons 
г 
(15) m, ==, my لح‎ m, 一- 


pour les composantes de la premiére. Il s'en suit évidemment que les 
composantes de la seconde rotation autour de ОГ sont 


, 


, , г 
6, F(a — 1), о, =$ (0 — г), ©! 一 zk 一 1). 


Les équations (14) permettent aussi de déterminer entre quelles 
limites varie С, et par suite р == .اج‎ Des inégalités déjà signalées (105) 
résultent les suivantes 

a<b<e, a<1, c>1, 6 2 و5‎ 
elles font voir que р, q, г ne peuvent être réels que si l’on a 
(Е — 6) (1—6 >о ou E >(1 —b) (c— 1), 
G+ (т — с) (1 — а) <о ou E*<(1—a)(c— 1), 
6 - (т — а) (1—6) >о ou £2> (1 —a) (6 — 1). 

Il faut distinguer deux cas 1° si b> т, la première inégalité est tou- 

jours vérifiée, et les deux autres montrent que ? varie entre un maximum 


==) (1), 


et un minimum 


И (1 — a) ($ — 1),‏ = ويا 


qui correspondent respectivement à g =0, r = 0; р ne peut s’annuler. 
2% Si b< 1, la troisième inégalité a toujours lieu, les deux autres 
montrent que £ oscille entre un maximum 


= (1 — a) (c — 1) 


et un minimum 


t= V(r — b)(e— 1), 


qui répondent à g = о, р = 0, г ne pouvant devenir nul. 

208. Nous allons maintenant chercher les équations différentielles du 
mouvement du point 1 sur le plan (P), en prenant pour coordonnées le 
rayon PI = م‎ et l’angle 0 que fait ce rayon avec sa position initiale. 
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Différentiant la troisiéme équation (11) et appliquant les relations (го), 
on a d'abord 


o 呆 一 اي‎ (e— 6) {a — à +66 — 0) 


=P —e)(e —a)(a—b). 


D'autre part, l’équation (13) nous donne 


de = тб. af 
d’où, substituant, élevant au carré, remplaçant p*, q*, r* par leurs 
valeurs (14) et extrayant la racine, on trouve entre £ et $ l'équation 


différentielle 


пути D EFG]. 


A cause de la relation р = x, cette équation peut être regardée comme 
exprimant le rayon vecteur p en fonction du temps. 

209. Pour obtenir 49, observons que l'aire { p* 49, décrite par le 
rayon р dans le temps at, est la projection sur le plan (P) de l'aire décrite 
par le rayon OI sur le cône fixe (Qi) dans le même temps, ou, ce qui 
revient au même, de l’aire d2 que l'axe instantané décrit sur le cône (0), 
car ce cône ne fait que rouler sur le cône fixe qui a pour base la courbe 
(H); on peut donc, en désignant par d2,, d2,, 4%, les projections de 
cette aire infiniment petite sur les plans principaux de l'ellipsoïde, 
écrire (847) 


dE (de г) dE, (de de 
de “Wa a) a“ Va q) -- 


et en observont, d'autre part, que les cosinus directeurs de OP sont (907) . 


р, a, Г, 


9 
ma mb mc 
on aura facilement 


valia) daa) tara) 
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Mais les relations du n° 204, 


changent cette équation dans la suivante : 


do w[p/ dr dq q / dp i) | 
Е a) Hara) +] 


Or, nous avons р les équations (10) et (11) 


A 
ECG- 人 GE 


一 bem? (т —a)F, 


et de méme 
dp dr dq x 
re — py = cam (1—0, pot — gt 一 sbm (10): 


donc, en substituant, observant que р == wf, divisant par w* et rédui- 
sant, on aura 


бани كه م‎ ea) 4 ab (1 — 05 >| 


Remplacons, dans le second membre, р’, q*, r? par leurs valeurs (14), 
en fonction de (3, réduisons au même dénominateur. Le coefficient de 51 


be (x — а) (с — 6) + ca (т — 6) (a — с) + ab (1 — e) (6 — a), 
se réduit, á cause de la relation 
be (e — b) + са (a — e) + ab (6 — a) = (b — с) (ce — a) (a — b), 


à ce dernier produit. Le terme indépendant de £* sera le carré de ce 
même produit. Toutes réduetions faites, on trouvera 


в Dm P+ (1 —a) ) —5)(1—e)} 


qui, avec l'équation (A), complète le système d'équations propre à déter- 
miner le mouvement du point I sur le plan (P). 
210. Les équations (A) et (В) donnent lieu aux observations suivan- 
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tes: 1° Elles ne renferment plus que les rapports а, b, с, 52 des carrés 
des demi-axes de l’ellipsoïde et du rayon vecteur р au carré de la perpen- 
diculaire w, plus la vitesse angulaire т. Elles ne changeraient donc pas 
si l’ellipsoïde restait homothétique. 

2° D'après la décomposition de la rotation instantanée « cn deux 
autres, suivant OP et ОГ, signalée plus haut (207), on voit que Pon 
peut réaliser le mouvement de l’ellipsoïde d'inertie en faisant rouler le 
cône (Q’), qui serait le lieu de la droite OY dans l’intérieur du corps, sur 
un plan (P’) parallèle à (P), avec une vitesse angulaire mt proportion- 
nelle au rayon de l'herpolhodie, en méme temps que ce plan (P’) tourne- 
гай autour de OP avec une vitesse angulaire constante т, ce qui donne 
une nouvelle représentation du mouvement. 

Or, dans ce mouvement, le rayon O décrit des aires proportionnelles 
au temps, car l’équation (В) peut se mettre sous la forme 

o ис — а) (1 — b)(1 — с), 


et 6 一 mt est l'angle que fait ОГ avec une droite tournant autour de OP 


avec la vitesse angulaire m. 

211. Les équations (A) et (В) prennent une forme plus simple, si 
l’on observe que l'équation aux carrés des axes de l’éllipsoïde est censée 
connue, et par suite l’équation qui а pour racines а, 6, с. Posons donc 
(16) f(x) =(х — a) (х— 6) (w@ — в) =: — Pa* ل‎ Qu — 8 
f sera une fonction connue, ainsi que 

P—a+b-+c, Q=be-+ca+ab, R=abc, 
et l’on aura 
(1 — a) (1 — 6) (1 — c) = f (1). 


Posons encore 


(17) F (6%) (et +(1—b) (1 —c)] (6? :)سل‎ —c) (1 —a)]18* + (1 — a)(1 —0)] 


[7+ +10 E f(z) Alle + 这 | 
fale 


d'oú enfin 


о +) 
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Les équations (A) et (В) deviennent 


de Fe) 
Cat mV — FO) 


(19) 
— = m [0 + f(1)), 


et nous allons montrer, avec M. Darboux, que deux équations de cette 
forme représentent toujours une herpolhodie, si F (x) est un polynóme 
du 3° degré en x dont le premier terme est х5, et si la constante désignée 
par f(1) satisfait à la condition 


f(1) = + YF (0). 
En effet, si nous prenons la rotation autour de la droite OP égale a т, il 


restera, pour identifier les équations (19) avec celles d'une herpolhodie, 
à déterminer les.constantes a, 6, с, par les équations 


f(t) = (1 — a) (1 —)(1 - و(‎ 
F (x) = (2 — a} (x — 8) (x — y) 
(4000 Ne + 0-9 ae + (1 — a) (1H) 


a, В, 42 étant les racines de F (x). On aura done 


~a=(1—b)(r—g =, 


f(t) f (1) f(t) 


(y) - ai? =, C—I=—— y 


В 


et comme оп а d'ailleurs 


قلات )102110 


il faudra que Гоп ait | 
f (1)* = — afy =F (0), 

comme nous l'avons indiqué. Si cette condition est vérifice, les relations 
(y) feront connaitre а, 6, с ct par suite les rapports des demi-axes de la 
surface roulante á la perpendiculaire OP. Seulement, comme les valeurs 
de a, 6, с peuvent bien ne pas satisfaire aux relations d'inégalité qui 
caractérisent un ellipsoide d'inertie, et peuvent méme étre, en partie, 
négatives, nous devons généraliser la conception de l’herpolhodie et 
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attribuer се nom à la courbe de contact d’une surface quelconque du 
second ordre, fixée par son centre et roulant sur un plan tangent fixe. 

212. Revenons aux équations (19), et pour les simplifier encore, 
posons, w, étant une nouvelle variable, 





FU) ps oF wt 
warp? doù НЫ) 
Nous tirons de la 
d 4 
|. ¿== Il. [(1) 一 上 (w 一 1)), 6_1 1 
de l'équation (18), 
ره‎ eof (2), 
Е (E?) = Е) 


et en substituant dans la première des équations (19) et élevant au carré, 
on aura 
rdw? 4m'(w— 1) f(w) 
OS 
d'où, remplaçant encore т: ¿*? par sa valeur en w dans cette équation 
et dans la seconde des équations (19), on aura enfin pour représenter la 
courbe (H) les équations suivantes : 


= wt т 
бе OE 
20 dut 
E ти, Sp = — 4m? (to — 1) F (0). 


ll en résulte immédiatement que l'on a toujours (to —1)f(1)>0, 
(so — 1) f (w) > o, et par suite 


f(t) fo) > o. 
La variable w ne peut jamais s'annuler, car on a vu (907) que si b > 1, 
5 varie entre 


И (1— а) —т) et y(1—a)(b — 1), 
et comme on а 
(1 90-009 


20 om 1 + 7 
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w sera compris toujours entre les limites betc; de même, si b< г, 
w variera entre a et b, et comme a, 6, с sont positifs, w ne saurait 


* devenir nul. 


213. Les formules (20) vont permettre de tirer une conclusion impor- 
tante, relativement à la forme de l’herpolhodie, en rectifiant une idée 
de Poinsot. 

Les résultats établis au n° 207 font voir que le rayon vecteur р = PI 
de l’herpolhodie reste compris entre deux limites, w¿, et ба, et il est 
facile عل‎ voir qu'il les atteint successivement et alternativement, car 
l'équation (A) montre que dí : dt ne peut changer de signe que si le 
radical ou Е (7) s'annule, c'est-à-dire précisément si & atteint une de ses 
limites &1, C2. Si donc on décrit dans le plan (P), du centre P, deux cir- 
conférences ayant pour rayons respectifs 


mV 一 可 人 一 可 et «y (1—0a(c—1), 
أه‎ 6 Tet 





of(t—b)(C—1) et م - ره‎ )6- 

si b < 1, l'herpolhodie restera toujours comprise entre ces deux circonfé- 
rences. Mais elle peut encore aller de l’une à 
l’autre en ondulant de manière à les toucher 
par sa convexité, comme le croyait Poinsot, 
ou en présentant à l’une d'elles des rebrous- 
sements, comme la courbe décrite par la 
pointe d'une toupie. Des travaux récents de 
М. W. Hess(1).et de M. le 0 de Sparre(2) 
ont fait voir qu'il n’en est rien et que l’her- 
polhodie tourne toujours sa concavité vers le Fig. 100, 
point P. C'est ee que nous allons établir d'une maniére plus directe au 
moyen des équations (20). 

Appelons م‎ Vangle que fait le rayon PI de la courbe (H), prolongé, 
avec:la tangente menéc du côté où angle 6 est croissant. Оп sait (Couns 
p'AN., 185) que l'angle x est donné par l'équation 


_ 2 ¿8 de _ 一 小 曙 
ح وي مح برها‎ ETT 2 (0 1) q — am (w Da 





(4) Das Rotten cinar Fläche, ete., Munich, 1880. 
(2) Annales de la Зое. scient. de Bruxelles, t. IX. 
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en vertu des équations (20). On tire de lá, par ces mêmes équations, 
w* (w — 1) 
== 1 — 


costu 


D'autre part, on a 
— 一 一 2 
от d w(w بكوك‎ w (м | 


dt "а (5 5 dw* de 


de 
Mais la différentiation de la derniére équation (20) donne 


2m1 [f (w) + (w — 1) Г (и),‏ — م 


d’où 
dw dwt _ 1 f{w)+(w— 1) (0) ， 
de" de 2 (w — 1) f (w) 


et en substituant on a 


4.4 1 de _ _ (rw — 1) f (م)‎ 
a cose dt —m|3w—a 7 fw) | 


Rermarquons maintenant que si Гоп désigne par l'angle que fait la 
direction de la tangente menée dans le sens où 0 croît, avec la direction 
du rayon vecteur p rendu immobile, on a évidemment 


et que de seru positif si la courbe tourne sa concavité vers le pôle P, 
négatif si elle lui présente sa convexité. Nous concluons de lá que 
la courbe (H) tourne sa concavité ou sa convexité vers le point P selon que 
Vexpression 

y d.tgu т dû 
— dt" cosy de 
est positive ou négative. Or, en substituant les valeurs ci-dessus de 

d.tgu I 49 

de ’ сомы’ de | 

on trouvera après réductions | 


y "ED لع‎ af (wo) + wf’ (10) — м, 


f(w) 
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et comme on a 
f (0) = wt — Put +Qu—R, f'(w) =3w0* — 2Pw+-Q, 
l'expression entre crochets se réduira à — Ош-|- 28, en sorte que 
m(w— 
f(w) 
Nous avons remarqué (31%) que (w — 1) : f (10) est toujours négatif 
dans les limites où w varie. D’autre part, les expressions de Q, R en 
a, b,c (28%) montrent que 


Q 1,1,1 
ва БЕ 
et'comme, dans un ellipsoide d'inertie, on a toujours 


B+C>A, d'où to 


=D ER Qu). 


on aura 
852 ou 28 <Qa, 
d'où 
2R — Qu > Q(a— +), 
et puisque w est toujours > a (913), il s'ensuit que Гоп aura 
2R — Ош > 0. 

Done У est toujours positif. Il résulte de toute cette analyse que Pincli- 
naison 9 de la tangente à l'herpolhodie sur une direction fixe, à celle du 
rayon vecteur dans une position donnée, 
стой constamment el d'une manière con- 
tinue, ce qui montre que la courbe tourne 
toujours sa concavité vers le pôle P el n'a 
aucun point de rebroussement. 

La forme de la courbe est donc celle 
que représente la figure 401 ; elle serpente 
entre les deux circonférences de rayons 
wt, et وراد‎ en touchant successivement la 
première par sa concavité et la seconde 
par sa convexité, sans avoir aucun point Fig, 101, 
d'inflexion; mais cette conséquence ne s’appliquerait pas à un ellipsoide 
quelconque, ne satisfaisant pas aux relations d'inégalité des ellipsoides 
d'inertie. 
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214. L'intégration des équations (A) et (В) de l'herpolhodie exige, 
en général, l'emploi des fonctions elliptiques, de même que la détermi- 
nation des valeurs de р, q, г en fonction du temps, Mais, dans le cas 
particulier où le demi axe moyen de l'ellipsoide est égal à la distance OP, 

= 1, l'intégration se fait par les fonctions élémentaires. 

En introduisant l'hypothése 6 == 1 dans les équations (A) et (В), on a 


Le mt VG — а) (e — т) — &, a=. 
La seconde donne 
6 = mt, 
en comptant l'angle 9 à partir de la position initiale du rayon vecteur Pl; 
ce rayon vecteur p tourne donc autour de P d'un mouvement uniforme. 
On a ensuite 


mdt = + de de 


$$ — .لش سج‎ 
CV (r—a)(e—1)— 0? يمرم‎ 
d’après la valeur de С, trouvée ci-dessus. On déduit de lá, en intégrant, 
1 2 Vs", 

Oe 3 

si Гоп prend t=0 pour $ ووي ح-‎ d'où 


Ce — y ES — (2 == Ceme!, 


et en résolvant par rapport à С, 


26а 
4 = =—_— 
gm at + e—mèet 
d’où enfin, on a l’équation de l'herpolhodie sous forme finie, 


__ 262 
PT 0 م‎ 


On voit facilement que la courbe cst une spirale infinie qui а pour 
asymptote le point P, et que ce point n'est jamais atteint parce que 
ع‎ == pour p =o. | 

215. La représentation due à Poinsot (394) donne une idée géomé- 
trique complète du mouvement d’un solide autour d’un point fixe, mais 
n’apprend rien au point de vue cinématique, c’est-à-dire du temps que le 
corps met à passer d'une position à une autre. Га loi établie au № 204 
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nous apprend que la vitesse angulaire de la rotation est proportionnelle 
au rayon de l’ellipsoïde autour duquel elle s’effectue, mais il est difficile 
de réaliser géométriquement cette condition. On y parvient en combi- 
nant les deux modes de représentation du mouvement que nous connais- 
5008. 

Dans le premier, le cône (0) qui a pour sommet le point O et pour 
base la polhodie, étant lié au solide, roule sans glisser sur la cóne fixe 
(Qu) qui a pour base l'herpolodie (25). Dans le second, indiqué au 
№ 210, un autre cône (Q’) qui est le lieu, dans le solide, de la droite Ol’ 
parallèle à ОТ, étant lié au corps, roule sans glisser sur un plan (P’) 
paralléle & (P), passant par O, et tournant autour de la droite OP avec 
une vitesse angulaire constante т. L'équation de ce cône (Q’), rapportée 
aux axes d'inertie du corps, s'obtient en exprimant qu'un point quel- 
conque de OI’ a ses coordonnées x’, y”, 2’ proportionnelles à يه ويه ريه‎ 
(207), en sorte que Гоп а 1 

а by ع‎ 0 
p@—) 96-0 reo” 
d'où Гоп tire 
ax by’ cx! 
Pay" 1F06=D" Ut) 


et en substituant dans l'équation (12), on aura 
2 
(21) tet 


pour l'équation cherchéc du cône. C'est un cône du second degré dont 
les axes principaux coïnci- 
dent en direction avec ceux 
de l'ellipsoïde d'inertie, etqui 
est homofocal à ce dernier. 
Ce cône (Q”) étant connu, 
concevons un mécanisme 
qui imprime au plan (P’) 
(fig. 102) une rotation uni- 
forme autour de Гахе ОР; 
lions le cône((}')au solide, et 
par un systéme de dents, Fig. 102. 
obligeons-le & rouler sans glisser sur le plan (P’). Construisons, d’autre 
a 


=” y 


c—1I 











一 0 
а—1 
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part, le cóne (Q), lions-le au corps, et obligeons-le également, par un 
système de carnelures, à rouler sans glisser sur le cône (Q,) qui sera 
maintenu fixe. Les cônes (Q) et (Q’) étant solidaires, la rotation du plan 
(P’) imprime au système de ces deux cônes ainsi soumis à des liaisons 
complètes un mouvement tout à fait déterminé, qui satisfait aux condi- 
tions du mouvement de Poinsot et par conséquent réalise complètement ce 
mouvement, tant au point de vue géométrique qu’au point de vue ciné- 
matique. 

L'appareil représenté par la figure ci-contre, imaginé par MM. Darboux 
et Koenigs et construit par MM. Chateau de Paris, réalise cette concep- 


Fig. 103. 


tion. Seulement, la disposition de la figure précédente est renversée. 
Le plan (P) est ici au-dessous de (P”), représenté par la roue dentée 
horizontale placée dans le haut. Le cône (Q’) est remplacé par son inter- 
section avec une surface sphérique. Le système des cônes (0) et (Q:) 
est remplacé par un cylindre coupant l’ellipsoïde d'inertie suivant la 
polhodie (C), et par un plan fixe horizontal sur lequel roule cette 
polhodie en у traçant par points l’herpolhodie (H). 
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Exercices. 


Dans le mouvement d'un solide autour d'un point fixe sans l'action de forces 
ieures, la somme des carrés des distances des sommets de l'ellipsoide d'inertie à 
impulsion OK reste constante. Sa valeur est 


oa (a? ea). 
з. Ltaire de l'ellipse variable, intersection de l'ellipsoïde d'inertie par le plan du 
couple résultant, reste constante pendant le mouvement. 


3. Si l'on a un système de valeurs de р, q, r en fonction de ¢ qui répondent à un 
mouvement de Poinsot et si l'on pose 





"=0p, I=8M, "=r, 
y étant des constantes, pour que р’, 4’, r” représentent encore un mouvement de 
, il est nécessaire et suffisant que l'on ait la relation 
at (¢— ) at + 9 (¢—a) 8° + 0 (a — 8) 74 + (c— b)(a—e)(b—a) ره ع‎ 
a, В, с étant proportionnels aux carrés des demi-axes de l'eltipsoide roulant dans le 
premier mouvement (Dansoux). 


4. Une polhodie peut toujours être considérée comme l'intersection d'un ellipsoïde 
el d'un byperboloide à deux nappes homofocaux; elle coupe done normalement le 
système d'hyperboloides à une nappe homofocaux (Danzovx). 








Poi 





$ 3. MOUVEMENT D'UN SOLIDE DE RÉVOLUTION PESANT FIXÉ PAR UN POINT 
DE SON AXE DE FIGURE. 


216. Considérons un solide de résolution homogéne, fixé par un 
point 0 de son axe de figure, et soumis uniquement à l’action de la 
pesanteur (fig. 104). Le centre de gravité 
С est sur Гахе de résolution, au-dessus 
ou au-dessous du point O; si ces points 
coincidaient, on retomberait sur le cas 
déjà étudié où il n’y a pas de forces 
motrices. 

Prenons l'axe fixe OZ vertical en sens 
contraire de la pesanteur; l'axe mobile Oz 8 
suivant la portion de Гахе de figure qui fait un angle aigu a avec OZ à 
l'instant £ = o. Soient М la masse du corps, {1а distance OG prise avec 
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le signe + ou — suivant que G tombe sur Oz ou sur son prolongement; 
С le moment d'inertie relatif à Гахе principal Oz, A=B le moment 
relatif à un axe quelconque passant par O dans le plan хОу; y, 9, ф les 
mêmes angles que précèdemment. La seule force motrice est le poids 
P = Mg du solide agissant verticalement au centre de gravité; le couple 
résultant а son axe dirigé suivant OX,, et ses composantes G,, G,, С., 
suivant Ox, Oy, Oz sont évidemment 
Mg! sin 0 cos, — Mgl sin 0 sing, о. 
La troisième équation d'Euler se réduit donc (A = В) à 
c%, r= const. =n 
dt sO? 
n désignant la composante donnée de la rotation initiale du solide suivant 
Oz. Les deux autres équations d'Euler, divisées par A, deviennent, en 


posant 
(a) D = 
et ayant égard á la valeur de r, 
oP — (n — 28) q + D sin 0 cong, 
CES 
a = — (n— 2E)p —Dsin0sin 9. 
D’autre part, les formules (2) du $ 2, où nous désigncrons par 
Y”, 0’, p' les dérivées de y, 6, ф par rapport à ¢, deviendront 
| P= Y sin O sin g+ cos Q, 
(2) 


==)’ sin 0 cos p — 6’ sin y, 
0 六 一 中 十 由 cos 0. 
Multipliant les équations (1) respectivement par р, q et ajoutant, on a 


dp , dq ， ， . 0 
Pap +4 = Dsin 0 ) cos p — q sin q) =D sin 9 » 


d’où, intégrant et désignant par H une constante, 


(3) | р" + q* =2 (H — D cos 6), 
ou, en vertu des équations (2), 
(4) | 02 + Y”? sin? 6 = 2 (H — D cos 0). 


C'est l'intégrale qui répond au théorème des forces vives. 
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L'axe du couple moteur est normal à OZ, la projection de Гахе d’impul- 
sion sur OZ est donc constante (174). Ses projections sur Ox, Oy, Oz 
étant Ap, Ag, Cn (898), et les cosinus directeurs de OZ par rapport à ces 
axes étant sin 0 sin p, sin 0 cos رب‎ cos 0 (29), on a donc 


Ap sin 0 sin p + Ag sin 0 cos ل ب‎ Cn cos 0 = const., 
et en remplacant encore р, q par leurs valeurs (2), 
A Y” sin? 6 = const. — Cn cos 6, 
d'oú encore, L étant une constante, 
(5) i’ sin? 0 = 2 (L— E cos 6). 


Les équations (4) et (5), jointes á la derniére des équations (2), détermi- 
nent y, 6, ф en fonction du temps et leur intégration donnera la solution 
du probléme. 

217. Nous étudierons d’abord quelques propriétés générales remar- 
quables du mouvement du solide. Pour cela, posons 


и = cos 0; 
Péquation (5) deviendra 
‚ _2(6—Ещ). 
(6) y=", 


la derniére équation (2) donnera 


و )7( 


et en éliminant 由 entre les équations (4) et (5), on aura, à cause de 
sin 0 dé = — du, | 
ди? 
(8) <5 = 2 (Н — Du) (1 — ut) — 4 (L— Eu, 
équation différentielle qui détermine м ou 0 en fonction de t. 

Portons sur l’axc instantané de rotation une longueur OI = ©, vitesse 
angulaire de cette rotation; р, q, Г sont les coordonnées du point I par 
rapport aux axes mobiles liés au solide. Cherchons la courbe décrite 
par ce pôle dans l’intérieur du solide. L'équation г == montre qu'elle 
est dans un plan (P) normal á Гахе de révolution, mené á la distance 
ОР = я du point fixe. Soient р, y les coordonnées polaires du point 1 
par rapport au pôle P ct à un axe polaire parallèle à Ox dans le plan (P). 


п — 2L и — (п — 2Е) и 
— т — и? 
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Nous aurons, еп vertu de l'équation (3), 
=p" gt = 2(Н — Du); 


puis 
一 人 3 3) == dq dp 
8х р (p +9) %— Par Var? 
ou 
| AL 44 dp 


Ра Ри ae 
Mais les équations (г) donnent 
poi g (2 — n) (p' + 7?) — D sin 0 (p sin ب‎ + q cos q) 
= 2(2E — п) (H — Du) — DY sin! 6 
== 2(2Е — п) (H — Du) — 2D(L — Eu) 
= 2(E — n) (H — Du) + 2(EH — DL), 


d'où enfin 
dX 
(9) №: =(E — =) ثم‎ + 2(EH — DL). 
D’autre part, si l’on différentic la valeur de p* en fonction de и, on a 
do du 
Ра Ра, 


ou, en vertu С l'égalité (8), 
т. — عد‎ D y 2(H — Du) (1 — u?) — 4(L — Bey 


et en substituant à u sa valeur en p?, 





_ AP 
2D.’ 
on voit sans peine que l'équation prend la forme 
d 1 
76س مهد م‎ 


Е (o?) étant une fonction du 3° degré en p* dont le premier terme а pour 
coefficient l’unité. D'ailleurs, si l’on y fait م‎ =0, d'où u—H:D, on 
a immédiatement 


E = + 2(EH — DL) y — 1, 
وعدم‎ : 
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ce qui, rapproché de l'équation (9) et de la proposition établie au 
n° $11, nous permet d'énoneer la proposition suivante : 

La courbe décrite par le pôle de la rotation instantanée 1, dans l'inté- 
rieur du solide, est une herpolhodie dont le plan est normal a Рахе de 
résolution du corps. 

218. Pour reconnaître la nature de la courbe décrite par le point I 
dans l’espace, nous ferons d’abord une remarque qui simplifie le 
problème. 

Concevons un solide dont le mouvement relatif, par rapport au solide 
de révolution considéré, se réduirait à une rotation uniforme autour 
de Oz, avec une vitesse angulaire п, — n. Dans се nouveau mobile, les 
angles y et @ auraicnt les mêmes valeurs que dans le premier; la rota- 
tion r serait égale à я, ريمح ول ير‎ et l'angle 9 qui remplace l'angle 9, 
serait lié à celui-ci par légalité 

фи = سإ و‎ (п! — п) 1 
en sorte que Гоп aurait d'aprés l'équation (7) 
des _ (па — 2Lu) عد‎ (1, — 2E) u? 
dt 1— 4! 
les équations (6) et (8) subsistant. 


La constante n, pouvant avoir toute valeur, si nous supposons que 
l'on choisisse n, == 2E, l'équation précédente se réduira a la forme 


, 


dp _ 2 (Е — Lu) 
(го) a 1-7 


Mais c’est là précisément ce que deviendrait la valeur (7) de do : dt 
si l’on supposait я = 2E, c'est-à-dire, d’après la valeur de Е, 


C I, C= A, 
A 


suquel cas l’ellipsoïde d'inertie se réduirait à une sphère. De 18 ce 
théoréme important : Le mouvement d'un solide de révolution pesant 
peut se déterminer en supposant que les moments d'inertie С et A soient 
égaux, pourvu que l’on joigne, au mouvement du solide ainsi déterminé, 
uné rotation uniforme autour de l'axe de révolution, avec une vitesse 
angulaire égale à 





n(A — С) 
— 2E = . 
n—2 A 
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219. La question étant ainsi ramenée au cas où l’ellipsoïde d'inertie 
se réduit а une sphére, il suffira de chercher dans cette hypothése, la 
route du póle instantané par rapport aux axes OX, OY, OZ. Soient 
р’, q", г’ les composantes de Гахе OI suivant ces trois directions. Nous 
aurons d’abord 


рено = pt + og +1? =2 (H — Du) + n°. 
Pour exprimer р’, q”, r’ au moyen de 0, ربل‎ ..., suivons la méme 


marche qu’au n° 29; la rotation w résulte des rotations |” autour de 
OZ, 9’ autour de OX,, 9 autour de Oz; on a d'ailleurs 
cos ZX =0, cosZY =0, cos ZZ — 1; 
cos X,X =cos Y, cos ХУ 一 т, cos X4Z =o, 
cos 2Х == sin 0 sin ,بل‎ cos لاج‎ = — 810 08 |, cos zZ == с08 0. 
De lá on tire immédiatement 
p' = y sin 0 sin y + 6’ cos y, 
(11) ‹ q = — q sin 6 cos y + 0” sin y, 
r’ = أو‎ +0 cos 6. 

Observons d’abord que, dans notre hypothèse actuelle С — A, ou 

n= 2E, l’équation (7) se réduit à 
, _ 2(E — Lu) 

(12) ф TT’ 
les équations (6) et (8) subsistant sans changement. 

La dernière équation (11) devient, par la substitution de valeurs de Y” 
et ¢’ données par (6) et (12), 

| r’ 一 QL, 

donc la composante de la rotation suivant la verticale OZ est constante. 
On voit que la courbe, lieu du point I dans l'espace, est plane et que 
son plan est horizontal. Оп pourrait ensuite calculer, par les valeurs de 
р’, 9’, Véquation de cette courbe, mais la remarque suivante conduit 
plus simplement au but. Pour trouver Je mouvement du pôle I par 
rapport au système Oxyz, nous devrions faire usage des valeurs de 
р, 9, г tirées des équations (2) et du système des équations (6), (12), 
(8). De même, pour trouver son mouvement par rapport à OXYZ, il 
faut joindre les valeurs (11) дер’, q”, r’ aux mêmes relations (6), (12), 
(8). Or, le premier système d'équations ne diffère. du second que par 
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la permutation de | avec ф et de E avec Г, pourvu que Гоп change 
le sens de Гахе OY positif. On conclut évidemment de lá et de 
maniére dont sont mesurés les angles ф et p que le mouvement 
du póle Г par rapport á ОХ, — OY, OZ, se déduira de son mou- 
vement par rapport á Ox, Oy, Oz, par le simple changement de E en L 
et réciproquement. D'où résulte ce théorème : Lorsque Pellipsoide 
d'inertie se réduit à une sphère, la courbe décrite par le pôle instantané 
de rotation dans l’espace est une herpolhodie tracée sur un plan hort- 
zontal, mené à une distance 2L du point fixe. 

Le théorème peut être étendu au cas où C est différent de À, 
et l’on en déduit alors un théorème remarquable de Jacobi sur le mouve- 
ment d’un solide pesant.de révolution autour d'un point fixe, mais nous 
renverrons pour ces développements au beau mémoire de M. Darboux(1). 

220. Reprenons le problème proposé, dans le cas où le solide ayant 
reçu une rotation initiale я autour de son axe Ох est abandonné à l’action 
de la pesanteur. On a p,=0, 4» =0, et par suite 6’ et Y” sont nuls 
pour ¢ == о. Appelant « la valeur initiale de l’angle 9, les équations (4), 
(5) et la 3° des équations (2) deviennent 

0/9 + Y”? sin? 0 = 2D(cos « —cos 6), 
(13) 5 Y' sin? 6 == 215 (cos a — cos 0), 


gp’ + Y cos 0 = n. 

Sans intégrer ces équations, on peut en déduire quelques conséquen- 
ces générales. 

La premiére a son premier membre positif, donc le second l'est aussi, 
et, à cause de la valeur D — Mgl: A, l et cos х — cos 0 seront donc 
toujours de même signe. Si done [> o, ou si le centre de gravité G est 
au dessus du point O dans l’état initial, on aura cos « > 6050, ou 0 > a, 
Гахе de figure Oz fera constamment avec la verticale un angle plus 
grand que dans l'état initial. Au contraire, si  <o, on aura 8 < a et 
l'axe de figure sera toujours plus rapproché de OZ qu’à (instant t= o. 

La deuxième équation (13) montre que 由 est toujours de même signe 
que le produit E (cos a — cos 0) ou, d’après се qui précède, que le pro- 
duit nl. La rotation de la trace OX, sur le plan XY, ou le mouvement de 
précession du corps, comme on dit, sera donc de méme sens que la 


(1) Notes XVIII et XIX de la Mécanique de Despeyrous. 
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rotation initiale du solide autour de Oz, оц de sens contraire, suivant 
que le centre de gravité G sera au dessus ou au dessous du point fre а 
l'époque t =o. 

221. Eliminons Y” entre les deux premières équations (13), ou, 
simplement, remplacons dans l’équation (8) w par cos 9, H par D cos a, 
L par E cos x; nous aurons 


(14) d= o ón ， 


И 2 (cos a — cos 0) [D sin? 0 — 2E? (cos cx — cos 0([ 
Le double signe montre que 6 peut croître ou déeroître lorsque ¢ 
augmente. Pour fixer les idées, nous prendrons { > o, donc 


cosa—cosg9>o0o ou 9>a. 


L'angle 0 étant d'abord croissant, 6’ est > о; le signe + du radical se 
conserve jusqu'á ce que 0 atteigne une valeur qui annule le rádical, 
car 6“ ne peut changer de signe qu’en s'annulant. Soit В cette valeur de 0 
pour laquelle 
D sin* 0 — 2E* (cos ‘2 — cos 0) = 0, 

valeur réelle, car le premier membre a des signes contraires pour 
0 == a et pour 9 = +. Appelons T le temps que met 0 à atteindre la 
valeur В; 


T= === RÁ ب‎ sin ind 


ВИ 2 (cos < — cos 0) [D sin* 6 — 2E* (cos a — cos 6)] 


est donc donné par une intégrale elliptique. 

A partir de l'instant ¢ = T, l'angle 0 décroit, sans quoi & deviendrait 
imaginaire, les deux facteurs sous le radical étant de signes contraires. 
Il faut alors prendre le signe — dans l'équation (14); 0 se rapproche de 
sa valeur initiale x, et comme la valeur de 4 ne dépend que de 6, après 
un nouveau temps T l'angle 0 revient à cette valeur a; 6’ s’évanouit, 
change de nouveau de signe, et l’angle 9 croit de nouveau de 0 == сё 
6 = В, dans un intervalle de temps T, et ainsi de suite. L'axe de figure 
Oz exécute des oscillations isochrones d'amplitude constante B — x, de 
durée T, dans le plan vertical ZOz tournant autour de OZ. Ce mouvement 
oscillatoire constitue la nutation de l'axe. 

Il résulte de la deuxième équation (13) que Ÿ” est fonction de 6 seule- 
ment; la vitesse de précession varie donc périodiquement avec 0, elle 
est nulle pour 0 = х et atteint son maximum pour 0 = 6, en restant 
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toujours de méme signe que я. Le plan 202 tourne autour de la verticale 
avec une vitesse angulaire périodiquement croissante et décroissante, 
toujours dans le méme sens. 

L'équation 

oF = pt + gq? rt = п 4-0 + y sin? 0 
nous donne 
a? = n* 4 20 (cos a — cos 6), 

et nous montre que la vitesse angulaire de la rotation instantanée varie 
périodiquement avec 0, entre son minimum qui répond à 0 = а, et son 
maximum qui a lieu pour 9 = В. 

222. Étudions spécialement le cas où la vitesse n a une valeur numé- 
rique trés considérable, et ой le rapport 
C:A est > 1, comme cela a lieu dans un 
tore en bronze ТТ (fig. 105) dont le diamétre 
AB est trés grand par rapport au rayon du 
cercle générateur. L'expression 

D sin* 0 — 2E*(cos a — cos 0), Fig. 106, 

positive pour t=0 ou 0==a, atteint la valeur zéro dès que cos «— cos 9 
acquiert une valeur sensible, le facteur 
Cin? 
24 
ayant une très grande valeur. La limite supérieure В de l'angle diffère 
donc très peu de a, et 0 — a reste toujours très petit. On posera donc 


6 一 zx 十 9 
م‎ étant une variable positive très petite, dont le carré sera négligeable, 
sauf lorsqu'il sera multiplié par un facteur de l'ordre de я. On aura donc 


cos 0 = cos (a + 8) = co «(à +) sin «(e—5+) 


ou 


2Е* = 


608 0 = و60‎ х— 8.50, 605 х — ووه‎ 6 ==а.вта, 49 = ds. 


L'équation (14) devient par ces substitutions, en restant dans l'appro- 
ximation voulue, 
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ou, si l’on pose 
\ Dsina МАЧ sin © 
E 一 一 





И 28,8 一 8° Ys — (81 — 8)* 
et en intégrant, on aura, $ étant nul pour t=0, 


2Et = + arc cos?! — 





- ， $1 — $ = 8, cos 24, 
et enfin 
(15) § == a-+ 8, (1 — cos 2Ef). 
La seconde équation (13) donne, au degré voulu d'approximation, 


__ 268 sin « 2E8 


e 


sin? 9 sin « 


d’où, remplaçant s par sa valeur, intégrant et prenant 由 一 o pour {—0, 


2E3, ( e sin 2Et 











sin a 2Е 
ou 
t 
y м sin 2Et, 
sina sing 
ou enfin 
Mg!  MAgl 
6 = Ab i . 
(16) ф Си t caps sin 2El 


D'ailleurs, de l'équation 
9? =n — Y cos 6 
on déduira, en remplacant Y” par sa valeur 


218 Е 
= 2 (1 — cos 2Et), 
sine = sina 


cos 0 par cos « puisque Es, est déjà du premier ordre, ct intégrant, 
ф = nt — 2Es,t cot « +) 8, cot a sin 2Et, 


la constante étant déterminée par l'hypothèse q, = о. Done 


(17) E 2 ب‎ MORE in ب‎ 


a — POS A Ps 
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223. Les formules (15), (16) et (17) donnent ф, 0 et ب‎ en fonction du 
temps et complètent la solution du problème. 

L'angle 9, que fait l'axe Oz avec Ja verticale OZ, varie périodiquement 
entre sa valeur initiale х et la valeur x 十 28,, valeur maximum de 6; 
comme 8, est une trés реше quantité, ce qui résulte de sa valeur (8), la 
variation de 0 est excessivement petite et l'oscillation de Гахе ou la 
nutation est insensible. L’axe de figure semble décrire un cône de révo- 
lution autour de la verticale. La durée de Poscillation totale de l'axe 
est, d'apres (15) 


elle est donc fort petite. 

L'angle зе compose d'un terme proportionnel au temps et d'un terme 
périodique; les coefficients de ces deux termes sont trés petits, mais le 
second est bien plus petit que le premier, renfermant n° en diviseur. Si 
l’on néglige d’abord ce terme périodique, on a 


Mgi | 
= tr 


le mouvement moyen de précession est donc une rotation uniforme autour 
de OZ, avec une faible vitesse angulaire Mg! : Cn. Ce mouvement change 
de sens, comme on Га déjà vu d’aillears, aves la rotation initiale n. 

Quant au terme périodique, il introduit dans le mouvement de pré- 
cession une petite inégalité qui augmente et diminue alternativement, 
d'une façon à peine appréciable, l'angle Y qui répond au mouvement 
moyen. | 

Enfin, l'angle ب‎ (64. 17)comprend un terme proportionnel au temps nf, 
qui croît rapidement avec ¢ à cause de la grande valeur de п; un second 
terme du méme genre, mais incomparablement plus petit; enfin, un 
terme périodique dont la valeur est beaucoup plus petite encore. Quand 
on néglige ce dernier terme, on a une rotation uniforme, d'une grandeur 
considérable, de la ligne Ox dans le plan xy; elle est de méme sens que 
la rotation initiale imprimée au solide. 

Pour obtenir une représentation géométrique claire du mouvement 
de Гахе de figure du solide, on décrit du centre O une sphére de rayon- 
unité. On appelle pôle moyen le point P’ où cette surface est percée par 
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Paze moyen ont le mouvement est défini par les équations 


Mgl 
8 一 “十 3 y hs 


le póle vrai est le point P ой Гахе de figure vrai Oz, dont le mouvement 
est défini par les formules (15) et (16), rencontre la surface sphérique. 
On voit alors sans реше que, pendant que le point P’ décrit sur la 
sphère, d'un mouvement uniforme, un cercle dont OZ est l'axe, dans le 
sens de la rotation п, le pôle vrai décrit autour du centre mobile P’ un 
tout petit cercle, d'un mouvement également uniforme. 

Nous avons développé cette solution dans I’hypothése {> о; mais les 
calculs ne changeraient pas et les équations (13), (14), (15), (16), (17) 
subsisteraient si ¢ était négatif. Le changement de signe de { entraînant 
celui de ss, l'angle 6 varierait entre un maximum «a et un minimum 
a + 281, le mouvement de précession deviendrait contraire au mouve- 
ment de rotation, etc. 

224. Ces résultats de l'analyse se vérifient au moyen de divers 
gyroscopes, et en particulier de l'appareil Robert. L'axe d'acier Of, 

terminé'en pointes à ses extrémités, s'appuie 

par l’une d'elles O dans le fond d'un godet 

creusé au sommet d’une colonne de cuivre C 

(fig. 106). Cet axe porte un anneau en bronze T, 

qui lui est fixé de telle manière qu’unc bague 

В, en glissant le long de l'axe, peut porter à 

volonté le centre de gravité de fa masse au- 

dessus ou au-dessous du point d'appui O, ou 

en ce point même. L'axe étant d'abord шат- 

Fig. 108, tenu verticalement, on imprime à l'anneau 

une vive rotation au moyen d'une ficelle; on place ensuite l'axe dans une 

direction inclinée, et un abandonne le mobile à l’action de la pesan- 

teur, On voit alors le corps, résistant à cette action qui semblerait 

devoir, ou le renverser. ou ramener l'axe verticalement, prendre le mou- 

vement de précession dans le sens indiqué par les formules et qui 

dépend à la fois du sens de la rotation initiale et de la position du centre 

de gravité par rapport à О. La nutation est presque insensible si n est 

très grand, et l'inclinaison de l'axe sur la verticale du point O paraît à 
peu près constante. 
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225. Les solides de révolution tournant avec une grande vitesse 
autour de leur axe de figure et fixés par un point de cet axe présentent 
des effets remarquables, dont la théorie est comprise dans les formules 
générales du chapitre précédent. 

Concevons un semblable solide tournant rapidement autour de son 
axe Oz, et qu'on lui applique une force quelconque P en un point С de cet 
axe (fig. 107). Conservant les mêmes notations que précédemment, appe- 
1003 a la distance OC; Хи, Ys, les composantes de P parallèlement à la 
trace OX, et à sa perpendiculaire OY, dans le plan normal à Oz; et pour 
nous débarrasser de l'influence de la pesanteur, admettons que le centre 
de gravité du corps coincide avec le point О. 

Le moment de P par rapport à Oz étant 
nul, ainsi que В — A, la troisième équa- 
tion d'Euler donne toujours г= п, ® 
étant la vitesse initiale imprimée au solide 
autour de Oz. Pour obtenir les deux 
autres équations du mouvement, appli- 
quons encore le théorème du n° 170, 
mais en projetant l’axe d'impulsion et Гахе Fig. 107. 
du couple moteur sur les directions OX,, OY,, qui пе sont pas liées au 
solide, mais qui sont, à chaque instant, des axes principaux d'inertie 
relatifs au point O. En raisonnant comme au n° 201, puisque les projec- 
tions de Гахе instantané du solide sur OX,, OY,, Oz sont égales à 6’, 
Y sin 8, п, on trouve pour les projections de Гахе OK 
A8, Ayp'sin0, Cn, 
et les projections de la vitesse relative du point К sur OX,, OY, seront 
de d (y sin 6) 
A a’ A 0 | 

Pour calculer les composantes de sa vitesse d'entrainement, observons 
que le mouvement du système mobile OX,Y,z se compose d'une rota- 
tion autour de OX, avec une vitesse angulaire 6’, ct d'une rotation autour 
de OZ avec la vitesse |’; les projections de Гаке instantané du système 
OX,Y,z sur OX,, OY,, Oz sont donc 

9, Y sinó, У cosd, 
et l'application des formules du n° 27 donne, pour les composantes de 
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la vitesse d’entrainement du point К parallèlement à OX,, OY:, 
由 sin 9 - Cn — y! cos 6 - Аб’ sin 0, Y' cos 6 - AG! — 6’- Cn. 
Ajoutant respectivement ces composantes à celles de la vitesse relative 


du point К, et égalant aux moments — aY,, aX, de la force P par rap- 
port à OX,, OY,, ona 


/ , 
\ AT + (Cn — AW’ cos 0) Y” sin 0 = — aY,, 
(18) 
‚ Y 

| A sin 6 at 2400" cos 6 一 Спб’ = aX,. 

On arriverait aux mémes équations en éliminant р, q, г entre les 
équations (1) et (2) du paragraphe précédent, dans l'hypothèse г = n. 

226. Les équations (18) se prétent á la solution de nombreuses 
questions, mais nous nous bornerons ici.á en tirer l’explication des 
faits principaux que nous avons en vue. Supposons que le rapport Cn: А 
ait une valeur absolue trés-considérable, comme c'est le cas pour une 
tore en bronze auquel on a imprimé une rotation excessivement rapide 
autour de son axe de figure, ct laissons de côté les cas où 0”, Y”, et leurs 
dérivées par rapport au temps pourraient acquérir des valeurs trés 
grandes. Les équations (18), divisées par Cn, montrent qu'alors Y” et 6’ 
ne peuvent généralement être que des quantités fort petites, de l'ordre 
de P : Cn. On y négligera donc les termes en ,ثبل‎ $0”; de plus, si Гоп 
ne tient pas compte dans 6’ et Y”, des petites variations périodiques, ce 
qui revient à substituer à Рахе de figure un axe moyen dont l'axe vrai ne 
s'écarte jamais que par des oscillations insensibles, il faudra que les déri- 
vées de 6’ et Y” par rapport au temps soient elles-mêmes très petites, 
_ et leurs quotients par Cn seront aussi négligeables. Ces équations se 
réduisent alors á celles-ci : 


. 1 aY, Xy 
(19) = ~ Casing’ Cn 


Ces équations donnent les valeurs approchées de y”, 6’, pour Гахе 
moyen, si X, et Y, sont donnés, et réciproquement. 

4° Si Pon suppose X, = o, 6’ est nul, 0 est donc constant, l'axe de 
figure du solide a un mouvement conique autour de la droite fixe OZ. 

Si, au contraire, on fait Y, = ره‎ Y” est nul, Гахе de figure Oz se meut 
done dans un plan fixe 202 perpendiculaire á la direction de la force 
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motrice Хи, avec une vitesse angulaire 6’ donnée par la seconde équa- 
tion (19). Si Жи est > o, ou si la force agit dans le sens OX,, 6’ sera de 
signe contraire á п, l'axe Oz se rapprochera de 07 ou s'en éloignera 
suivant que la rotation du solide autour de Oz aura lieu de gauche & 
droite ou de droite à gauche. L'inverse aurait lieu si la force motrice X4 
était dirigée en sens contraire de OX,. Remarquons maintenant que 
la force Xi appliquée sur l'axe Oz, tend à donner au solide une 
rotation dont l'axe est dirigé suivant OY, ou suivant son prolonge- 
ment selon que X, est positif ou négatif. On peut donc formuler 
toutes les circonstances du mouvement produit par cette force Хи dans 
ce théorème : 

Lorsqu'un solide de révolution, fixé par мя point de son axe, tourne 
avec une grande rapidité autour de cet axe, si Гоп applique sur celui-ci 
une force de direction constante, la rotation que cette force déterminerait 
sur le solide en repos ne se produit pas, mais l'axe de figure du solide se 
porte par le plus court chemin vers l'axe de la rotation que la force tend 
à produire, comme si les deux rotations tendaient à se faire autour d'une 
méme droile et dans le méme sens. C'est lá ce qu’on nomme la tendance 
des axes de rotation au parallélisme. 

2 Supposons maintenant que, sous l’action de la main, l’axe de figure 
du solide décrive, d’un mouvement uniforme, un cône de révolution 
autour de axe OZ. On aura 0 روج‎ 0 étant 
constant; d'oú X, =0. La premiére des équa- 
tions (19) donnera 

Cny sin 6 
= 


Y= 


Telle est la force qui produit le mouvement coni- 

que, et qui est égale et opposée á la réaction que 

l'axe exerce sur la main appliquée en С. Cette 

réaction est donc trés grande, 4 cause du facteur 

Cn; elle est parallèle à OY,, c'est-à-dire perpen- 

diculaire à la direction dans laquelle on déplace Fig. 108, 

l'axe, contrairement à ce qui aurait lieu si la rotation n n'existait pas. 
Toutes ces conséquences du calcul se vérifient dans le gyroscope 

de Foucault, la balance de Plücker, le culbuteur de Hardy, ete. Suppo- 

sons un tore en bronse Т (fig. 108), dont l'axe de figure CC est monté 


2 
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sur un anneau E, mobile lui-méme autour d'un axe DD perpendiculaire 
au premier, et porté par un deuxiéme anneau F qui peut tourner autour 
d'un axe GG perpendiculaire á DD. On voit que l'axe du tore peut ainsi 
prendre toutes les directions autour du point O, intersection des trois 
axes, qui seul reste fixe. Aprés avoir imprimé au tore une rotation trés 
rapide autour de son axe CC, on l’abandonne à lui-même : cet axe 
reste immobile. Si l’on agit ensuite sur Гаопези E pour le faire tourner 
autour de DD, on éprouve une résistance énergique, comme si cet 
anneau était fixé à l'anneau Е, et le seul résultat que l’on obtienne est 
une rotation de tout le systéme autour de СС. De méme, si Гоп agit sur 
l’anneau Е comme pour le faire tourner autour de GG, on n’y parvient 
pas, mais Panneau Е bascule autour de son axe DD. Le sens de ces 
mouvements est d’ailleurs toujours conforme a la loi de la tendance des 
axes au parallélisme. 

On peut, au moyen de divers appareils dus à MM. Sire et Gruey, 
manifester cette loi sous des formes curieuses et saisissantes, dont nous 


пе pouvons parler ici. 


Exercices. , 


а. Un tore, dont le cercle générateur a omor de rayon et a son centre á une 
distance ¿=0"12 de l'axe de rotation, tourne avec une vitesse de 6000 tours par 
minute autour de cet axe. La distance l de son centre de gravité au point fixe 
de cet axe est 0702, et l’inclinaison initiale « de l'axe sur la verticale est de 45°. 
Déterminer la durée T et l'smplitude 28, de la nutation, la vitesse y’ de la pré- 
cession moyenne et le temps T’ que Гахе du tore met a faire un tour entier 
autour de la verticale. 

R. On trouve, au moyen des formules de l'ex. 16, chap. XIV, 

aE = 1183,1; 24: =0,00002578 = 5.392 T=0*,00531; Y' =0,02157; 
T’ = 291°,29 = 4™51°,29. 

3. Un solide de révolution, homogéne et pesant, fixé par un point de son axe de 
figure, а reçu un mouvement initial quelconque. Déterminer les conditions pour que 
l'axe décrive un cône de révolution autour de la verticale du point fixe. 

R. Les notations restant celles du № 316, il faut que Гоп ait 0’ — 0, 8 — «, Cette 
hypothése, introduite dans les formules, conduit a 


ф' = ©0084. = м, ф’= 60086 =», p=pl, p=vt, 
م‎ =psin asin vt, g=psinacosy, r=y-+ cosa, 
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Pour que ces valeurs satisfassent aux équations d’Euler, il faut et il suffit que a, y, » 
vérifient l'équation 


sin « [(C — A) ut eos a + Cuy — Mgl] = 0. 
L'hypothèse sin х 一 0 suppose l'axe de révolution vertical, sans autre condition. 
L'hypothèse 
， (С — A) keosx 十 Cunv 一 MI =0 


donne wae seule valeur pour д dans les cas suivants : 4° cos «0: l'axe est horizontal ; 
2° A = С, Pellipsoide central est une sphère ; dans ces deux cas ona 


30 ¿=0; le centre de gravité est au point fixe, On a 
_ —C, 
FT A)cos « 


En général, pour des valeurs données de « et de ود‎ il y a deux valeurs de y qui satis- 
font au probléme, si 
Ст? + 4Mgi (С — А) cos x > о. 


Le cas particulier où y مح‎ renferme la solution du problème du pendule centrifuge. 
La vitesse avec laquelle le plan passant par l'axe et la verticale du point fixe tourne 


autour de celle-ci est 
Mgi 
«== V (C— A) cos a 


§ 4. MOUVEMENT D'UN SOLIDE LIBRE. 


Discuter. 


227. Pour simplifier la question du mouvement d'un solide libre, 
nous concevrons que par son centre de gravité С on mène trois axes GE, 
Gn, GE constamment parallèles à des axes fixes OX, OY, OZ; le mouve- 
ment de translation du système GËn£ sere connu si l'on sait trouver 
celui du centre de gravité; le mouvement relatif du solide par rapport 
au système de comparaison Сиб sera celui d’un solide autour d’un point 
fixe, et si on sait le déterminer, le problème proposé sera résolu. 

Or, le centre de gravité G se meut comme si la masse M du solide était 
réunie en ce point, et que toutes les forces extérieures y fussent trans- 
portées parallèlement à elles-mêmes. On appliquera donc les équations 
du mouvement d’un point libre (139). 

Pour établir les équations du mouvement du solide par rapport à 
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GEC, nous rappellerons que le théorème des moments subsiste, comme 
on l’a vu au n° 175, lorsque Гоп prend les moments des quantités de 
mouvement du systéme et les moments des forces extérieures, par 
rapport á des axes passant par le centre de gravité et animés d'une 
simple translation. Done, si l’on considère le mouvement du solide par 
rapport à СЁ, on peut dire que Paxe du couple résultant des forces 
extérieures, relatif au point G, est égal et paralléle á la vitesse, par 
rapport au système Gént, du point К, extrémité de Гахе d'impulsion 
dans le mouvement relatif par rapport & ce méme systéme. De lá ce 
théorème, qui décompose le problème en deux autres déjà traités : 
Lorsque un solide libre se meut sous l’action de forces extérieures 
données, on détermine le mouvement de son centre de gravité en y sup- 
posant toute la masse réunie et toutes les forces transportées parallèle- 
ment d elles-mêmes ; et on détermine le mouvement du solide autour de 
son centre de gravité en regardant ce dernier point comme fixe, suppo- 
sant que les forces extérieures agissent sur le corps sans aucun change- 
ment, et appliquant la théorie du mouvement d'un solide autour d'un 
point fixe. 

Si done хи, Y1, Za désignent les coordonnées de С par rapport aux 
axes fixes; X, Y, Z les composantes de l’une quelconque des forces 
appliquées au solide; р, q, г les projections de l'axe instantané de rota- 
tion relatif au point G sur les axes principaux d'inertie Gx, Gy, Gz cor- 
respondant au même point; 0, y, ples angles qui déterminent la position 
du système Gxyz par rapport au système Gén, les équations 


dix d'y: ° diz, . 
MIX, MG =2Y, My =22, 


jointes aux équations (1) et (2) du $ 2, détermineront x;, رول‎ Za, و2‎ J, Г, 
0, Y, p en fonction du temps; et donneront la solution du probléme. 
938. Quand les forces extérieures ne dépendent que du temps ou de 
la position du centre de gravité, les trois équations ci-dessus permettent 
de déterminer le mouvement du point С isolément, sans que Гоп ait 
besoin de connaitre le mouvement de rotation du solide autour de son 
centre de gravité. Mais, en général, ces forces dépendent de la position 
du solide tout entier, et, par suite, de son mouvement de translation et 
de son mouvement de rotation à la fois. Dans ce cas, la détermination 
indépendante de хи, yi %, ne peut se faire de la même manière, puisque 
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2X, SY, 52; dépendent de 0, , y, et il faut intégrer simultanément 
les équations différentielles de la translation et de la rotation. Le 
probléme est alors bien plus compliqué. 

Le théorème ci-dessus n’en reste pas moins remarquable, car on a vu 
dans la Statique que les forces appliquées à un solide sont réductibles 
à une seule force R appliquée, par exemple, au centre de gravité du 
solide, et à un couple G. Or, le mouvement du centre de gravité est 
produit uniquement par la résultante R, sans que le couple G ait aucune 
influence; et la rotation du solide autour de son centre de gravité est 
produite uniquement par le couple G, sans que la force R influe en rien 
sur cette rotation. 

339. Considérons, comme exemple du premier cas, un solide de 
révolution homogène et pesant, lancé dans un espace libre de toute 
résistance. Son centre de gravité, situé sur l'axe de figure, est soumis 
simplement à l’action de la pesanteur; il décrit uue parabole suivant les 
lois discutées au n° 150. Si nous fixons ensuite le centre de.gravité | 
pour étudier le mouvement autour de ce point, nous détruisons l’ection 
de la pesanteur, et nous tombons dans le cas d’un solide de révolution 
fixé par un point de son axe et sur lequel n'agit aucune foree motrice. 
On peut donc sppliquer au mouvement du solide autour de son centre 
de gravité les propriétés et les formules des n* 202-206. Le problème 
est donc complètement résolu. 

230. Comme second exemple, considérons un projectile cylindro- 
conique auquel l'explosion de la poudre a imprimé 
une vitesse de translation très grande suivant ladirec- 
tion commune de l'axe de la pièce et de l'axe de 
figure du projectile, en même temps qu’une rotation 
excessivement rapide autour de cet axe, et qui se 
meut dans un milieu résistant tel que l'air. Les 
forces motrices se réduisent à une force verticale égale au poids du 
corps, appliquée à son centre de gravité G, et à la résultante DE (fig. 109) 
des pressions que l'air exerce sur la face antérieure, résultante dirigée, 
à cause de la symétrie, dans le plan passant par la direction GT de la 
vitesse du centre de gravité et par l'axe de figure GA du projectile (on 
néglige le frottement contre l'air produit par la rotation). Si l'axe de 
figure GA coïncidait constamment avec GT, cette résultante passerait par 
le centre de gravité et ne produirait aucun effet sur la rotation du 


Fig. 100, 
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projectile, mais dés que cette coincidence n’existe plus, la résultante DE, 
à cause do glissement des filets d'air sur la surface, se rapproche plus 
que GT d'une direction normale à Гахе GA; elle tend done à écarter 
l'axe de la direction du mouvement GT et à renverser le projectile, car 
elle coupe habituellement l'axe GA en avant du centre de gravité. Comme 
d’ailleurs la direction et l'intensité de la résultante DE dépendent 
évidemment de la position de Гахе GA par rapport à GT, on voit qu'ici 
le mouvement du centre de gravité est influencé par la rotation du 
projectile autour de ce centre. Mais, dans une premiére approximation, 
on peut admettre que la composante principale de DE est dirigée suivant 
DG, et l’on n’a plus, pour déterminer le mouvement du centre de gravité 
G, qu’à chercher le mouvement d'un point pesant soumis à une résis- 
tance opposée à la vitesse et fonction de cette vitesse (Ch. ХИ, $5); оп 
suppose done que le centre de gravité du projectile reste sensiblement 
dans le plan vertical passant par la direction de sa vitesse initiale (axe 
de la pièce). 

Considérons ensuite le mouvement du corps autour de son centre de 
gravité G, supposé fixe. La direction de la force DE coupant constamment 
l'axe principal GA, la rotation n autour de cet axe est constante. Cette 
force produit d’ailleurs le même effet qu’une force P, appliquée perpen- 
diculairement sur l’axe GA à une distance a du centre de gravité, dans 
le plan AGT. D’après la loi de la tendance des axes au parallélisme(326), 
comme le couple Pa tend à produire une rotation autour d'un axe 
-normal au plan АСТ, l'axe de figure de projectile se porte vers cet axe, 
et se déplace donc, à chaque instant, normalement au plan passant par 
la direction de la translation GT et l'axe GA du corps, en sorte qu'il 
décrirait un cône droit autour de la direction GT si celle-ci était inva- 

riable, ce qui n’a pas lieu, vu le mouvement 
curviligne du centre de gravité. 

Supposons que le sens de la rotation ini- 
tiale soit de gauche & droite autour de GA; 
l'angle TGZ (fig. 140) que fait la direction 
GT avec la verticale croft constamment; 
donc, au début, GT s'abaisse un peu par 
rapport à GA; la direction GY’ de l’sxe de 

la rotation que la force P tend & produire est donc horizontale et vers 
la gauche du tireur; Гахе GA se porte done de droite & gauche, puis de 
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haut еп bas. Par suite de l'abaissement continu de GT, l'angle AGT 
croit et décroit alternativement, en restant toujours trés petit puisque 
l'axe GA tourne autour de GT. Ce résultat est d'une grande impor- 
tance pour la précision du tir, parce que 4° le projectile se présente 
constamment à l'air qu'il traverse dans le sens où la résistance est la 
plus petite, vu la forme donnée au corps : la portée est donc augmentée ; 
2° la rotation énergique imprimée au corps absorbe les rotations acci- 
dentelles qui se produisaient autrefois, soit dans l'áme de la piéce, soit 
par le frottement de Pair, et permet ainsi de déterminer expérimentale- 
ment à Гатапсе l'effet de cette rotation quant au mouvement du centre 
de gravité. 

En effet, dès que l'axe GA s'écarte de la direction GT, la compo- 
sante de DE normale á GT, transportée au centre de gravité, agit 
4° pour soulever le centre de gravité; 2° pour le porter vers la gauche 
du tireur. La premiére action a peu d'influence sur le tir, parce qu'clle 
s'exerce en sens contraire dès que, par suite de son mouvement conique, 
Vaxe de figure est plus bas que GT; la deuxième s'exerce toujours dans le 
même sens, parce que, en suite de l'abaissement de GT, l'angle y—ZTA 
croit et décroit alternativement, et l'axe du projectile reste á gauche du 
plan vertical ZGT ; c'est се qui donne lieu à la dérivation horizontale des 
projectiles tournants. 


Exercices. 


a. Une figure plane de masse М se déplace dans son plan sous Paction de forces 
données. Déterminer son mouvement; examiner en particulier le cas où les forces 
motrices se réduisent 4 un couple constant. 

В. Soient, à l’époque !, жа, y. les coordonnées du centre de gravité, rapportées à 
deux axes rectangulaires fixes ОХ, OY; X, Y les composantes de l’une des forces 
motrices ; G le moment du couple résultant de ces forces par rapport au centre de 
gravité; le moment d'inertie de la figure per rapport à une normale au plan menée 
par le centre de gravité; « la vitesse angulaire de rotation de la figure autour de ce 
centre; a, В les coordonnées du centre instantané de rotation. On a 


ах: d'y: dw С 
M 一 一 一 了 M = — = —e 
dt? x, di? ” dt H 


Après avoir tiré de lá м, ys, o en fonction de ¢, on aura 


1 dy тах 
set B=y—"— 
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et la vitesse d'un point quelconque de la figure sera connue en grandeur et en direction. 
Dans le cas de С constant, soient a, 6, «, les con pasantes de la vitesse iniliale du e. de 
gr. et la vitesse angulaire initiale; «=G : В; ona 
pe? 
,)ون عد وه‎ y =bl, w= pl-+o,, I= 3 + ve, 


b a 
=. = — п." 

Le с. de gr. décrit une droite; la vitesse angulaire w егой proportionnellement au 
temps ; le centre instantané de rotation sg méut sur une droite mobile, passant par le 
е. de gr. et perpendiculaire à celle que décrit celui-ci, en se rapprochant indéfiniment 
du e. de gr. 

2. Mouvement de la toupie. 

В. On suppose un solide de révolution pesant, s’appuyant par un point O de son axe 
de figure sur un plan horizontal parfaitement poli. Soient M la masse du corps, R la 
réaction normale du plan d'appui, zi la hauteur du e. de gr. G de la toupie au-dessus 
de ce plan. 

Le mouvement du centre de gravité résulte d'une force verticale égale au poids du 
corps, — Mg, et d'une autre force verticale В. Les cempossntes horizontales de la 
foree motrice étant nulles, la projection du e. de gr. sur le plan d'appui décrit une 
droite d'un mouvement uniforme. On a ensuite 


d?s 438 


Pour étudier le mouvement de la toupie autour de son centre de gravité fixe, on 
cherche celui de Гахе Gz de la toupie par rapport á trois axes GX, СУ, GZ dont 
le premier est vertical vers le haut. La force — Му étant détruite, В rencontrant 
l'axe Gz, la rotation r autour de Gz est constante et égale à n. Soient 0 l'angle sGZ, 
y Pangle du plan 567 avec un plan vertical fixe, / la longueur OG; С, A les moments 
prineipaux relatifs au point С. Appliquant le théorème des forces vives au mouvement 
du corps autour de son centre de gravité, on a 


A(0'2 + y? sin? 0) + Cn? = —2 f Rds,; 


d'où, mettant pour В sa valeur ci-dessus, et observent que s, = / cos 6, on obtient 
l'équation 


(1) (A+ Mi? sin? 6) 0'2 + Ay’? sin? 0 = À — 2Mg! cos 6, 
À étant une constante. Le théorème des moments appliqué à GZ fournit l'équation 
| (2) Asin 6%.y’-+ См ووم‎ =, 


k étant une constante, Eliminant ф’ entre (1) et (2), on arrive à 


eet V A sin 646 Y A + Mi? sin? 6 . 


V (5 — 2Mgl cos 6) A sin? 6 — (k — Cn cos 6)? 
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La diseussion de cette équation fournit des récultats semblables à ceux des n™ 230 
et suiv. L'angle 6 varie périodiquement, l'axe de la toupie s'abaisse et se relève alter- 
nativement, pendant que le plan vertical passant par l’axe de figure tourne autour de 
la vertieale du point G avec un mouvement de précession continu dans le méme sens. 
Si Роп suppose, en particulier, que la vitesse horizontale de С soit nulle, la pointe de la 
toupie déerit sur le plan autour de la projection du point G, une sorte de гозасе сот- 
posée d'une série d’ares égaux, tangents à une cireonférence extérieure, normaux à 
une circonference intérieure. 

2. Trouver, dens le mouvement d'un projectile eylindro-conique dans l'air, les 
équations qui déterminent le mouvement de l’axe du projectile autour du centre de 
gravité 

R. Soient (fig. 110) ZGX le plan vertical du tir, 6 l'angle 462 que fait l'axe de figure 
avec la vertieale, y Pangle AZX compris entre le plan du tir et le plan AGZ, $ l'angle 
АСТ, » l’angle ATZ entre le plan du tir et le plan АСТ, « l’angle entre les plans AGT, 
AGZ; р l’inelinaison de la vitesse GT du centre de gravité sur l’horizontale GX; 
X 1, Yu, les composantes de la force P perpendiculairement au plan AGZ et dans ce 
plan. Les formules du n° 236 donnent 


a, yl 
с, Y= Gasin6’ 


Or, ona X, = — Psin в, У, =Р cos e. De plus, soit A’GT’ le plan passant par l’axe 
et la vitesse de G à l’époque ¢ ل‎ dt; projetant T sur l'arc А”, on a 


(a) di = — dp eos ». 
Le triangle sphérique AZT donnela relation 
sin 6 sin y= sin 0 sin y 


qui, différentiée, conduit a 


eot $ dé + eot » dy = cot 6 de + cot y dy == Yicoty _ X, cot 0) 





sin 6 
| = Pade (cos e cos in e Si os 0) = Pa cot» 
— Cnsinôsing PoE sine sin} 608 0) = Cine 
On tire dela 
tg » Раф 
(8) قفوي سح ذه‎ Тит; 


L’angle 9 est connu en fonction du temps, et le moment Pa est déterminé en fonc- 
tion de 3 par expérience. On a done à intégrer le système (x), (8) entre $, y et /. 
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CHAPITRE XVI. 


DU MOUVEMENT RELATIF. 


$ 1. MOUVEMENT RELATIF D'UN POINT. 


281. Les équations différentielles du mouvement d'un point ou d'un 
systéme, telles que nous les avons établies; les propriétés que nous en 
avons déduites, reposent sur les principes fondamentaux énoncés au 
chapitre IV et supposent, par suite, que le mouvement est rapporté à 
un système immobile; en d'autres termes, elles conviennent seulement 
au mouvement que nous nommons absolu (50). Mais dans bien des cas, 
on a تموعط‎ de connaître le mouvement apparent ou relatif, rapporté à 
un système de comparaison qui se déplace lui-même par rapport à celui 
que nous regardons comme fixe. Ainsi, dans les cas où nous avons étudié 
le mouvement d'un point ou d'un solide à la surface de la terre, nous 
avons raisonné comme si celle-ci était en repos et traité ce mouvement 
comme absolu; or, nous savons que la terre posséde un mouvement 
assez compliqué par rapport au systéme des étoiles fixes. П reste donc & 
justifier la marche suivie et, plus généralement, á établir la théorie du 
mouvement rapporté à un système de comparaison mobile dans l’espace. 

On peut suivre deux méthodes : 1° déterminer le mouvement absolu 
du corps par les théories connues, et passer du mouvement absolu au 
mouvement relatif par un changement de coordonnées; mais cela peut 
devenir impraticable lorsque les forces motrices dépendent du mouve- 
ment relatif du corps; 2° former directement les équations différentielles 
du mouvement d'un point ou d'un système de points, rapporté à un 
système de comparaison animé d'un mouvement d'ailleurs connu. C'est 
ce que nous allons faire, en considérant d'abord le cas d’un simple 
point libre. 

232. Reprenons les formules du chapitre Ш, $ 2. Soient OX, OY, OZ 
les axes rectangulaires mobiles auxquels nous réduisons le système de 
comparaison; р, q, г les projections sur ces axes de l'axe instantané de 
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rotation du système OXYZ, à l’époque t; т la masse, x, y, я les coordon- 
nées relatives du point mobile M; X, Y,Z les composantes de la force 
motrice P qui détermine le mouvement absolu du point M. Cette force 
est représentée en grandeur et en direction par l'accélération absolue 7 
multipliée par la masse т du point; ses composantes X, Y, Z sont done 
respectivement égales à mj., mjy, mj.. Multipliant par m l'équation 
jz 一 jx 一 Jz —Jz> 
dix 


2 
remplaçant mj, par Х, 7: par sa valeur — ; Jz 


de » jz par sa valeur donnée 


au numéro 40, et opérant de méme pour les deux autres axes, on a les 
équations 


d*x wad 7 ? 
ma 一 X 一 т); 一 2m (qu 一 7Vy)， 
д 
(1) | mot Y — туу — am (roi — pui), 
d*z Qi , р 
mr = Z 一 т]; — 2m (pvy — qui). 


Ces équations sont celles du mouvement relatif d'un point libre. La 
force qui a pour composantes 一 mjz, — ту, — my’, s'appelle le réaction 
d'entraînement; ces composantes sont données par les équations (4) du 
n° 40. Celle dont les composantes sont 一 2m (qu; 一 rvy), ete., est la 
force centrifuge composée : on sait que sa direction est perpendiculaire à 
celle de la vitesse relative v’ (40). Les équations (1) renferment le théo- 
_ réme suivant : Le mouvement relatif d'un point matériel libre, par 
rapport à un système de comparaison mobile, peut étre traité comme un 
mouvement absolu et donne lieu aux mémes propriétés, pourvu que Pon 
joigne d la force motrice P, dans les formules et dans les énoncés, deux 
forces fictives, savoir, lu réaction d'entrainement et la force centrifuge 
composée. 

Si le point M n'est pas libre, mais assujetti à se mouvoir sur une 
surface ou sur une courbe (sans frottement), on sait que ce cas se ramène 
au précédent. On ajoutera aux composantes X, Y, Z de la force motrice 
suivant les axes mobiles, les composantes respectives de la réaction 
normale de la surface ou de la courbe, ce qui introduira de nouvelles 
inconnues; mais les équations de la surface ou de la courbe, que l’on 
suppose exprimées en coordonnées rapportées à OX, OY, OZ, four- 
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niroot de nouvelles relations, en nombre suffisant, entre les fonctions 
cherchées x, у, £. 

233. Appliquons ce qui précède, en général, au mouvement apparent 

d'un point matériel à la surface de la terre. Celle-ci possède un mouve- 

ment de translation dans l’espace, mais on peut en 

faire abstraction. En effet, ce mouvement est dú & 

l'action du soleil et des planètes, action qui est très 

sensiblement la même en grandeur et en direction 

sur tous les points du globe terrestre : la réaction 

d'entraînement, que Гоп devrait appliquer au 

point M, sera donc détruite par l’action même que 

Fig. 111. ces astres exercent sur ce point. Il suffit ainsi de 

considérer la terre comme tournant autour de son axe fixe NS (fig. 144), 

de l'ouest à Pest, avec une vitesse angulaire constante & qui lui fait 
décrire un tour entier en un jour sidéral, ou 86164 secondes. On a 


on™ о . 
86164 70000735 


est done une très petite quantité, et ses composantes р, q, r suivant‏ ه 
PX, OY, OZ sont également très petites. Il en résulte que, si l'on ne sup-‏ 
pose pas la vitesse relative v' très grande, les forces centrifuges compo-‏ 
sées pourront être négligées dans les équations (т) et l’on n'aura à joindre‏ 
à la force motrice P que la réaction d’entrainement — т”.‏ 

Or, d’après ce qu'on sait (88, 2°) de l'accélération d'un point qui 
décrit un cercle d'un mouvement uniforme, si р désigne la distance du 
point mobile à Гахе terrestre, cette réaction d'entraînement se réduit ici 
à la force centrifuge тор duc au mouvement de rotation autour de 
Vaxe terrestre; elle est dirigée suivant le prolongement MF du rayon o. 
Sa valeur est aussi toujours assez faible, саг à l'équateur, où elle est 
maximum et.où р = 6378200, on a seulement 





osp = 0,034. 

Si done nous voulons déterminer d'abord le mouvement apparent d'un 
point libre, soumis uniquement à l'attraction de la masse terrestre, nous 
devrons joindre à cette attraction la force centrifuge correspondant à la 
position actuelle du poiat mobile dans la rotation autour de l'axe NS. 
Or, c'est précisément cette résultante de l'attraction ct de la force cen- 
trifuge que nous appelons la pesanteur ; c'est la force égale et contraire 
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à celle qu'il faudrait appliquer au point M, supposé en repos apparent, 
pour qu'il restat en équilibre (fil à plomb). Ainsi, la direction de la verti- 
cale n’est pas celle de l'attraction que la terre exerce sur le point M, mais 
de l'attraction composée avec la force centrifuge; et c'est pour cette raison 
qu’elle est normale à la surface des eaux tranquilles. И suit de là que, 
dans les problèmes où nous avons étudié le mouvement des corps 
pesants à la surface de la terre, nous avons implicitement tenu compte 
de la rotation terrestre en substituamt la pesanteur à l'attraction du 
globe : nos résultats sont donc justifiés. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse d'un point soumis à l’action de 
diverses forces. Comme l’atiraction de la terre, qui s'exerce sur tous les 
corps à sa surface, sera toujours l’une de ces forces, on fera le même 
raisonnement que ci-dessus, et l’on en conclura cette règle générale : 
Dans Vétude du mouvement relatif d'un point matériel à la surfuce de 
la terre, sous l'influence de forces et de liaisons quelconques, on peut 
avec une approximation suffisante (sauf le cas de grandes vitesses) rai- 
sonner comme si la terre était en repos et appliquer les équations du 
mouvement absolu, pourvu que l'on remplace l'attraction terrestre par 
la pesanteur. 

234. Lorsque la vitesse xelative est très grande, ou lorsque la force 
centrifuge composée agit dans le même sens pendant un temps assez 
long, ses effets peuvent devenir sensibles, et il est nécessaire d'établir 
les équations du mouvement relatif d'un point à la surface de la terre 
en en tenant comple. 

Soit O (fig. 112) l'origine, fixe par rapport au globe et prise dans 
l'hémisphère boréal; OZ dirigé suivant la verticale du point O, dans le 
sens de la pesanteur; OX horizontal dans le plan 
méridien, vers le sud; OY horizontal, perpendicu- 
laire au plan méridien vers l'est; soit NOS la parallèle 
menée par O à l'axe de rotation de la terre, et comme 
la rotation a lieu de l'ouest & Pest, OS sera, suivant 
nos conventions, la direction propre de l'axe de rota- 
tion. Soit enfin À la latitude du point O, ou le complé- Fig. 112. 
ment de l'angle 20$ que fait l'axe terrestre avec la verticale de ce point. 
Nous avons done 


q=0, r=0sind.‏ ,6057 ه حدم 
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‚ Le point mobile étant su pposé ne jamais s'écarter beaucoup de l’origine 
O, il sera permis de regarder la pesanteur comme constante d'intensité 
et parallèle à OZ dans toute I’étendue de la trajectoire. On fera donc, 
dans les équations (1), 

X—mj,=0, Y —mj'=0, Z—mj, mg, 


et Pon aura, en supprimant le facteur m, 


9 
== 20 sin 18 — о, 


d'y . dx dz 
(2) DT 20 (sin A a cos A 9) =0, 


d*z dy 
qu 1 20 cos Ар 9 


L'origine O étant la position initiale du mobile, x, y, ع‎ sont nuls 
pour t 一 0; soient a, b, с les composantes de la vitesse relative initiale. * 
On a, par une première intégration, 


dx . 
— — 26 Sin A+ y =a, 


dt 


(3) + 26 (x sin À — 2008 À) == 6, 


4 2000081 > y == gto. 


Eliminant dy entre la premiére et la troisiéme équation (2), intégrant 
et posant a cos A سل‎ c sin À = رين‎ on a ensuite 


вова E sin À == gt sin Ae, 
et en intégrant de nouveau 


3 
(4) | به‎ cos À + ع‎ sin 1 == sin À cut. 
Si, dans la deuxième équation (2), on met pour dx et dz leurs valeurs 
tirées des équations (3), il vient, après des réductions faciles, 
dy 
di? 


a, désignant la quantité a sin A — © cos A, 


+ 40% == 20 (gt cos À — а), 
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L'intégrale de cette équation s'obtient immédiatement (Couns p’Ana- 


LYSE, 482), et Гоп a ‘ 


一 в ai 
y = А cos 204 + В sin 264 + so 8 Be? 


les constantes A, В, déterminées par les valeurs initiales y = 0, v’, = 6, 
sont respectivement 


A4, Bee 工 (4 一 uc). 
20 20 


Pour abréger, nous les représenterons par G sin a, С cos a, G et a étant 
faciles a évaluer, et nous aurons 





(5) = 22 ¿— Gain a4 Gein (aut +2), 
له‎ ui À ل‎ 20 G cos (201 + a); 


cette derniére valeur, substituée dans la deuxiéme des équations (3), 
donne 


sin 1 z cos k= 9008‏ ب 
40 20 





— G cos (201 + a), 


ou 
(6) xsindA—zcosd = G cos a — G cos (2t-+- a). 


235. Les équations (4), (5), (6) donnent la solution du probléme; 
elles conduisent & des conséquences fort curieuses que nous n'indiquerons 
pas ici, nous bornant á examiner le cas ou, la vitesse initiale étant nulle, 
on néglige en outre dans les résultats ci-dessus les termes de l'ordre du 
carré de la vitesse angulaire w. On fait donc 


g cos À 


а==0,6 رومت‎ c=0, d'où ai 一 06 =0, G sin «=0, G cos x 一 一 4 , 
d’où enfin 
g cos А 
G TS , = п. 


Substituant dans les équations (4), (5), (6), développant 1 — cos 206, 
sin 204 suivant les puissances ascendantes de 20t, et négligeant après la 
substitution les termes qui renferment ©? en facteur, on obtient les 
résultats suivants : 
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go cos А 





2 
x cos A+-s sin ¡E sind, y= ,ةع‎ csinA—zcosA==— — cos À, 
d’ou enfin | 
_ go cos Aa, 
3 


Ces équations montrent que si Гоп abandonne un point matériel, 
sans vitesse initiale, à l'action de la pesanteur, le mobile restera dans 
un plan normal à la ligne méridienne, en déviant de la verticale 
vers l'est d'une реше quantité; sa projection sur la verticale aura le 
méme mouvement que si l'on ne tenait pas compte de la rotation de 
la terre. 

La trajectoire du mobile dans le plan vertical УХ a pour équation 


2 
Х==0, Y ol. 


3 
2*w cos A 3 
=; 
39° 


elle touche la verticale au point de départ. Cette expression de y permet 
de calculer la déviation correspondant & une hauteur de chute donnée. 
Dans les expériences faites par М. Reich á l'un des puits de mine de 
Freiberg, on avait 人 一 51°, <== 15850, d’où l'on tire y == 070276. 
L'expérience a donné comme moyenne y = 0028. 

Si l’on voulait conserver les termes de l’ordre de w*, les équations 
(4), (5), (6) ne donneraient pas des résultats plus exacts, parce qu'il 
faudrait aussi tenir compte des variations que la pesanteur éprouve en 
direction et en intensité, et d’autres quantités comparables à كه‎ 

230. Déviation du pendule libre. — Comme deuxiéme exemple, 
proposons-nous d'étudier le mouvement apparent du pendule à un seul 
fil, ou, ce qui revient au méme, le mouvement d'un point pesant М sur 
une surface sphérique du rayon (, invariablement liée à la terre. Soit 
М la tension du fil ou la réaction normale de [а surface sphérique, rap- 
portée à l'unité de masse du mobile. 

Le point mobile n’étant soumis qu'à l'action de la pesanteur ct de la 
tension М, il nous suffira, d'après la remarque faite à la fin du n° 982, 
d'ajouter aux composantes de la pesanteur, dans les équations (2), les 
composantes de la réaction du fil. L'origine O étant au point de suspen- 
sion du fil, les directions des axes OX, OY, OZ choisies comme précé- 
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demment, les composantes de la réaction du fil sont 


Portant ces valeurs dans les équations (2) et posant pour abréger 
k=osind, k'= 0 c0s À, 


on trouvera 
d's dy, № 
apo 
dy dx dz , Ny 


Ces équations, jointes à la relation x* + y? رثا = *2 عل‎ déterminent 
x, у, я, N en fonction du temps et font connaître le mouvement 
apparent du pendule. Nous ne bornerons ici au cas 
où, supposant les oscillations très petites ou le pen- 
dule s'écartant toujours très peu de la verticale, on 
regarde les rapports x : /, у: ( comme des quantités 
du premier ordre dont on néglige les carrés, ainsi 
que les produits par k, k’ qui sont de l'ordre de w. 
Nous aurons, dans cet ordre d'approximation, 








Fig. из. 

2 = yy тд! у 

(E زم‎ tage teh 
et par conséquent dz ره د‎ d'z= 0. La troisième équation (7) donne alors 

, dy 
N=g— 2k i 
d'où 
Na gr _ كبن‎ 92, №9, 
1 0 bd 1 0 0 
Substituons dans les relations (7); il viendra 
=o, oki 
(8) ==o0, Риш ¡=> 





Ces équations suffisent pour déterminer le mouvement de la projection М’ 
du point M sur le plan XY (fig. 113). Pour les intégrer, nous poserons 
25 
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nous multiplierons la seconde équation par $ = V TT, et‏ ,81 حد) : و 
ajoutant nous aurons‏ 
Peery) as P+ aE Ey Y) por y) 0.‏ 
On vérifie cette équation par une expression de la forme‏ 
x yim eM,‏ | 
si r satisfait à l’équation‏ 
rit2kr—h?=0, d'où r=e—ktYh'+h—=—k+h,‏ 
k? étant de l’ordre de w*. On a donc —‏ 
yi = Cie tL Cye Ue,‏ سل نو 
les constantes C,, Cs étant déterminées par les données initiales. Suppo-‏ 
sons que la vitesse initiale soit nulle; de plus, posons |‏ 
Lo + Yot == poe Yo,‏ 

po et tp, étant des constantes connues. On trouve sans peine 


k 
C Ce = puedo, Ci — Cs =—y, pecto, 


d'oú enfin 
poe (Yo—k08 


2 yi ее 





ou 
x yf = edo (h cos ht + ki sin ht). 


D’après cela, si nous posons encore 
2 = фо — К x =P cos ht, У’ = sin ht, 


il viendra 
a + “ممح إن‎ (x' + у”), 
d'où 

(9) Х = 608 ين‎ — у’зша, y — x sin a + y’ cos a. 

Ces équations (9) montrent que x’, y’ sont les coordonnées du point 
М’ par rapport à un système d'axes rectangulaires X’OY’ faisant avec le 
système primitif XOY un angle х dans le sens de OX vers ОУ; ét à 
cause de х = do — ki, on voit 4° que ce système X'OY” tourne autour 
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de la verticale OZ avec une vitesse angulaire constante ب‎ Ё = — ه‎ sin À, 
donc, dans le sens de OY vers OX, c'est à dire en allant de l’est vers le 
sud; 2° que pour ¢ = 0, » = фо, donc la position initiale de OX’ coïncide 
avec la projection du pendule sur le plan XY à l’instant t 一 o. 

Les valeur de x’, y’ en fonction de ¢ déterminent le mouvement de la 
projection М’ par rapport à ce deuxième système de comparaison Х’ОУ”. 
Ce mouvement est périodique, la durée de la période étant 


2T 《 
كر‎ /1 


elle est donc précisément la méme que celle de Poscillation compléte du 
pendule simple de longueur / dans le plan vertical (157). L'équa- 
tion de la trajectoire relative du point М’ par rapport à X’OY’ s’obtient 
* par l'élimination de é entre les valeurs de x’, у’; on trouve 

с’ rs 2 

PERA 

C'est une ellipse dont les demi-axes, dirigés suivant OX”, OY”, sont 
respectivement égaux à po, pok : В. Le second axe est très petit par rap- 
port au premier, à cause de la petitesse du rapport К : h. On conclut de 
la que dans le mouvement apparent du pendule libre à la surface de la 
terre, la projection horizontale du point pesant décrit une ellipse mobile 
très allongée, dont le grand axe OX’ tourne autour de la verticale 
du point de suspension, en allant de l’est vers le sud, avec une vitesse 
angulaire constante, égale à celle de la rotation terrestre multipliée par 
le sinus de la latitude du lieu d'observation. 

L’ellipse que décrit le point M’ étant très allongée dans le sens de l’axe 
OX’, ce point ne semble guère s'écarter de l’axe, et le pendule paraît 
décrire un plan mobile, qui tourne autour de la verticale avec la 
vitesse angulaire ه‎ sin À. C'est ce phénomène de la déviation du plan 
d'oscillation du pendule libre que Г. Foucault a mis сп évidence au 
Panthéon de Paris. On avait alors 


А = 48°58’; [= 64. 
La durée d'une rotation complete du plan d'oscillation, calculée 
d’après ces données, était de 41%47", ce que l’expérience a confirmé (1). 


(1) Parmi les nombreux travaux sur le pendule de Foucault, nous citerons la thèse 
de M. le Cre de Sparre. 
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Exercices. 


1. Mouvement apparent á la surface de la terre d'un point pesant assujetti á se 


mouvoir sur un plan horizontal. Sa trajectoire. 
В. L'origine étant au point de départ, les axes mobiles comme au n° 884; a, 6 les 


cómposantes de la vitesse initiale. Les équations donnent 


y?) w sin À + ay — be =0.‏ + 'ع) Bt‏ + و لمم 


La vitesse est constante; la trajectoire est un cercle dont le rayon est "م‎ +6*: 2w sin. 
A la latitude de Paris, la vitesse initiale étant т, le rayon du cercle est 9133". 

8. Déduire, des équations du n° 884, les propriétés suivantes du mouvement d'un 
point libre à la surface de la terre : 1° La vitesse initiale étant verticale de bas en haut, 
la hauteur d’ascension A est la même que si la terre était immobile ; la déviation de la 
verticale est vers l’ouest, et quadruple de ee qu’elle serait pour une hauteur de chúte 
h sans vitesse initiale; 2° La vitesse initiale п, étant perpendiculaire au plan du méri- 
dien, et faisant un angle « avec l'horizontale vers l’est, le mobile dévie vers le nord si « 
est aigu, vers le sud si « est obtus. 

8. Un cercle tourne avec une vitesse angulaire constante w autour de son diamètre 
vertical qui est fixe. Trouver le mouvement d'un point matériel pesant M assujetti à 
rester sur ce cercle; déterminer la position d’équilibre relatif du point. 

А. Soient a le rayon du cercle, 0 l'angle compris entre le diamètre vertical et le 
rayon mené du centre du cercle au point mobile M. En projetant, sur la tangente au 
cercle en M, la force motrice et les accélérations relative, d'entrainement, etc., on 
obtient immédiatement l'équation 

430 
di 


On en déduit, pour la position d'équilibre relatif, 


= 6 sin 0 cos o—2sin 9. 


cos ة‎ => > 


Une premitre intégration de l'équation ci-dessus donne la relation 

dé 29 

TT cos 0 + a? sin? 8 + С, 
qu'on tire aussi du théorème de la force vive dans le mouvement relatif. Désignant 
par 0, la valeur de 9 pour laquelle la vitesse du point devicnt nulle, on a 


= = w*(cos 0 — cos 4) E — (cos 6 + cos | . 


Si l'on suppose 6, >9,, on a toujours 9 € 8, ; le mobile descend sur le cercle, atteint 
sa vitesse angulaire maximum «(cos 0, — cos 0%) pour 0=0,, s'arrête lorsque 0 
atteint la valeur 6’ telle que cos 6’ = 2 cos 0, — cos زن0‎ puis repart en sens contraire, 
et oscille ainsi de part et d’autre de la position 0 =0, . 
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$ 2. DU MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTÈME MATÉRIEL. 


2837. Le problème du mouvement relatif d'un système matériel rap- 
porté & un systéme de comparaison mobile se raméne aux formules du 
mouvement absolu par le théorème énoncé à la fin du n° 88%. Ainsi, 
l’on voit sans реше que le théorème du mouvement du centre de gravité, 
le théorème des moments et les équations (3), (5), (7) du chapitre ХШ, 
$ 4, qui expriment ces propriétés générales du mouvement, subsistent : 
complétement si l’on introduit dans les énoncés, au lieu des mouvements 
absolus, les mouvements rapportés au système des axes mobiles, pourvu 
que l’on joigne en chaque point, aux forces extérieures qui le sollicitent, 
sa réaction d'entraînement et sa force centrifuge composée. 

Le même raisonnement est applicable aux théorèmes des forces vives 
et de l’énergie, avec ces remarques importantes : 1° Le travail des forces 
intérieures, défini par la variation de la fonction J] (879) qui dépend 
seulement des distances entre les points, à la même expression et la 
méme valeur dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif; 
2° La force centrifuge composée d'un point étant constamment normale 
á la direction de la vitesse relative de ee point, son travail pendant un 
temps quelconque, dans le mouvement relatif, est égal á zéro. On ne 
tiendra donc pas compte de cette force dans l'équation du travail. 

Sans développer comme conséquences de ces principes les formules 
analytiques du mouvement relatif, nous allons simplement en présenter 
deux applications remarquables. 

238. Force vive d'un systéme animé de mouvements vibratoires. — 
On a souvent à appliquer le théorème des forces vives à des corps solides 
dont tous les points sont, ou peuvent être animés de mouvements vibra- 
toires extrémement petits autour de certaines positions moyennes, indé- 
pendamment du mouvement d’ensembie dont le corps est animé sous 
l’action des forces extérieures, comprenant les réactions des obstacles 
fixes qui génent le mouvement du corps. Ces vibrations, le plus souvent 
insaisissables á nos yeux, doivent cependant représenter une force vive 
trés considérable, et si Гоп applique le théoréme des forces vives au 
systéme sans en tenir compte, on néglige une quantité dont il est néces- 
saire d'évaluer importance. | 
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Pour cela, rapportons les petits mouvements des points matériels du 
corps á un systéme de comparaison invariable, qui ne sera autre chose 
que le solide formé des positions moyennes de ces points. Soient, á un 
instant quelconque, v la vitesse totale d'un point т, v’ sa vitesse relative, 
due à la vibration’ autour de la position ‘moyenne, v” sa vitesse d'en- 
trainement, due au mouvement du solide moyen. Comme le point m 
est supposé s'écarter toujours excessivement peu de sa position moyenne, 
on peut sans erreur sensible regarder v’’ comme égal à la vitesse de la 
position moyenne du point т. La vitesse v étant résultante de у’, v”, 
ona 
كن‎ =w?*+0"*-+ 20'0” cos vv”, 
d'où, en posant | | 


г 1 1 
Т =- Хто, T=-2mv*, T"= 2 2mv”*, 
a 2 


(1) T =T' +7" سل‎ 3mv'o” cos vv”. 
D'autre part, le théorème des forces vives appliqué au mouvement 


absolu nous donne 
dT = 3F,v cos F,vdt — dll, 


F,, П ayant les mémes significations qu'au chapitre ХШ, $ 2. Ce méme 
théoréme, appliqué au mouvement relatif, nous donne, eu égard aux 
remarques ci-dessus (237), 


dT’ = SF,v’ cos F,v' dt — ЗП — Sov’ cos фо’ de, 
ф désignant la force d’entrainement du point т. Soustrayant membre a 
membre, ayant égard à l’équation (т) différentiée, et observant que l'on a 


v cos F,v — v’ cos F,v’ = v” ces Fev”, 
puisque v est la résultante de v' et de v”, on trouve 
dT" سل‎ d.Emv'v” cos wo = SF,v” cos F,v' dt + Уфу’ cos фо’ dl. 


Or, en projection sur trois axes fixes OX, OY, OZ, on a 


doy dt LE 
Pema? AMG Ta 


d’ou 
a d ” 
gv’ cos ov’ dt = (q. ل إن‎ ...( dt حت‎ m (+ =.) dt 


=md(v 0 سل‎ ...( —m(v¿do+--)=d.mv' v’’ cosy’ 5" —m(v” de He). 
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Substituant dans l'équation ci-dessus, on aura 
ЧТ” = ХР’ cos F,o” de — Em (o, dv! + vy do, + e dv). 
D'oú enfin, intégrant et désignant par 6” le travail d'une force dans 
le mouvement d'entralnement, par H une constante, on a 


a) Emo” = 36"F, — Em [о do’ + v! do, + 0” do) + H. 


Lorsqu'on applique l’équation des forces vives au corps solide sans se 
préoceuper des petites vibrations de ses points matériels, on ne fait, en 
somme, qu’écrire l'équation 


(3) 22m" =26"F, +H. 


L'erreur commise dans cette substitution est donc mesurée par le terme 
— Em go de, + v4 dv, + v! do;). 

Comme la vitesse v’ varie généralement beaucoup plus rapidement 
que ©”, et se rapporte à un mouvement périodique tel que, dans un très 
court intervalle de temps pendant lequel v” reste quasi constant de 
grandeur et de direction, la vitesse v’ passe par des valeurs deux-à-deux 
égales, parallèles et de sens contraire, on a sensiblement pour chacune 
de ces périodes 

J (07 des + oy de, + 07 do!) =o, 
et l’on voit qu'alors l'équation (2) peut, sans inconvénient, être rem- 
placée par l’équation (3). 

239. Mouvement relatif du gyroscope 4 la surface de la terre. — 
Étudions maintenant le mouvement relatif, à la surface de la terre, 
d'un solide de révolution fixé par son centre 
de gravité et animé d'une vitesse de rotation 
trés grande autour de son axe de figure. Soit 
OXYZ (fig. 144) un système d'axes fixes par 
rapport à la terre, l’origine O étant au point 
fixe du tore; O% l'axe de figure, 6 l'angle qui 
fait OZ avec Гахе fixe OZ; OE, On deux autres 
axes perpendiculaires à Of, et liés au solide; 
Ps q, г les composantes de la rotation relative suivant les axes mobiles 
OF, On, 0%; pu, qu, Ya les composantes, suivant les mémes axes, de la 


Fig. 114, 
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rotation du système de comparaison OXYZ; es la vitesse angulaire de la 
rotation terrestre ; y. l'angle СОМ de l'axe du tore avec la parallèle ON 
& Vaxe boréal menéc par Je point O. Enfin, С, A sont les moments 
d'inertie du solide par rapport à Of et à une perpendiculaire à 05 pas- 
sant par le point O. 

Le mouvement absolu du tore autour de son centre de gravité est dú 
à Pattraction terrestre et à la réaction du point d'appui O (2273). Or, les 
forces cesttrifuges dues à la rotation de la terre étant sensiblement égales 
et parallèles pour tous les points du corps, donnent une résultante 
passant par son centre de gravité О; et comme la pesanteur, résultante 
de l'attraction et de la force centrifuge, se réduit aussi à une force pas- 
sant par le point O, il est clair que la résultante des attractions terrestres 
passe par le centre de gravité O. On voit par lá que, dans le mouve- 
ment absolu du tore, la somme des moments des forces extérieures par 
rapport à Гахе de figure OË est nulle à chaque instant, et la troisième 
équation d'Buler donne, la vitesse angulaire de la rotation absolue 
autour de OF étant رب“ لك"‎ 


cre =0, г- м = const., 


ou, comme 7+ == — 0 COS (A, 
r = cos и ل‎ const. 


Soient , шо les valeurs initiales de r et de زم‎ il vient 


(4) r= 1-0 (cos u — cos po). 

Appliquons le théoréme des forces vives dans le mouvement relatif. 
Les forces absolues et les réactions d'entrainement donnent une résul- 
tante, qui est le poids du tore, passant par le point fixe О; son travail 
relatif est nul. Le travail des forces centrifuges composées est toujours 
nul, comme on sait; donc la force vive totale du solide dans son mouve- 
ment relatif est constante. Done 


A (p* + 9°) + Cr? = А (р. +45) + Ся". 
Remplacons р, q par leurs valeurs en fonction des angles 6, ф (201); 
г par sa valeur (4), et négligeons les termes en w*. Nous aurons 


(5) AO +p’ sint 6) = ато (Cos мо — cos р) - A (р: +91). 
Enfin, exprimons que la somme des moments des forces extérieures 





— 345 — 


par rapport & ОМ, qui est une direction invariable dans l'espace, étant 
constamment nulle, la projection de l'axe du couple résultant des quan- 
tités de mouvement absolues sur ON est invariable. 

Les projections de cet axe sur OË, On, OZ étant respectivement 

A(p+p, А(9--9:), C(r+ri), 

опа 

À (p + pa) eos NE — A (q + qu) cos Ми + С (r + 14) cos NE == const. 

Comme nous pouvons choisir à volonté les axes OF, On dans le plan 
normal à Of, il est permis de considérer, à un instant donné, OF comme 
coincidant avee la projection de ON sur ce plan de l'équateur du tore. 
On aura ainsi 


eos NE == sin pr) 8 М = о, cos № == ces р, 
et en substituant ces valeurs, observant que l’on a aussi 
p=  ن ومع‎ М№Ё =—osinu, Q=0, 7 =—0008p, 
l'équation des moments relatifs a ON deviendra 
А (р — o sin pt) sin p + C (r — @ cos п) cos = const., 
ou, à cause de l'équation (4), 
À (p — o sin y) sin p. + С (1 — w cos pro) cos u == const. 
Déterminons la constante en faisant ¢ =o. 1 vient 
A (p sin p—po sin 0) Ao (sin? до — sin* (م‎ 4-C (n—o cos ро) (cos и — COS po) و د‎ 
d’où enfin 
(6) А (p sin и— po sin ро) ==(608 to — cos и) [Ас (cos ko 十 eos :)ل زم‎ (я —w cos po)]. 
Les équations (4), (5), (6) renferment la solution du problème, 
240. Le gyroscope de Foucault consiste en un tore en bronze dont 
l'axe est monté sur une double suspension qui assure la liberté de tous 
les mouvements autour du centre de gravité, et auquel un mécanisme de 
roues dentées permet d'imprimer une rotation excessivement rapide 
autour de son axe de figure. La première expérience de Foucault 
consiste à donner à l’axe une direction fixe, à imprimer la rotation, puis 
à laisser l’axe entièrement libre. On a, dans ce cas, ро = 0, до == 0, et 


n a une valeur très grande. On peut donc, dans l'équation (6), négliger 
les termes renfermant le facteur ره‎ qui est très petit, vis-à-vis des 
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А (0'2 ل‎ y”? sin* 6) = 2Cno (cos и, — cos п), 
(7) : Ap sin и جح‎ © 
p sin p == Cn (cos м, — cos pu). 

Ensuite, pouvant placer comme nous voulons le systéme de compa- 
raison OXYZ, nous prendrons l’axe OZ dirigé vers le pôle boréal, sui- 
vant ON ; nous aurons donc к = 0. De plus, nous savons (325) que la 
composante p de la rotation instantanée du solide suivant OX, est égale 
à Y! sin 0. Les équations (7) se réduisent done à celles-ci, où « = 6,, 


8 A (0? + y”? sin? 0) == 2Cnw (cos a — cos 6), 
(8) ] A (sin? 6 . Y” = Cn (cos х — cos 9), 


qui déterminent les angles 9 et بل‎ en fonction du temps. 

Elles suffisent pour représenter le mouvement de l'axe du tore, car on 
reconnaît facilement leur identité avec les équations (13) du n° 220, 
qui se rapportent au mouvement d’un solide pesant autour d’un point 
fixe, pourvu que l’on pose la condition 

Mgl = Cno 
pour déterminer la masse de ce solide et la distance de son centre de 
gravité au point fixe. Il en résulte que nous pouvons appliquer au mou- 
vement de Гахе du gyroseope autour de Гахе boréal ON, les lois que 
nous avons trouvées pour le mouvement de l’axe du corps pesant autour 
de la verticale, savoir: 4° Гахе OF du gyroscope oscille dans le plan 
mobile NOË, l’angle 9 == NOÉ variant entre les limites très rapprochées 
240 sin a 


a, ين‎ | — 


en sorte que l’oscillation est invisible et que Гахе OC parait décrire un 
cóne de révolution autour de l'axe du mondc. La durée de cette oscil- 
lation est 


elle est extrémement petite et indépendante de .ه‎ 2° Le plan NOË tourne 
autour de ON, d'un mouvement de précession, avec une vitesse angu- 
laire Y” qui est (422) 


Y E — cos 2E!), 
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ou, remplacant aE par sa valeur et My! par Cno, 
Cn 
1 一 — 
Y =w(1 — cos A 3). 


Si Von néglige le terme périodique, ou, ce qui revient au méme, si 

Von considére Гахе moyen du tore au lieu de Гахе vrai, on a 

¥ =o; 

la vitesse de précession de Гахе est donc égal à la vitesse de rotation 
de la terre, et comme yf’ est ici positif par rapport à ON, le mouvement 
de précession se produit de gauche & droite, ou en sens contraire du 
mouvement de la terre. Si donc on suppose que l'axe du tore ait été fixé 
d'abord dans la direction d'une étoile, il continuera à suivre cette étoile 
dans son mouvement apparent. 

241. Le gyroscope de Foucault se prête à une autre expérience 
remarquable : en fixant Гоп des anneaux de suspension, on peut obliger 
l'axe du tore à se mouvoir dans un plan déterminé, orienté de façon 
quelconque par rapport à l'axe ON. Les équations 
du ne 239 permettent d'étudier le mouvement de 
l'axe 05 dans ces conditions. 

Prenons le plan dont il s'agit, qui est fixe par 
rapport à la terre, pour plan des XY (fig. 415). 

L'axe OZ lui étant normal, et l'axe O% du tore étant Fig. 115. 
mobile dans le plan XY, опа 0 == 90°. Nous prenons OX suivant la 
projection de ON sur le plan fixe ХУ; В étant l’angle NOX compris 
entre l'axe terrestre et le plan fixe, у l'angle XOË de l'axe du tore avec 
OX, nous avons évidemment 

cos и = cos В cos у. 

On doit joindre ici aux forces extérieures qui agissent sur le tore la 
réaction normale du plan XY, qu'on supposera appliquée en un point 
quelconque de l'axe OZ. Le moment de cette réaction par rapport à OF 
est nul & chaque instant; le travail de cette force dans le mouvement 
relatif de l'axe est nul également, puisqu'elle cst normale au plan décrit 
par 05; les équations (4) et (5) subsistent sans changement, et Гоп а, 
Po et go étant toujours supposés nuls, 
r=n-+ o(cos — costo),  A(0*4-Y”sin*0) = 2Cno(cos سم‎ cos p). 

Mais, à cause de 0 = 90°, 0'==0, de la valeur de cos u et de la 
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relation évidente Y == 90° +- v, la seconde de ces équations se réduit à 
Av’? = 2Cno cos В(с08 vo — cos у), 
ou | 
dy 2Сло cos В 
de A 
Supposons, pour plus de clarté, n > o, la rotation initiale ayant lieu 
de gauche à droite autour de Of. Si l’on remplace у par x — у, et si 
l'on pose 


(cos Y, — cos у). 


g _ Cno cos В _ Ay 
| А’ Cno cos В’ 


l'équation précédente devient identique avee eelle du mouvement d'un 
pendule simple de longueur { (258), la pesanteur étant dirigée suivant 
le prolongement OX’ de OX, ou suivant la projection sur XY de la partie 
australe de Гахе terrestre. On conelut de là que 

L'axe O% du tore exécutera des oscillations dans le plan fixe KY de 
part et d'autre de la projection sur ХУ de la partie australe de l'axe du 
monde, qui est sa position d'équilibre. La durée d'une oscillation com- 


рёв de l'axe Of sera 
T= A 
— an Cno cos 6 


Si le sens de la rotation initiale était changé, n serait négatif, OX 
serait la position d'équilibre et Гахе ОБ oscillerait de part et d'autre 
de OX. 

Quand le plan XY est horizontal, on a В — À, A étant la latitude du lieu 
О; le mouvement de l’axe du tore est celui d'une aiguille magnétique de 
déclinaison écartée de sa position d’équilibre. — Quand le plan XY est 
celui du méridien, on a В = о, la position d'équilibre de OË coincide 
avec l'axe du monde. On voit comment, en l'absence de tout instrument 
astronomique, le gyroscope suffit pour déterminer la direction de la 
méridienne ct la latitude pour un lieu donné. 

Toutes ces conséquences du ealcul ont été vérifiées dans les expérien- 
ces de L. Foucault. 
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Exercice. 


Un anneau circulaire infiniment mince et homogène, de masse т, peut tourner 
libremeat autour d'un dismètre horizontal AA’ (fig. 116), qui est fixé en son milieu à 
un axe vertical BB’ autour duquel le système tourne avec une 
vitesse angulaire constante w, Par suite de ce mouvement, l'anneau 
tend à so placer dans le plan horizontal, mais une masse M, fixée à 

+ l'extrémité C d'un diamètre perpendiculaire à AA’, s'y oppose. 
Déterminer se angulaire de l'anneau autour de l'horizon- 
tale AA’; 2° l'inclinaison pour laquelle l'équilibre relatif aurait lieu ; 
3° discuter le mouvement de l'anneau, soit quand la masse M est 
nulle, soit lorsqu'elle a une valeur donnée. 

В. Appelons a le rayon de l'anneau, 6 l'angle que fait aveo la SUS 
verticale OB le prolongement du rayon OC; rapportons le mouvement de 'anneau à un 
système de comparaison OXYZ, OZ coïncidant avee ОВ, OX avec la charnière OA, 
OY perpendiculaire aux deux autres. Appliquant le théorème des forces vives au mou- 
vement relatif du solide composé de l'anneau et de la masse M, on trouve d’abord pour 
In force vive relative 









Les forces extérieures se réduisent au poids Mg, dont le travail élémentaire relatif est 
Mga d, cos 6. Le travail des forces centrifuges de tous les points dues à la rotation du 
système autour de BB’ s'obtient en observant que, pour on point y de l'anneau, à la 
distance r de l'axe, la force centrifage est ный; l'arc élémentaire qu'il décrit dans le 
mouvement relatif est a sing 48 (5 étant l'angle que fait le rayon Ou avec OX); le 
cosinus de l'angle compris est 





asin ¿sin 0 cos 0 
р . 


Oa obtient ainsi, pour la somme des travaux élémentaires des forces centrifuges, 


(м+=). 


L'équation des forces vives relatives donne 


(ez 


ov, en divisant par q +" ) a et posant инь, 





8 cos 8 40. 


aMgecos 0 + (« +") ata? sin” + const., 





a) mh 6088 + at int + C. 
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Pour l’équilibre relatif, il faut que рт. soit nul; on trouve 1? 0 ع‎ 0, ОС est vertical ; 


20 0 =4 - Si cette quantité est < 1, l'angle 0,, déterminé par cette équation 


correspondra à une position d'équilibre relatif. 
La masse M étant enlevée, { = oo, et l'équation (x) devient, 6, désignant la valeur 


de 6 pour laquelle de est nul, 


dt 
det . . 
че = ws (sin? 0 — sin? 0,), 
‚ d’où 
¿1 de , 
ه‎ J8 Y sin? 6 — sin? 8, 


Mouvement pendulaire à diseuter. 
Dans le cas général de M quelconque, l'équation (т) est la même que celle de 
Pexercice 3 du précédent; nous у renvoyons pour la discussion. 





CHAPITRE XVIL. 


EQUATION GENERALE DE LA DYNAMIQUE. 


242. Les théorèmes généraux sur lesquels nous avons fondé 6 
du mouvement des solides s'appliquent á des systémes matériels quel- 
conques, mais ne suffisent plus, en général, pour obtenir toutes les 
équations différenticlles nécessaires á la détermination de leur mouve- 
ment. Nous allons exposer un principe général qui, combiné avec 
l'équation des vitesses virtuelles, conduit dans tous les cas à des équa- 
tions en nombre suffisant. 

Considérons, á un instant donné, un systéme quelconque des points 
matériels, sollicités par des forces extérieures ou intérieures données et 
se mouvant sous l'influence de ces forces et des liaisons ou conditions 
quelconques auxquelles le systéme est assujetti. Soit М un point du 
systéme, Q la force conservée de ce point (458), P la résultante des 
forces qui lui sont directement appliquées. Il est clair que nous ne chan- 
geons absolument rien, ni au mouvement du système, ni aux réactions 
que ses points exercent les uns sur les autres, si nous appliquons au 
point M la force Q en méme temps qu'une force égale et directement 
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opposée Q'，puisque ces forces se font immédiatement équilibre sur le 
point M, et si nous répétons la méme opération sur chacun des points qui 
composent le systéme. Nous pouvons donc raisonner comme si ces 
forces égales et opposées Q et Q’ existaient réellement en chaque point, 
qui se meut alors sous l’action des forces P, 0, Q’ et des réactions pro- 
duites par des liaisons. Mais, d'après la définition même de la force 
conservée, chaque point M ayant le mouvement d'un point libre sollicité 
par la seule force Q, il y a équilibre, autour de ce point, entre les forces 
P, 0’ et les réactions des liaisons; la même chose a lieu pour tous les 
points du systéme, donc l'ensemble du systéme est en équilibre, en 
vertu des liaisons telles qu'elles existent & ce moment lá, entre les forces 
P et Q’ agissant en chacun de ses points, et comme cet équilibre est 
indépendant de l'état de repos ou de mouvement du systéme, on peut 
énoncer ce principe : 

Dans un systéme quelconque de points matériels en mouvement, 4 
chaque instant, il y а équilibre en vertu des liaisons telles qu'elles existent 
д cel instant, entre les forces motrices appliquées au système, et les forces 
conservées de tous les points qui le composent, prises en sens contraire. 

C'est en cela que consiste le principe de d'Alembert, dont l'utilité 
résulte de ce qu'il raméne immédiatement la théorie du mouvement des 
systémes á celle de leur équilibre, et fournit une équation générale pour 
les problèmes de dynamique. 

248. Supposons, en effet, que le système considéré soit un de ceux 
auxquels le principe des vitesses virtuelles est applicable. En vertu de ce 
principe, les forces Q et Q’ ayant évidemment des travaux virtuels égaux 
et de signes contraires, il faut qu’à chaque instant la somme des travaux 
virtuels des forces appliquées, moins la somme des travaux virtuels des 
forces conservées, soit nulle pour tout déplacement compatible avec les 
liaisons telles qu’elles existent à cet instant. De lá l'équation 


(1) УРдз cos P, ds — 2008 cos 0, ds = 0, 


le signe 2 s'étendant à tous les points matériels du système. Ou encore, 
si m désigne la masse, x, y, z les coordonnées rectangles du point M; 
Х, У, Z les composantes de la force P qui agit sur lui, celles de la force 
détruite par les liaisons sont 
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et I'équation qui résulte du principe des vitesses virtuelles sera (es) 


me )è + (x —m а) + ( mit is | o.‏ 2( | 8م 


Telle est l'équation générale de la dynamique. Pour voir comment 
elle conduit aux équations différentielles du mouvement, admettons que 
les liaisons existant entre les n points du systéme soient exprimées par 
des équatipns 

L=0, M=0, N=0),.... 
qui renferment, en général, les 3n coordonnées x, Y, <, т, Yi, 24,.... 
de ces points, et le temps $. Ces équations en nombre & devant étre 
vérifiées pour chacun des déplacements virtuels auxquels s'applique 
l'équation (2), les variations dx, dy, dz, dx;,... devront satisfaire aux 
relations suivantes : 


OL OL OL OL 
بوق‎ EY tH +5 十 … 一 o， 


OM oM oM oM 
5 يوج‎ 2-1 5 YT ЕН PAS She 


ON ON ON ON 
+ 万 多 十 元 a a dx + = 0, 


Dans ces différentiations par 9, on observera que t doit ètre traité 
comme une constante, puisque le déplacement virtuel se rapporte aux 
liaisons telles qu'elles existent à l'instant ¢ que l'on considère. 

Si, des k équations (3), on tire les valeurs de & variations dx, ду, ... 
‘en fonction des autres, et qu'on les substitue dans l'équation (a), on 
devra égaler á zéro les coefficients de ces 3n — k variations restantes, 
puisqu’elles ne sont plus assujetties à aucune condition et sont arbi- 
traires. On formera ainsi зп —k équations différentielles du second 
ordre, qui, jointes aux К relations données L عد‎ 0, M==0, ..., suffisent 
pour la détermination des 3n variables inconnues x, у, و2‎ Li, ... en 
fonction de t. Les constantes arbitraires introduites par Pintégration se 
détermineront toujours par l'état initial du système. 

Il est bon d’observer que les équations L = ره‎ М =0,.... permettant 
d'éliminer & variables et leurs dérivées secondes par rapport au temps, 
le système à intégrer se réduit à 3n — К équations du second ordre 
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entre 3n— k fonctions, et que le nombre des constantes arbitraires 
sera, en réalité, би 一 2k. D'autre part, si Гоп tient compte des relations 
que ces équations L—0, M==0,... établissent entre les coordonnées 
et les composantes des vitesses initiales des points du système, on voit 
que le nombre de ces quantités que l’on peut se donner arbitrairement 
se réduit précisément à бя — ak. 

244. Comme application de la méthode au mouvement d'un simple 
point, cherchons le mouvement d'un point M de masse т, assujetti à 
glisser sans frollement sur une courbe qui varie à chaque instant de 
position et même de forme. 

Soient F (x, у, 2, 1) = ره‎ Fi (x, y, z, t) =0 les équations de la courbe 
variable; X, Y, 2 les composantes de la force motrice P appliquée au 
point M; le système (2) et (3) donne ici 


(x aji "8+ mie) to, 


tz Pomo, 





Ws, + но, 


et l'élimination facile de dx, à, dz entre ces trois équations fournira 
entre x, у, z et { une équation du deuxième ordre qui, 

jointe aux deux équations de la courbe variable, déter- 

minera ces fonctions x, у, 2. 

Considérons, par exemple, un point pesant M qui 
glisse sans frottement sur une droite rigide OD Fig. 117. 

(fig. 117), tournant autour de la verticale OZ avec une vitésse angulaire 
constante ©. 

Appelons 9 l'angle constant ZOD; y l'angle compris entre le plan 
mobile ZOD et sa position initiale ZOX; г la distance OM. Les équations 
de la ligne mobile OD peuvent se mettre, à cause de بل‎ = cf, sous 
Ja forme 

(a) х==г 0 وم‎ ot, y=rsin@sinet, z=rcos0. 

La force motrice a pour composantes X=0, Y—0, Z=mg, et 

l'équation (2) devient 


dy 


de diz 
ae tt + q — gx =0. 
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Mais on a 
dx = sin 0 cos إن‎ dr, dy == sin 0 sin wt dr, 05 == сов 0 dr, 


et, en observant que 0 est constant, 


Pz er — COS at — 20 OF in wt — w*r cos at) sin 6 
de \ de 204% ? 


2 
dy _ dt OT sin at + 20 Y cos wt — wr sin ot ) sin 0, 


det dt dt 
de _ Pr cos 0; 
ade”? 
d'oú, éliminant les dérivées et les variations de x, у, z, 
В er w*r sin*0 cos 9 
( ) di? | 9 1 


Cette équation linéaire du second ordre, & coefficients constants, 
s'intègre immédiatement par les méthodes connues, et donne 


__ wt ain 6 —otsind 96080 
r = Ae + Be тер” 
Si l’on suppose ro = 0; si vo désigne la vitesse initiale du point sur la 


droite mobile, les constantes A et B ont pour valeurs 


__ 96080 + wu sin 0 p —2 cos 0 — wv, sin 9 
26130’ 20150 о 

Connaissant г en fontion du temps, on соппай x, y, ع‎ et le probléme 
est entiérement résolu. 

245. Considérons encore un systéme de deux points M, M', pesants, 
liés par un fil flexible et inextensible, mobiles respec- 
tivement sur les cótés latéraux AB, AC (fig. 118) 
d'un triangle vertical АВС. Оп néglige tous les frot- 
tements, 

Soient т, т’ les masses respectives; x, x’ les 
distances des deux points au sommet А; / la longueur du fil; «, a” les 
inclinaisons des côtés BA, CA sur l'horizontale BC. 

Faisons glisser infiniment peu le système mobile sur le triangle fixe; ; 
les travaux virtuels des forces P seront respectivement 





Fig. 118, * 


mgôx sin a, т’9дх’ sin a’; 


— 585 — 
les travaux virtuels des forces conservées 1 seront 


q Pz 
"as ni 


et le principe de d'Alembert fournira l'égalité 
m (s sin a — ae ~ ( dx + т’ (ие — à 2-3-5 
Mais la longueur du fil est constante; donc 


def dx e‏ ,ا 
dx! =o, aa‏ سل x‏ = ’< سل بن 


— 0%, PE Dr , 


ce qui permet d’éliminer dx’ et 4х’ de l'équation ci-dessus, et donne 
(m + my = — y (m sin cx — m’ sin a’) = 0. 


Intégrant cette équation, désignant par xo, vo les valeurs initiales de 
x et de v pour le point M, on a 


9 (т sin a — m' sin 2’)? 


2 = = ти 2 一 十 Vol + Xo. 


La valeur de x donne celle de x’ = | — x. 

246. Appliquons encore le principe de d'Alembert au mouvement 
d'un fil flexible et inextensible, dont tous les points sont soumis á 
l’action de forces données. Les équations de l’équilibre du fil, obtenues 
aux “م‎ 115-116, devront ètre vérifiées, d’après ce principe, si Гоп y 
ajoute aux composantes X, Y, Z de la force motrice, rapportées à l’unité 
de longueur du fil (825), les composantes changées de signe de la force 
conservée, rapportées aussi à l’unité de longueur. On observera qu'ici 
les coordonnées x, y, ع‎ d'un point M du fil sont fonctions de deux 
variables indépendantes, le temps t et Parc s qui définit la position du 
point M sur le fil. Donc, les composantes ci-dessus auront pour expres- 
sions 

dx d'y 0 
бов’ Pos? Pos? 


р étant la densité linéaire du fil au point (x, y, <). 
Donc, en vertu des formules (2) du n° 126, les équations du mou- 
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vement d’un fil flexible sont 


He =) +x от о, 


- (4) AN 


On doit remarquer que ces د‎ doivent être vérifiées en chacun 
des points du fil, mais qu'il faudra connaitre en outre les conditions 
auxquelles sont assujetties les extrémités du fil, pour que le mouvement 
soit entièrement déterminé. 

247. Revenons au problème général. Parmi les méthodes que Гоп 
peut employer pour éliminer, entre les équations (2) et (3), les variations 
dx, dy, дя, 0x, .... des coordonnées, la méthode des multiplicateurs 
(Cours p’AN., n° 87%) présente des avantages particuliers. Multiplions 
les k équations(3)respectivement par des facteurs à déterminer A, му, ..., 
ajoutons-les membre à membre avec l’équation (2), et groupons dans 
l'équation résultante les termes en dx, les termes en dy, etc... Parmi 
les 3n variations dx, dy,..., il y en ak qui sont, en vertu des équations 
(3), dépendantes des autres, lesquelles restent indéterminées. Concevons 
que Гоп dispose des К quantités À, y, v,... de façon à faire évanouir, 
dans l'équation résultante,.les coefficients des k variations dx, ду,... 
que Pon regarde comme dépendantes; les coefficients des autres qui 
restent arbitraires, devront s'évanouir séparément. On est donc conduit 
à égaler à zéro les cuefficients de toutes les variations dx, dy,... ce qui 
donne le systéme de 3n équations 


d'x OL OM 
X— MP 1 ese = O, 


. dy OL, OM 
Y ال‎ ay Te ay ooo —0, 


(5) (. dz .oL , OM 加 
ти РА НР: te: 


dx, OL OM 
Xi mite tA dx, НН ie, T9 


a o e e ٠ 
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Ces зп équations, jointes aux k équations L = ره‎ M=o,... détermi- 
nent en fonction du temps les coordonnées de tous les points du systéme 
et les k multiplicateurs A, y, у.... | | 

L'avantage de ce procédé consiste en ce qu'il fournit, dès que les 
quantités x, Y, z,...; A, ...رم‎ sont connues en fonction de t, les efforts 
que les liaisons produisent sur chacun des points du système. En effet, 
si Pon prend par exemple 18 première des équations (5), elle montre 
immédiatement que la force totale qui sollicite le point m parallèlement 
à OX est 
OM 
dx 
et comme X est la projection sur cet axe de la force P, les autres termes 
représentent la somme des composantes suivant OX des réactions que les 
liaisons exercent sur le point M. 

On tire aussi, du système (5), les expressions des forces qui pourraient 
remplacer l’une des liaisons données sans que rien füt changé au mouve- 
ment du système matériel. Il est clair, par exemple, que si l’on suppri- 
mait la liaison exprimée par l'équation L ع‎ о, rien ne serait modifié 
dans le mouvement, pourvu que l’on appliquát au point M une force 
ayant pour composantes 


dL 
X+A + mn covey 


dL OL OL 
А =? y ‚А 37? 
au point M une force ayant pour composantes 


OL OL OL 
Az, و‎ TE A? etc... 

On conclut de lá que la force à introduire sur un point quelconque 
(x, y, =) dans le cas de la suppression d'une liaison Г, est normale à la 
surface représentée par l'équation L = о, dans laquelle on considérerait 
comme seules variables les coordonnées (x, y, z) de ce point, tous les 
autres points du système étant supposés fixes. 

248. Ce que nous venons de dire aux "م‎ 943 et 247 de la marche 
á suivre, pour tirer de l'équation générale de la dynamique combinée 
avec les équations des liaisons L = ره‎ M = o,... les équations différen- 
tielles (5) du mouvement d’un système, est entièrement applicable au 
problème de l’équilibre. On combinerait de la même manière l’équation 


— 558 — 


des vitesses virtuelles (68) avec les équations exprimant les conditions 
auxquelles le systéme est assujetti, pour éliminer les variations dx, 
ду,... et Гоп obtendrait les équations d'équilibre du système sous une 
forme qui ne différerait des relations (5) que par absence des accélé- 
| dx d'y 
de* dû” 
est en équilibre. On voit méme clairement que le premier problème, 
celui de l'équilibre, n'est plus ici qu’un cas particulier du second, 
résolu par la formule générale de la dynamique. o 

249. Les équations générales du mouvement d'un systéme, sous la 
forme (5), ont l'inconvénient de renfermer 3n variables liées entr'elles 
par k équations. Lagrange a donné aux équations de la dynamique une 
forme trés commode, en ce qu'elle permet de n'introduire dans le calcul 
que le nombre strict de variables indépendantes, nécessaire pour définir 
la position du système. Supposons que les 3n coordonnées x, y, Z, жа, ... 
puissent s'exprimer en fonction du temps et de зп —k=r variables 
Qu) Js; ... Jy entre lesquelles il n'y aura plus aucune relation donnée 
a priori, en sorte que les équations de condition L=-o, M==0, 
N =0, ... deviendront identiques lorsqu'on y remplacera x, у, و2‎ 1, ... 
par leurs valeurs en fonction de ¢, +, qs, ... Ainsi, pour exprimer qu'un 
point (x, y, 2) ne peut quitter la surface de l’ellipsoïde 


(y) pis, 


on peut introduire deux variables auxiliaires q, et qa et poser 


rations … lesquelles sont évidemment nulles lorsque le système 


х = 6 818 q, cos д У==0 1ن دأو‎ sings, Z=ccosm, 


la condition (y) sera vérifiée d'elle-méme. 

Cherchons á former les équations du mouvement entre ces nouvelles 
variables 4+1, ge, ... Pour cela, désignons, en général, par x, у, z les 
coordonnées d'un point du système, par q l’une quelconque des variables 
وو‎ gs, ..., et indiquons par l'accent ’ les dérivées totales par rapport au 
temps. Si nous multiplions les équations (5) respectivement par 


Ox Y تدك عه‎ 
aq’ dq’ dq’ 0g 


et si nous les ajoutons, nous aurons, 2 désignant une somme qui s'étend 








— 559 — 


& tous les points ди systéme, 

dx dz’ po dy’ , dz dz dx dy Oz 
6 — MEA — 
(6) 2m "(> qt dq dt a ta а) B(x +E + ES 
car le coefficient de A, savoir 


OL ox , OL dy , OL de 

arta ae tas os) 
sc réduit identiquement à zéro, puisque, l’équation Г == o étant vérifiée 
identiquement lorsqu'on у remplace x, y, £, ... par leurs valeurs en 
Qu) Js, ..., il en sera de même de ses dérivées partielles par rapport à 
l’une quelconque des quantités q. La même chose aura lieu pour les 
coefficients de y, у, ... Les forces motrices X, У, Z sont données géné- 
ralement en fonction des coordonnées des points et du temps; le second 
membre de l'équation (6) se réduira donc, après la substitution, à une 
fonction connue des variables $, 41, дз... 0. Quant au premier membre, 
il peut s'écrire 


ду, , d dx y 2 ‚ doz] 
22" QE q г )— == PTA TR diag 


Mais, d'une part, x étant exprimé en f, q,, gs, -.., ON a pour exprimer 
x’ en fonction de t, qu, ... Qr 94, ... ,مو‎ l'égalité 
dx , 0x дх дх 
/ — هه‎ — / — / ... — 4 
(9) 2 Ot Fo, q, + ag. q + да; д» 
et Pon en déduit, pour l'une quelconque des variables q, la relation 
(e) Ox! 0x, dy’ ду, 92 os 
q q dq’ 04’ dq’ 94’ 
les deux derniéres se démontrant comme la premiére. 
D'autre part, on a, par interversion de l'ordre des différentiations, 


dix 


ad / 0 , dx Ox , dx , 
a tana: + gr 一 dg (reso) 


d’où l’on voit que 


(5) (3 _ 0x” dy _ dy’ дз’ 
dt\og)" 94’ (2 — Og’ а (5 == 
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et au moyen des relations (€) et (5), le premier membre de l'équation (6) 
se ramene & la forme 


d , 0x’ , ‚ Ox’ 
Lu Cr ute = )— En (2 у и 
Représentons par T la à deniaoume des forces vives de tous les ты 
du systéme : 
T =¿2mv*? = 4 2m(u'? у”), 


l'équation (6) prendra la forme simple 


(7) doy aq 

Il faut bien observer la signification des dérivées partielles qui figu- 
rent dans cette égalité. On suppose que T ait été exprimé en fonction des 
variables 9,5+:- Qrs Qi... gr et de f, s’il y a lieu, par les équations (5). 
Les dérivées partielles ОТ : dq, ОТ : dq’ se rapportent à ce point de vue. 
La dérivée 4: dt est une dérivée totale par rapport au temps. 

En mettant successivement dans l'équation (7) qt gs Gy au lieu de q, 
on aura г équations différentielles entre ces variables et le temps ¢. Ce 
sont les équations de Lagrange dans lesquelles les variables sont réduites 
au plus petit nombre. Elles sont surtout commodes lorsqu'il existe un 
potentiel U pour les forces motrices X, Y, Z,..., potentiel qui peut méme 
renfermer t explicitement. On a alors, en effet, 


OU aU 
A دس ح‎ =" 


On ду dz OU dx 0U 
era) +) ак" 
et l'équation (7) rend la forme 
вот oT 90. 
®) diag’ 99’ 
en faisant successivement q = 41, Y ==0з,... on aura les г équations 
différentielles du probléme. 


250. Pour montrer une application de la méthode, reprenons le 
probléme du numéro 244. Les équations 


y =rsinÓsin wt, z—rcosb,‏ ,/ه 05 0 وزو م ص بن 
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donnent les coordonnées x, у, 2 en fonction d'une seule coordonnée r et - 
du temps t. Nous avons 


q=r, q =r', U=mgz=mogr cos 0， 
x’ =8in0(r'cos إن‎ —orsinot), y'=sin09(+ sin ,(أه وم "به لاه‎ z'=r'co080, 
et en transformant Т en fonction de r, r’, 
T = $m (7 + y? + 22) =¿m (r'? 4- 0? r? sin? 0), 
résultat qui s'obtient d'ailleurs directement par la composition des 


vitesses. De là 
OT OT +0. 
= mr, 元 一 Wo г sin? 0; 
substituant dans l'équation (8) et divisant par m, on a 
ar _ or 81110 = g cos 6, 


di 


ce qui ramène à l'équation différentielle déjà trouvée. 

Comme second exemple, reprenons le problème du numéro 286. La 
position du corps étant définie par les variables y, 6, رب‎ on trouvera faci- 
lement, au moyen de l’expression de la force vive d’un solide tournant 
(292), des valeurs de p, q, г en Y, ...و‎ {',.. 


== ¿[A (62 ل‎ y? sin? 0) + С (p’ + "بل‎ cos 0)?], 
et la fonction des forces sera évidemment 
U = Mgl cos 0. 


Appliquant l'équation (8) à chacune des variables رب‎ y, 8, on aura, U et 
Т ne renfermant ni y, ni 9, 


CL (E + Ÿ 0088) =o, 


4 Y' sin? 6 +C(p + Ÿ cos 6) cos 6] =о, 


A 一 人 下 sin 9 cos 9 + С (p' + Y! cos 6) ф’зш 6 = — Mgl sin 0, 


d'oú Гоп déduit, en intégrant les deux premiéres équations et désignant 
par я, К des constantes, 
go’ +)’ ,اه 0 ومن‎ Ay sin? 0 سل‎ Cn cos 0 == К, 
dé’ 


A, Av? sin 6 cos 8 + Cn’ sin 6 = — Mgl sin 0. 
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-  L'élimination de y” entre ces deux dernières conduit facilement à 
l'équation (14) du n° 231. 

Les équations de Lagrange s'appliquent aussi, avec de grands avan- 
tages, aux questions de mouvement relatif, mais nous renverrons, sur ce . 
point, à notre Mémoire sur l'application de la méthode de Lagrange à 
divers problèmes du mouvement relatif (2 édition; Paris, Gauthier- 
Villars, 1889).. 


Exercices. 


а. Déduire des équations (2) les théorèmes du mouvement du centre de gravité et 
des moments, dans le cas d’un solide libre. 

2. Un point matériel M glisse sans frottement sur une droite qui tourne autour d'un 
de ses points O, dans un plan horizontal, avec une vitesse angulaire telle que la tan- 
gente de l'angle décrit varie proportionnellement au temps. Déterminer le mouvement 
du point. 

В. Soient ره‎ y les coordonnées horizontales du point, la position initiale OX de la 
droite étant prise pour axe des æ; a une constante donnée. 

Le principe de d’Alembert fournit l'équation 

2 
= de + oy ¿dy = о, 
I’équation de la droite mobile est y = ato, Eliminant ду et y, intégrant l'équation entre 
æ et t, on a successivement 


=, + arc tg at, y = wal -ل‎ 0.6 arc tg al, 


ve étant la vitesse initiale suivant OX. La trajectoire du mobile a pour équation en 
coordonnées polaires 
__G%, + 0,9 
— @eos8 
8. Une chaine homogène, pesante, peut se mouvoir sans frottement sur un système 
BAC de deux plans inclinés adossés, dans le plan vertical normal à leur intersection. 
Trouver son mouvement. 
_ В. Conservant les notations du numéro 848, on a 
وأ ح نج ل هم‎ 
isin a? 


— 4 - af Rs 
a= Cott + Cue T pap sin a! , 


a! = (sin < + sin a”). 
Les constantes С, С, se déterminent par l’état initial. 
а. Un fil flexible, pesant et homogène, tourne autour d'un axe vertical AZ, auquel 
il est fixé par une de ses extrémités A, avec une vitesse angulaire constante o. On admet 
que le fil garde une figure invariable : déterminer celle-ci. 
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В. Dans les équations (4), Х =0, Y =0, Z= روم‎ et dans l'hypothèse admise, 


da _ 1 д*у _ , dz _ 
je de? Vo de > 


Les équations (4) se réduisent à 


dx sur — dy a dz _ 
a (re) + tar = 0 а (т) + mya, а (т ( + لح وم‎ 


Soient [ la longueur AB du fil, A l’origine de l'arc زه‎ on tire de ces égalités, Т étant 
T, en Á et nul en B, 


de ¿ d ¿ ds 00 | 
TS = pui [in = = pu? (nee T= == 29 (1— 8),.. 


aT + po” (a + y?) + 2293 = 2Т.. 


¿ l é t 
ay | eds — as | yde = 0, ‚| eds | yde =0, 
8 8 8 8 


en intégrant et observant que », у sont nuls pour s — 0. On a done 


la courbe affectée par le fil est plane et son plan passe par Гахе AZ. Prenons, dans ce 
plan mobile, l'axe AX horizontal, Les égalités 


d 
T= 7 وم‎ 10), Т- $ po? a+ pgs = To, 


donneront, par l'élimination de T, 
(T. — 9ps — $ р? 2°) dí mm ру (8 — 9) de, 
équation différentielle de la courbe cherchée. On a aussi, ره‎ étant l’abscisse du centre 
de gravité de la portion MB du 81, 
. | , 
TO = pot (1 — 8) a%, де, 
ce qui constitue une propriété de la courbe. On en déduit des conséquences géométri - 
ques intéressantes. 

5. Applications de la méthode de Lagrange. — Une circonférence homogéne, de 
masse M, roule sans glisser sur une droite horizontale AX, dans un plan vertical; un 
point pesant, de masse #, se meut sans frottement sur cette circonférence. On sup- 
pose nulles les vitesses initiales du cercle et du peint; déterminer le mouvement du 
système. 

`В. Soient a le rayon du cercle; y, 6 les angles que font avec le diamètre vertical, à 
l'époque ¢, un rayon déterminé du cercle mobile et le rayon mené du centre О au 
point т. On trouvera, par la composition des vitesses, 2Ma*p'? pour la force vive du 
cerele; ma? (92 + р’? — 29’? eos 0) pour celle du point т, done 


aT = 2Ma*p"? + ma? (0/2 + 9’? — 20/9’ cos 0), U = mga cos 6, 
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et les équations de Lagrange seront 
d 2 , /د#‎ в 9 HA 
qe 一 9 cos 0) — 0'p” sind = — ¿ sin 6, 


m 22" cos о 
dé" 


Intégrant cette derniére, ayant égard à la condition 6’ = 0, أو‎ == 0 pour ¿=0, on a 


(aM +m) E. — 


р’ = а 6’ cos 6, (sin 9 — sin a), 


_ m 
aM + 7 aM +m 


a et о étant les valeurs initiales de 0 et de مهو‎ 
Développant la premiére équation et réduisant, on a 


do’ do’ 9. 
a cos 0 = — 7 sin 6, 


et en remplaçant dp’ : dé par sa valeur, multipliant par & et intégrant, 


canta anata — 29 _ 
0 ми’ cos 6=— (cos 8 COS 2), 


do 2 (2M + т) g cos 0 — Cos a | 
dt a aM + т sin* 6 


La discussion montre que 0 varie entre — a et + a, et que 9 varie entre zéro et 
— am sin « : (2M ل‎ т). Cas où М - 0, 

®. Un parallélogramme articulé ABCD, formé de deux barres homogénes AB, DC, 
de longueur 2a, de masse m, et de deux barres homogénes AD, BC de longueur 25, 
de masse », est mobile dans un plan vertical autour du milieu O de AB. Déterminer 
le mouvement en négligeant les frottements. 

В. Déterminons la position du système par les angles 6, 9 que font les directions 
OA, AD avec la verticale inférieure OZ. On trouvera, par le théoréme de Koenig et 
la composition des vitesses, 


meo) oran) 


U=a (м + n) gd cos y. 


d'oú enfin, 


Les équations du mouvement sont 
dé” _ 2 (3m 十 an) 6 dp’ 
a 3 de 
Les obtés AB, CD tournent d'un mouvement uniforme; les cótés AD, BC oscillent 
par rapport á la verticale comme un pendule simple de longueur 
(3m - an) 6 ， 
3 (m+n) 
.لا‎ Deux points т et m,, mobiles sans frottement sur deux cercles concentriques, 


=2 (m + 1) 9 cos م‎ +A. 


— 365 — 


sont soumis à leur action réciproque qui est une fonction donnée de leur distance м. 
Déterminer leur mouvement. 

R. 0 le centre commun, a eta, les rayons des deux cercles, a, > a; mm, F’ (и) la 
mesure de l'action réciproque; 0, 8, les angles respectifs des rayons vecteurs Om, Om, 
avec Гахе polaire ОХ; 9 — 6; — 0; 0», وه‎ les vitesses angulaires des rayons От, Om. 

On aici 

T= £(ma* 05 + mia,* 0%), U= — mm, Е (м),‏ 643 ,0 ع و 


то, м. o 
a 6’, 96 =°; om 他方 


et comme 
д 
м? = قن‎ + ay? — 206, Cos (0, — 0), м = — аа: Sin (9, — 0), 


on aura par les formules de Lagrange 








a de' __mya, F' (м) sin de, _ maF'(u). 
e TT و©‎ @1 7 了 一 一 à sin ф. 
On en déduit immédiatement 
a 20" AN 

ma 元 十 m,0,* 二 =0, mat 0° + ma: 04 = k, 
k ótant une constante: d'où 
(1). o ma? 9 + m'a, 0, == kt + x (x = const.). 
- On tire des mêmes formules, en posant @ = ma* 十- m,a 12, 

d (9, — 6 IE Em Mino où 40 - 6 FU. 
dt 001 Ps dQ ea sin? 


Multipliant par و20‎ : 41 et observant que l’on a 
м? — a? +a," — 444, 0089, udu = aa, sing dy, 


il vient, en intégrant, С étant une constaute, 


de „ 2G 
ا فرق‎ a 9) 


Mettant pour # sa valeur en y, on a { en fonction de ф par une quadratare ; ф étant 
connu, on tirera de l’équation (т) 











kita mia? kt-+-a та ? 
q ев +6 
Cas particulier où l’action est proportionnelle à la simple distance м. Опа 
dp _ 
Е’ (м) = им; зе = 2a =e (cos $ — cos Po), 


équation du mouvement d’un pendule simple. 

”Ze mouvement du rayon Om autour du centre commun se compose 19 d’un mouve- 
ment angulaire uniforme avec la vitesse k:G; 2 d’un mouvement périodique dont la 
loi est la même que celle du pendule. 
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$ 2. Taéorèue р’НАмплом. EQUATIONS CANONIQUES DU MOUVEMENT. 
Tuéorèmes pe Jaco: ET DE Poisson. 


251. Considérons l'intégrale 


у— [+04 


to étant une valeur particulière de t, Т et U ayant la même signification 
que ci-dessus et étant exprimés au moyen des variables Q,, q;. Si nous 
supposons que les valeurs de qi, дз»... gy soient données pour ft, et £, et 
que Гоп attribue aux variables gw q; des variations infiniment petites 
ريون‎ 00), on peut démontrer que Гоп aura dV =o si les variables q 
vérificnt les équations de Lagrange. En effet, l'équation (8) du $ pré- 
cédent, 
dor _д(Т--0) 0) _ 
di oq 0% _ 
entraîne évidemment, 2 indiquant une somme qui s'étend à 4: ت‎ qu, 
4: == 41»... celle-ci 
t[doT O(T+U) 
(1) sf (| 09 dt =o, 
mais l'intégration par partie donne | 
г адт oT, |! toT,, 
a С — Saga 


car, 1 n’étant soumis à aucune variation, on a 
4349; dq 
a 9 ne 


Le terme entre crochets est nul, car, d’après l’hypothèse, 94а, Заз, ... 
sont nuls aux deux limites f, et £, donc nous aurons 


с dÔT ет, 
| dog = — | agi de 


et par suite, en substituant dans oo“ (1) et changeant les signes 


$ 
Я 3 学时 十 元 aq +50 AL dt =0. 
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Mais U ne renferme que les variables Е, g:,... gy et pas les q, ue. 
On peut donc écrire la quantité sous le signe d’intégration 


[27+ D AUD м] 230140) 


donc enfin, on a l’équation annoncée 


| 20 + ( о ou al, (T +U) dt =0, 


d’après les principes du calcul des variations. C'est le théorème d'Hamil- 
ton, que Гоп étend sans peine au cas où il n'existe pas de fonction des 
forces U et d’où Гоп déduirait, inversement, les équations de la 
dynamique sous la forme de Lagrange. 

2532. Lorsque la fonction U ne renferme pas le temps explicitement 
et dépend seulement des variables qi, Q2,.. Gr, On sait que l'intégrale 
des forces vives existe, c'est-à-dire que Гоп a l’équation suivante, 
h étant constant, 


T=U-+A. 


- 11 en résulte, la constante A étant déterminée par les valeurs de ду, q; 
pour ¢==%, que dh =0 et que l’on a 90 =0T. Léquation d'Hamil- 
tion prend la forme 


t 
a 2Tdt =0, ou ay ZEmv°dt = o, 
to 


ou enfin 
t 8 

(2) 9 | Zmvds =0. 
2 


Оп вай, par les principes du calcul des variations, que cette 0 
exprime, en général, la condition nécessaire pour que l'intégrale sou- 
mise & la variation soit un maximum ou un minimum. On peut donc 
énoncer co théorème, appelé Principe de la moindre action : Dans le 
mouvement d’un système auquel s'applique Vintégrale des forces vives, 
si l’on considère deux positions (A) et (В) du système, telles qu’elles 
résultent de l'application des forces motrices, l'intégrale [Zmvds prise 
entre ces deux positions sera un macimum ou un minimum dans le 
mouvement réel, par rapport aux valeurs qu’elle prendrait si Pon défor- 
тай infiniment peu les trajectoires des différents points entre leurs 
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extrémités, en ayant égard dans cette déformation 4° aux conditions 
imposées par les liaisons du système; 2° à ce que les vitesses des points 
sont liées à leurs positions par l'intégrale des forces vives. 

On peut aller plus loin et montrer que, sauf dans des cas trés particu- 
liers, c'est le minimum qui a lieu; mais cette discussion présente des 
difficultés dans lesquelles nous n’entrerons pas. 

253. On doit encore & Hamilton une transformation trés importante 
des équations de la dynamique, que nous allons déduire des formules 
de Lagrange. Nous supposerons que la fonction des forces U puisse 
encore contenir le temps explicitement dans son expression, mais qu'il 
ne figure pas dans les équations des liaisons, en sorte que les coordon- 
nées x, y, x, ... s'expriment en fonction des seules variables ди, gs, ... qr- 
Posons en général | 


aT 、 


et introduisons ces ру comme variables au lieu des 4; dans les équations 
du mouvement. Comme nous avons, d’après notre hypothèse, 


= 3 2m(x у" +2), 
, dt , 0%, Ox; , 
me Ogi а. т + 99,4" elc., 


on voit sans peine que T deviendra, par la substitution, une fonction 
homogène du 2° degré de ,بو‎ 9,,°9r- On aura donc, d’après le théorème 
des fonctions homogènes (Couns p’An., 244), 


oT , , oT , oT , 
dq? да’ AT “Tr ع‎ at, 
ce qu'on peut écrire comme suit : 


T=3 Pi —T, 
et il en résulte par différentiation . 


, , oT oT ,. 
dT = $ р.94: + $ qudp; — Eg — 294,498 


mais, d’après la signification de p,, le premier et le dernier terme se 
détruisent, il reste simplement 


aT 
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Cette équation est indépendante des relations existant, en vertu des 
équations du Mouvement, entre les variables G:, Рё; оп peut donc y 
regarder ces variables comme indépendantes et dp;, dg; comme des quan- 
tités arbitraires. 

D'un autre cóté, si Гоп observe que р ou ОТ: dq’ est une fonction 
linéaire homogéne de 415 sr... q, et que, par suite, les qe S'exprime- 
ront en fonetions linéaires homogénes des р’, on verra que, par leur 
substitution dans T, T deviendra une fonction seulement de qi, ga)... Gr 
et de ps, ...روط‎ py, bomogène et du second degré par rapport à ces der- 
Diéres quantités. Désignant par des parenthèses ( ( les dérivées 
partielles de T prises sous ce nouveau point de vue, on aura évidemment 


OT OT 
2) 40 +2 (5) 


abstraction faite de toute dépendance entre les variables p et д. En 
comparant cette valeur de dT avec la précédente et ayant égard à l’indé- 
termination des dp, 49, on conclura que l’on a 


5 اد‎ (п), 
3 09 一 94; › (= = hi, 


relations dont le sens est bien défini par les explications qui précèdent. 


Or, les équations de Lagrange, équations (8) du $ précédent, peuvent 
sécrire sous la forme 


dp Эт ov ÔT\ , aU 
7 tal) +39: 


(car, U ne renfermant que les quantités ду, n'éprouve aucun changement 
par la substitution des р; aux gi). D'autre part, la seconde équation 


(3) donne 
dt Nop/ — om 
puisque U ne renferme pas les variables р. Si done nous posons 
H = T —U, 
cn sorte que H, après la substitution indiquée plus haut, deviendra une 


fonetion F (f, qu, q1,... q», Pi, ...,ء2‎ Pr), ct si nous supprimons les 
parenthéses, aucune confusion n’étant plus possible sur la signification 
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des dérivées partielles, nous aurons les équations du mouvement du 
systéme sous la forme dite canonique, 


dq; 0H dp; 011 


(4) de Op,’ Tag 8 —=1.2,... Г. 


Ces formules font dépendre la détermination du mouvement de l'inté- 
gration d'un systéme de 27 équations différentielles du premier ordre 
entre Qu, ».. Gr) Pi, ... Pr et le temps ¢, d'une forme remarquable et 
jouissant de belles proprictés dont nous allons indiquer quelques unes. 
H = F(t, qu... Gry ps, ... pr) est la fonction caractéristique. 

254. L'intégration des équations (4) introduit 2r constantes arbi- 
traires qui sont à déterminer par l'état initial. Si Pon conçoit que les 
intégrales du probléme soient résolues par rapport á ces constantes arbi- 
traires et mises, par exemple, sous la forme 


(5) v(t, Qt) Its ... д», Pty Poy ... Pr) = a, 
on déduira d'une telle relation, en dérivant totalement par rapport 


au temps, 
de dq: | 99 = _ 
+2 (52 E+ at Op; dt 1 


ou, á cause des équations (4), 

dp dp 0H 0 7.) __ 

a+ (Sp ap, aps.) => 

Pour abréger, nous emploierons la notation 
MON AMIN), Gas 

0q; Op; Op; dq; mm 
M et М étant deux fonctions quelconques des variables q; et ps. Nous 
aurons alors 


6 ево, 


et ceci ne peut être qu’une identité, indépendante de toute relation entre 
les variables q;, ps et le temps. En effet, comme elle doit être vérifiée 
par les valeurs les plus générales des رو‎ ру satisfaisant aux équations (4) 
et qu’elle ne renferme aucune constante arbitraire, il s'ensuivrait que 
Гоп peut obtenir entre les intégrales générales d'un système d'équations 


Pf), 


(M, N)=2( 
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différentielles une relation indépendante de toute constante arbitraire, 
ce qui est évidemment impossible. Done 

Toute fonction q de t, و91‎ ..., Gry pa, -»»» Pr qui, égalée à une constante 
arbitraire, fournit une intégrale du système canonique, vérifie l'équa- 
tion aux dérivées partielles (6), à 2r + 1 variables indépendantes. 

Réciproquement, si une fonction p(t, qu, ..., д» Pis ر...‎ Pr) satisfait 
à l'équation (6), l'équation 9 一 x sera une des intégrales du système 
canonique, > étant une constante arbitraire. Il suffit en effet, pour que 
les valeurs des go p; qui satisfont aux équations (4) vérifient la relation 
ф = a, qu’elles satisfassent à celle-ci : 

+: day à 99 dp; 
ou 77 
д; dt T op, di 


de, mo 
et cette dernière est une identité en vertu des équations (4) et (6). 

Si la fonction H ne renferme pas ¢ explicitement, mais seulement dans 
les fonctions q;, p;, en sorte que ОН : 01 =0, l'équation (6) est évidem- 
ment vérifiée par ب‎ = H, car (H, H) est identiquement nul. Donc Н = Á 
est une intégrale du problème, À étant une constante arbitraire. Un a 
donc l'intégrale 

T=U-+A, 


qui n'est autre que Vintégrale des forces vives. 
255. Supposons que Гоп ай obtenu la moitié des intégrales du 
systéme canonique sous la forme 


(7) Фи (ts qu Pi) = 04, фа == аа, ..., Pr 一 а, 

Ag, ... & étant des constantes arbitraires; de sorte qu'au moyen de‏ ريه 
ces intégrales, on puisse exprimer г fonctions inconnues, ри, pe, ..., Pr,‏ 
Nous indiquerons par un trait‏ .سه ...ريه en fonction de t,Qq1,... Gr,‏ 
(ps) les expressions ainsi obtenues pour les fonctions p,, et par leur‏ 
substitution dans les expressions renfermant les p,. Si les r intégrales (7)‏ 
satisfont en outre à cette condition que Гоп ait identiquement, ; etk‏ 
désignant deux quelconques des nombres 1, 2, ... Г,‏ 


(Py, pr) =0, 
on pourra énoncer ce beau théorème : L'expression 
(8) ps dq. + pa dqu + + + pr dg, — H dt, 


sera la différentielle exacte d’une certaine fonction У des r + 1 variables 


— 372 — 


Qu) 9%»... Ory t, el il suffira, pour obtenir les г intégrales du système (4) 
qui restent d trouver, de poser 
OV OV OV 
(9) Fa Oh 3 Bn 5 Br 
Ва, Pa, ... В, désignant r nouvelles constantes arbitraires. 

En effet, on sait démontrer(!) que, pour qu’une expression de la forme 
ps dq: + pa وول‎ + ... + p, dq», où les р; sont des fonctions des q,, soit 
une différentielle exacte par rapport aux variables q;, la condition 
nécessaire et suffisante est que l’on ait, ¿et k étant deux des nombres 
I, 2, ...n, les n (n — 1): 2 identités 

EJEA 
00 0 94; 

Si les fonctions ريط‎ ... р» ne sont pas données explicitement, mais par 

la résolution d'un systéme d’équations 


H, (qa, ... Ans Pis «+> Pn) == Bay ..., H,, (4+, ..ه‎ Qu) Pis --. Pn) = an, 


la condition précédente équivaut à celle-ci, que les fonctions H,, Hs, ...H,, 
satisfassent aux n (n — 1): 2 relations identiques (quels que soient les 


Pis qi), 
(H,, Hi) 一 oO (i, k= 1,2,... 1). 


Cela rappelé, considérons les équations 
(x) Pi و4‎ Pa — M2) Pr حت‎ Ay) —H+F (t, Qu ...9 . Pi, ... Py) =O 
comme un système de r + 1 équations entre les 2r + 2 variables  - 
4+» و99‎ ++ Gre bs Pas Pay .., Pr, — H, 
et appliquons la régle ci-dessus. Pour que Гоп ait 
pa 44: + وم‎ 94* + +++ + py dg, — Hdt = а, 
dV étant une différentielle exacte par rapport & qi, дз, ... gy, €, il sera 


suffisant, d’aprés la régle ci-dessus, que Гоп ait indépendamment de 
toute relation entre t, ps, qi 


一 一 一 一 一 一 -一 十 (MN) 一 o， 


М, N désignant les premiers membres de deux quelconques des équa- 
tions (a). | 





(4) Voir la note premiére á la fin du volume. 





— 373 — 


Or, 1° si l'on prend М = رزو‎ N = фь, comme ni 9,, ni q; ne renferme 
la lettre H, les deux premiers termes de l'équation s'annulent identi- 
quement et le troisiéme s’annule en vertu de la relation admise 
(фу» pr) = 0. 

2° Si Гоп prend M=®%;, N——H+F(, 91 ... 4,), on aura 
évidemment | 

дм OM 09; ON _ ON OF 


TH? ATA? MEM? Oy 
et la condition se raménera á celle-ci : 


+ gy, F) =0, 


qui est vérifiée, la fonction رب‎ satisfaisant (254) à l'équation (6), dans 
laquelle H désigne précisément la fonction F. Ainsi la premiére partie de 
la proposition est démontrée. 

Pour établir la seconde, remarquons d’abord que l’on a, en vertu de 
l'équation 





pa ,و4‎ + ps dqs 十 … 十 Pr 94, — H dt = dV, 
les relations 
OV 一 OV 一 ‚ OV — oOV 2 
(то) aq: = Pi, да: = Pay ...› да; Pro 01 = — ВП. 
Calculons la dérivée totale, par rapport à t, de OV : 0x:. Nous aurons 
d ov atv OV dq; 01 V dqy 
at dou ati dt ar" bado dt dt 
Mais en vertu des identités (10), cettte expression prendra la forme 
d ov _ oH dp, dq, др, aq ， 
di des da, Г da, dt да di? 


ct, en vertu du système (4), si qi, Js, ... Jy satisfont aux équations cano- 
niques, 





eet tee da, da 


et Гоп voit sans peine que la somme des г premicrs termes du second 
membre n'est autre que la dérivée partielle de H par rapport à a, après 
la substitution des valeurs des ру; le second membre est donc nul. Donc 
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est une intégrale du systéme (4). П en sera de méme des autres équa- 
tions (9), et le théorème est ainsi démontré. 
256. On remarquera que les r équations 

ov OV ду 

er 1 ووق‎ 2” “ag, Pr 
sont absolument équivalentes aux r équations (7), puisqu'elles devien- 
nent identiques, en vertu des relations (10), lorsqu'on y remplace les 
Ps, Pa, ... Ру par leurs valeurs tirées des équations (7). On peut donc 
dire que le systéme complet des intégrales du systéme canonique est 
donné par les 2r équations 


OV OV ov 

(тт) aq, dq д, Pr? 
ov ov ov 
Sa, Вь Jag =Вь da = 


Si donc la fonction У était connue d'une manière quelconque, elle 
fournirait immédiatement la solution du problème de l’intégration des 
équations (4). 

Or, V satisfait à une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre, à r + 1 variables indépendantes ¢, да, Ys, ... gy. En effet, la der- 
nière des équations (10) peut ‘s’écrire sous la forme 


OV — 

9 FH=o0, 
ou 

OV 5 3 _ 

aT F(t, qu) Yay +++ Физ Pty Pty +» Pr) = 0: 


Mais les équations (то) transforment cette égalité dans celle-ci : 
OV OV OV OV 

(12) ACTES. aq.’ аз’ dq = و0‎ 
ainsi la fonction У dott vérifier cette équation aux dérivées partielles. 

$57. Réciproquement, on peut établir que toute intégrale complète 
de l'équation (12), c'est-à-dire toute fonction У des r + 1 variables 
1 01 Ga» ... gr qui satisfait à cette équation et qui renferme г constantes 
arbitraires رجه ... ريه ريه‎ en dehors de celle qu’on peut toujours lui 
ajouter puisque У n'entre dans l'équation que par ses dérivées partiel- 
les, jouit de toutes les propriétés de la fonction V définie précédemment 
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et peut être prise pour celle-ci. En effet, posons pour abréger, dans 
l'équation (12), 


Ny 2 av 
Ot Pau да, 


Elle deviendra 
(12) PTE (8, Qty ... Gry Pty see Pr) =0, | 
ou, sous forme réduite, f(t, qu, . . Qr, p, ра, ... Pr)=0. Le problème de 
trouver une intégrale complète de cette équation peut évidemment étre 
posé sous la forme suivante : lui adjoindre г autres équations de la 
forme 
Ha (ty و91‎ ... Фи Pas pr) = Ga) 

(13) В. (8, Ча, ... Фу» Pay vee р om 
Hy (t, Qu, .… Фу» Pis «+> Pr) = Gry 
روه ريه)‎ ... a, étant des constantes arbitraires), qui soient telles que les. 


valeurs de р, р, ... py, fournies par les г + 1 équations (12') et (13), 
étant substitudes dans l'expression 


pat + pi dq + ps dqs soe + Pr dq», 
rendent celle-ci une différentielle exacte par rapport à $, qu, qa, «+. ду. 
Mais, comme on Га rappelé plus haut, la condition nécessaire et suffi- 
sante pour qu'il en soit ainsi est que les équations (12’) et (13) vérifient 
les égalités suivantes, où $ et К sont deux nombres quelconques de la 
série 1, و2‎ ...P: 
0f0H, Эгон, 


ob Op op ob + (f, H;)= 0, 
0H,0H;  0H;0H; 
Op Op ae + mo 
La premiére se réduit, & cause des relations évidentes 
0H, Of __ 
dp = 0, on و1‎ 
١ 0H 
— > + (Г, H,) => O, 


mais comme les dérivées partielles de f par rapport aux روم‎ q; se rédui- 
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sent évidemment & celles de Е, cette équation revient á 
+ (E,H)=0, ou + (Ни В) =o. | 

Rapprochée de l’équation (6), elle montre que chacune des équations 
(13) est une intégrale du système canonique (4), comme les équations 
(7) dont il a été question plus haut. 

La seconde se réduit, puisque H;, H, ne renferment pas explicitement 
р, à la relation 

0 (H;, Нк) = = و0‎ 

qui nous montre que nos intégrales (13) satisfont à la même identité q que 
nous avons admise plus haut (855) entre les fonctions ريب‎ gr. Ainsi les 
fonctions На, Ha, ... Hy, que suppose la recherche de notre intégrale 
complète, jouissent exactement des mêmes propriétés que nous avons 
attribuées plus haut aux fonctions 9, фз, ... Фу, et peuvent les remplacer. 
L'intégrale complète que Гоп déduira du système (12°) et (13) a donc 
aussi les mêmes propriétés que la fonction V considérée plus haut. On a 
done ce beau théorème : Si l’on connaît une intégrale complète V de 
l'équation aux dérivées partielles 


= v4 16 Ча, ... Ди, 


renfermant г constantes arbitraires 1, as, ... ay, autres que celle qu'on 
peut toujours ajouter d V, on aura le système entier des intégrales du 
système canonique 


ov قف‎ 
00 , 94, 


44; _H dp; 0H 
di ~ Opi de 04; / 
en posant les 2r équations 


vo 0 ду 


quo?” ووق‎ 1 ag Pr 
ov OV ov 
Oo Br, aa Ps en В 


Ва, Be, ... В, étant des constantes arbitraires. 

Hamilton a montré que l'intégrale définic V que nous avons consi- 
dérée au n° 254 vérifie léquation (12). 

258. ll est bon d'observer que Гоп pourrait procéder autrement; 
tirer des équations q, = ريه‎ фз = روه‎ ... Фу == ay les valeurs des q; en 
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fonction des p;, et former une différentielle totale exacte par rapport aux 
variables t, pi, ра, ... py. On arriverait à Véquation aux dérivées 
partielles 


a FAY ap apa dp,” PP Pr) = 


Formons, comme exemple, l'équation (12) pour le cas d'un systéme de 
points matériels libres, rapportés á des axes coordonnés rectangulaires. 
Les variables q sont ici x;, ур 2;. L'équation 

= Em, (a)? + yt + 21) 
nous donne | 


OT _ x ma! miz; 
Pog $) г iy 


2 
H=T—U=(X2—U, 


et l'équation (12) prendra la forme 


а) + (в) +(x) |=? 


Les équations du mouvement seront d’ailleurs 


a. au.” a. 


ds LOU, رش‎ dí 00 
Od 0x ‘dt dy; dt Ox, 

289. Tout ce qui précède subsiste si la fonction caractéristique H 
renferme explicitement le temps, mais, dans le cas contraire, étudié 
d'abord par Hamilton, le probléme se simplifie. Supposons 0086 que 
Гоп ait 

Н = Е (4, дз»... Gry Pty Pas «++ Ру). 
Оп sait déja que 
H=h 
est une des intégrales du système (4), h étant constant. Le système 


он, Фон 
di дб dt dq 
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fournit les 2r — т équations, пе renfermant ni ¢ ni dt, 


Ie Pr‏ اشنا 
(A) 085 OÙ 08‏ 
dp: др, 94: 94,‏ 

Concevons qu'on en ait obtenu г — 1 intégrales 
(14) Pi = وو‎ Фа = وون‎ +...) Фу = бу, 


qui ne renfermeront pas ¢ explicitement; les fonctions q; satisferont 
nécessairement à l'équation (6), laquelle se réduit ici à 
(pa H) =0. 
Admettons d'ailleurs que l’on ait toujours 
(pi px) =0, (i,k=1,2,..., 7 — 1). 
Si de ces r — 1 équations (14) et de l'équation H = Á on tire les valeurs 


de pi, Pa, ... py еп fonction de qi, q», ... q» (t n’y figurant pas), il résulte 
d'un théorème établi plus haut que l'expression 


pidg + padqs + ... + prdqr — F(qu, gr Pis ++ Pr) at 
sera une différentielle totale exacte par rapport aux variables ди, qa, 
... бу, t. Mais 
F(qu, ...› gr， Pis see, Pr) 
se réduit identiquement à À, puisque Н =A est une des équations qui 
ont fourni les valeurs ри, روم‎ ... py des ps. Donc, hdt étant une diffé- 
rentielle exacte en $, . 
pidqu + + + prdge 

qui ne renferme que g да, ... gr, devra être séparément une différen- 
tielle exacte par rapport à ces variables. Si Гоп désigne par V, son 
intégrale, on aura évidemment 

V=V,— ht 


pour l'intégrale complète de l'équation (12), et comme У, seul renferme 
les arbitraires a,, روه‎ ... Фу, les r intégrales qui complètent la solu- 
tion du probléme seront 


OV OV OV ov 
one, ee is 


Ainsi, dans l’hypothèse où H ne renferme pas le temps, il suffit de 
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trouver г — 1 intégrales du système (A) pour effectuer l'intégration du 
système canonique. L'équation aux dérivées partielles qui définit У, est 


celle-ci : 
F( OV: ov: a) =A 
1,32) rs 09 ? q. , 9 dq = À. 


260. Pour éclaircir cette méthode, appliquons-la au mouvement d'un 
point M de masse т sollicité vers un centre fixe О par une force accélé- 
ratrice qui est une fonction f(r) de la distance OM = r. 

Le mouvement ayant lieu dans un plan, on a ici qi —x, 4: = Y, 
pix’, ds —y'; les équations du mouvement sont 
dz dy, de fr), dy fr) 

(16) —_=%) a” ar” “+r. , 
et Pon a 
x? + y? = r?, 
La fonction H a pour expression 
H = T—U=3(2"*+y")+ J f(r)dr, 

__et Pon vérifie en effet que Гоп a 

an. дн_, OH_ fir), 98 _ fr) 

dx' > dy’ dx г ду سم‎ 
L'intégrale immédiate H = h est ici 


(+ y +f f(r)dr =h; 


c’est celle des forces vives. On a aussi, par les équations (16), 
La YA d'où ay’ — yx’ =p (1,y 0 y) =a, 


c'est l'intégrale des aires. Elle doit satisfaire à Péquation (p, H) = о, ce 
qui se vérifie immédiatement. 


Tirons des équations H = А et y = à les valeurs de x’, y’ en x et y. 
Nous aurons sans peine 


y =, mp LEY = 2 [h — f f(r)dr], 


d’où Гоп tire la valeur de x’, puis celle de y”, sous les formes suivantes 


‚ Y EXA _, _ 2х УВ, 


x y2 = y? 





> 
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en posant | 
R=y 2 [4 — [ f(r)dr] r* — as. 


C'est une fonction de r seulement. On aura done, par cette substi- 
tution, 


+, ia a (ad dx) | зах -- yd Rdr 
a dx + y dy = re a d. are ig? ==. 


Comme В ne renferme que r, une simple quadrature donnera 
Vi aci عد‎ (+ const 


D'aprés cela, vu le théoréme général du numéro 257, les deux 
derniéres intégrales du probléme seront 


ho 


ou, calcul fait, 
arc يها‎ + ыы" = в, Eh 


La première est l'équation en coordonnées polaires de la trajectoire. 
La seconde entre r et ¢ fait connaitre le rayon vecteur en fonction du 
temps. 

261. On a supposé, dans la théorie qui précède, que les intégrales 
معدبو‎ du système canonique vérifiaient une certaine identité (фу, фк) == o. 
On doit à Poisson le remarquable théorème qui suit : 

Sotent 


9 (e, Qu) و...‎ бу» Pty very Pr) == a, Y (6, QA) وسو و...‎ Pi) ce Pr) = В 
deux intégrales, résolues par rapport aux constantes arbitraires a el В, 
du système canonique (4). On aura, en vertu de ces équations (4), 
l'égalité 

(p, Y) == const. 
Remarquons d’abord que les fonctions q, y satisfont (954) à l'équa- 
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tion (6) identiquement, donc 


О-о-о но 


Е og aH) 
qe Ops Ops Ogi 
д op OH 04 OH 
A = o, 
дд» Op, Op, Og. 
l'indice k sous le signe 2 indique que la somme s'étend aux valeurs, 
1, 2, ... 1, de К. 


Cherchons la dérivée totale de la fonction (ф, Y) par rapport à ¢; nous 
aurons 


on encore 


(17) 


4 由 -了 (外 do 04 0444 _ dp d OY) 
(18) ne) =< др, di gs | -dq.dt Op, dq di dps Op; dt dq; 


Or, on a évidemment 


94% _ oF > ( 9% de y 09 0 or, 

do09q + Oquoqx dt ' даздрь 4 
ce qui, en vertu des équations (4) auxquelles satisfont les quantités 
Pr, gx, peut s'écrire 


209 Oe + (5. 2 الل هكب‎ 
404: 0 00,009+ Opx 00,05: + 
Mais si l’on dérive partiellement par rapport à 4; la première équation 
(17), on a 





О 一 








` OH dp ОН 4.22 OH 0p OH ) 
iit Ger dp 09,05: д4ь ' 99% дддрь . дрь 000+ 
car on peut intervertir Гогдге des dérivations partielles. Retranchant 
cette équation de la précédente, on a 


Fixe = (Seat 0*H 0 0 som) 
404; *Noprdqudgx  0qx20q:0px 
On obtiendra les valeurs de 

doy, doy 40 

dt Op, dtop; 494; 
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en changeant dans cette équation p en Ÿ ou q; еп .رط‎ Substituons ces 
diverses valeurs dans l'équation (18); nous aurons un résultat que nous 
pourrons écrire sous la forme suivante, en désignant par 2 une somme 


dans laquelle les indices i et k reçoivent successivement toutes les 
valeurs 1, 2, ...Г 


d 
a? 4) = 


AE 09 OH __ 99 o*H ) a Ф/ 94 OH df ы 
sk | дру; .Opx 20001 ع00‎ 0+ дд; \дрь 0p:i0q;. 2 وم نم0 عو0‎ 
_ of op OH Oo 0*H ) 一 5 op ot dp oH 
Og: \ Ope Opsôgx дк дрорь/` Эр; ©. 00,00: Og нор | 
Dans l'expression sous le signe 2, si ¡ et k ont même valeur, i — k, 
les termes se détruisent deux à deux. Si ¿et k sont différents, le coeffi- 
cient de 











0%H 
09091 
par exemple, savoir 


dy dp _ 09 Op 

Opsôpr 9p. Ops дрь 
ne différera que par son signe du coefficient de la méme dérivée de H 
dans un autre terme de la somme, celui oú les indices $ et k auraient 
échangé leurs valeurs. La méme chose a lieu pour les coefficients des 
autres dérivées 

д*Н д*Н 0*H 
dá" Ордфь’ Oppe 

Donc tous les termes se détruiront, et l'on aura 


5 (es Y) =0, 
et par conséquent 
(p, Y) = const., 
ce qui est le théorème de Poisson. 
262. L'importance de ce théorème est, au premier abord, incalcu- 
lable, puisque la fonction (p, ф) étant égalée à une constante, fournirait 
une nouvelle intégrale X = y des équations (4); de celle-ci, combinée 
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avec chacune des précédentes de la méme maniére, on en déduirait deux 
autres, et ainsi de suite, en sorte que la connaissance de deux intégrales 
suffirait pour achever la solution. Malheureusement, il peut arriver et 
il arrive souvent, ou bien que l’équation 


(p, Y) = const. 

se réduit & une pure identité, ou bien qu'clle rentre dans les inté- 
grales p=a, بل‎ =P, et n'apprend rien de nouveau. Néanmoins, les 
travaux de Jacobi, de Bour et de M. Bertrand ont montré comment, 
dans ces cas-lá, on peut tirer parti du théoréme de Poisson pour avancer 
l'intégration, et mis en relief les relations existant entre le probléme de 
l'intégration des équations canoniques et celui de l'intégration des équa- 
tions aux dérivées partielles du 1* ordre. Mais ces recherches sortent de 
notre cadre et nous renverrons aux ouvrages indiqués ci-dessous (1). 


Exercice. 

Un point М est attiré vers deux centres Gxes F et F, en raison inverse du carré de 
ses distances r et r, á ces deux points. Déterminer son mouvement par la méthode de 
Jacobi. 

В. Soit 26 la distance FF,; prenons deux variables indépendantes q et q, telles que 


24 一 人 十 31) 24: 一 六 一 了 


On aura, en exprimant v en fonction de g et de q,, la masse du mobile étant т, 








La fonetion des forces est, y et يم‎ étant constants, 


U= — Ms 一 一 上 م‎ Bs : 
tr г. +9 ча | 9 —9: 
elle ne renferme pas ¢. L’équation d’Hamilton est donc, À étant la constante des forces 


vives, 
q?—c* eq 241 
_ HL A, 
q* fa" (> x) + Та — 4: (а) = == ET? 


(1) Jacon:, Vorlesungen über Dynamik; 一 Boun, Sur l'intégration des équations 
diff. de la mécanique (Journ. de Liouville, t. ХХ). 一 Beatraxb, Notes de la Méc. Ana- 
lyt. de Lagrange; 一 Grsixnoncu, Intégration des équations de la mécanique. 
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et on la partage en deux autres en posant V — w + w,, w étant fonetion de q seul, 1; 
de q, seul. On a les équations différentielles | 


(9* —e*) (=) — 2 (и м) 9 — hq? = — 22, 


аш, Y 
(08 一 q,?) (=) - 2 (и — pa) وو‎ + Ag = 20, 


a désignant une constante arbitraire. On a, par quadratures elliptiques, 


A AS 


Les intégrales du problème sont alors, d’après la théorie de Jacobi, 


Wa OV ,+ ov OV 
dn | Oh” Og 


CHAPITRE XVIII. 


DES PERCUSSIONS. 


263. On donne le nom de percussions ou forces instantanées & des 
forces qui agissent avec uné très grande intensité pendant un temps 
extrêmement court, impossible à évaluer pratiquement. On a cru autre- 
fois que ces forces imprimaient aux corps des vitesses finies pendant un 
temps rigoureusement nul, ce qui est impossible, et de lá le nom de 
forces instantanées. Les chocs, les explosions développent des forces 
appartenant à celte catégorie. 

Les formules et les principes de la mécanique générale sont d’ailleurs 
parfaitement applicables à ces forces comme à toutes les autres ; seule- 
ment, à raison de l'impossibilité où l’on est d'estimer la durée d'une 
percussion ainsi que les variations de grandeur et de direction, pen- 
dant cette durée, des accélérations qu'elle communique aux points 
matériels, on est convenu d'introduire dans les questions où les percus- 
sions interviennent, non la mesure de leurs intensités, mais seulement 
leur effet total et définitif, comme il suit : 

Soient X, Y, Z les composantes rectangulaires d’une force P appliquée 
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& un point de masse т, 7 la durée de son action; on appelle compo- 
santes de l'impulsion totale de la force P les quantités 


| Xdt, Ydi, 1 24. 
0 0 0 


Si lo point т était libre et d'abord en repos, les équations (1) du 
n° 489, multipliées par dt el intégrées entre o et 7, nous donneraient 


(1) 1 Х = mv,, ١ Уф = mv,, 1 Zdt = mv, 
о 0 0 


Us, Vy, о, désignant les composantes de la vitesse acquise an bout du 
temps 7. Ainsi, l'impulsion totale d'une force P est représentée, en gran- 
deur et en direction, par la quantité de mouvement que la force imprime- 
rail d un puint matériel libre et en repos. 

Cela posé, dans les calculs relatifs aux percussions, nous ferons 
figurer au lieu de ces forces elles-mémes, leurs impulsions totales pen- 
dant la durée trés courte 7 de leur action, et ce sont ces impulsions que, 
pour abréger, nous désignerons sous le nom de percussions, en évitant 
avec soin de confondre cette maniére de représenter leur effet total avec 
la mesure de leur intensité proprement dite. 

264. Soient m la masse d’un point, X, Y, Z les composantes rectan- 
gulaires d'une des forces P qui agissent sur lui, depuis l'époque $ و عت‎ 
jusqu'à t =7; v,, v,, и, les composantes de la vitesse finale du point; 

Vas, Voy, Vo, Celles de la vitesse initiale. De l'équation du mouvement 
d’un point libre 


m— = 2%, 


on tire par l’intégration entre o et 7, 
m (0. — Vos) = 2 } X dt. 
0 


Soient w,, رود‎ w, les composantes de l'impulsion de la force P, et u la * 
vitesse gagnée, c’est-à-dire la vitesse qui, composée avec la vitesse ini- 
tiale vo, donnerait la vitesse finale у. L'équation précédente se mettra 
sous la forme 

(1) ти, =20,, MUy == 2m, ты, == №. | 


les deux derniéres s'obtenant par le méme procédé. 
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‘Observant que chaque point d’un système matériel donne lieu à des 
équations semblables, on fera la somme des équations relatives á un 
méme axe pour tous les points, et Гоп aura 


(2) 3mu, = 3m, Emu, = Уж, 2mu, = 2w,, 


les 2 des seconds membres s’étendant á tous les points et á toutes les 
forces; mais comme les forces intérieures sont deux-à-deux égales et 
opposées, les composantes de leurs impulsions totales sont évidemment 
deux-á-deux égales et de signes contraires et se détruisent; les seconds 
membres des équations (2) ne renferment donc que les impulsions des 
forces extérieures. 

Soient x, y, z les coordonnées du point т à Гёродиет. On a facilement, 
par les équations (1), : 

т (yu, 一 zu,) = (уз. — 2 wy), 

et en sommant les équations semblables pour tous les points d'un 
système, et opérant de mème pour les trois axes, 


Ут (уч. 一 zu) 一 (yw: 一 zay), 
(3) 5 2m (zu. 一 хи,) = 2 (20, — ха), 
‚т (хи, — yu.) =2 (хи, — yw,). 


Les 2 des seconds membres s'étendent & tous les points et & toutes les 
forces; mais lorsqu'il s'agit de forces instantanées, la durée 7 de leur 
action étant toujours excessivement petite, on admet que les points du 
systóme ne se déplacent pas sensiblement pendant ce temps, ou que 
x, y, z restent constants. On a donc 


| زا ب‎ эти =y | 2dt— 2 "Y de = yo, — em. 
0 0 „О 


Comme, pour les forces intérieures, les moments yZ — zY sont deux-à- 
deux égaux et de signes contraires (170), il en sera de méme, d'aprés 
cette équation, des moments yw, — za, de leurs impulsions totales ; les 
- seconds membres des équations (3) ne renfermeront donc que les impul- 
sions des forces extérieures. On pourra d'ailleurs, parmi ces derniéres, 
négliger celles qui ne sont pas de forces instantanées, leurs impulsions 
totales pendant le temps 7 étant tout á fait insensibles. Les équations (2) 
et (3) donnent alors les théorémes suivants : 

Quand un systéme de points matériels est soumis brusquement d des 
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percussions quelconques, 1° la somme des quantilés de mouvement 
gagnées par tous les points, en projection sur un axe quelconque, est 
égale 4 la somme des percussions extérieures, en projection sur le méme 
uxe; 2° la somme des moments des quantités de mouvement gagnées, 
par rapport d un axe quelconque, est égale d la somme des moments des 
percussions extérieures, par rapport au méme axe. 

Si le système était en repos à l'instant où les forces instantanées 
viennent agir sur lui, on aurait u =p. 

265. Ces théorèmes ont le même usage, pour déterminer le mouve- 
ment imprimé à un corps par les forces instantanées, que les théorèmes 
généraux du centre de gravité et des moments pour l’étude des mouve- 
ments continus. Ainsi, si Vo, V désignent les vitesses initiale et finale du 
centre de gravité, les équations (2) donnent 


M (У. — Vos) = Lae, etc..., 


et font connaitre la variation de la vitesse du centre de gravité. On voit 
que la quantité de mouvement du centre de gravité après le choc est la 
résultante de sa quantité de mouvement avant le choc, et de toutes les 
percussions extérieures qu’on aurait transportées en ce point. 

De même, si un solide a un point fixe O, A, В, С étant ses moments 
principsux d'inertie relatifs à ce point, Pp, q, ” les composantes de la 
rotation instantanée suivant les axes principaux après la percussion, 
Po, Jo, ro avant la percussion, on aura, comme оп sait (894), 


2m(yv. 一 zv,) = Ap, 

2m (yu, — zy) = A(p — po), 
et si M., M,, М. désignent les moments de la percussion par rapport aux 
axes principaux, les équations (3) deviendront 


(4) A(p — po) = M., B(g— qo) =M,, C(r — ro) =M.. 


266. Appliquons les formules (2) et (3) & un solide fixé par deux 
points O et О’, en repos, et frappé par une percussion, pour déterminer 
la vitesse angulaire w qui lui est communiquée autour de l’axe 00’, les 
percussions sur les appuis O et О’, et les conditions pour que ces per- 
cussions soient nulles. 

Prenons 00’ pour axe des ع‎ positifs, l’origine en О; soient «, В, y 
les coordonnées du point M auquel est appliquée la force instantanée P; 
Tes By, 7, les composantes de l'impulsion totale de cette force; U, У, W, 
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les composantes de la percussion totale sur le point O; U’, У’, W? sur le 
point 0’; а == 00’. Observant que les réactions des appuis sont égales et 
contraires aux efforts qu'ils éprouvent, et que Гоп a pour tout point du 
solide Y, = 9,= — wy, Uy=0,= 02, и, =0, on tire des équations (2) 
— 02my=w, —0—0', 02m 一 my —V—V”, o=w,—W-—W, 
ou, M étant la masse du solide хи, y, les coordonnées de son centre de 
gravité, 

(5) UU ==.-- Мау, V+VW=w,—Mozr, W+W'= 5. 

De méme, les équations (3) conduisent aux relations 


6 aV' = — fa, | ya, —olmrz, al’ = yw, — am, + 02myz, 
(6) alm (12 + y?) = aw, — Ва 
y =. 
Cette dernière formule donne la vitesse angulaire imprimée au solide ; 
elle est égale, H désignant le moment d'inertie du solide par rapport 
à Гахе 00’, à 


AD y 一 Pas 
H 


c’est-à-dire au moment de la percussion par rapport à l'axe fixe, divisé 
par le moment d'inertie du solide relatif à cet axe. Les autres équations 
(5) et (6) déterminent U, U’, V, У’, W + W’, ou les percussions totales 
éprouvées par l'axe. 

Si l’on demande que les points d'appui n’éprouvent aucune pereus- 
sion, il faut poser 0 رواج‎ У =o, ... ete., et les formules (5) donnent 


a, اح‎ Moy, د يه‎ Mots, %.—0, 
dont la première se réduit aussi à =, — o si Гоп fait passer, comme 
cela est permis, le plan XZ par le centre de gravité G du solide. Comme 
w, et w, sont nuls, la percussion = se réduit à sa composante w,; 1° elle 
est donc normale au plan passant par l'axe OO’ et le centre de gravité du 
solide. On a ensuite 


a= aay = Maïs , a وسح حت‎ 
Н Н Mx, 
ce que montre, d’après le n° 198, que 2° la distance à laquelle la direc- 
tion de la percussion passe de l'axe doit étre égale à la longueur du 
pendule composé que formeratt le solide, si l'axe OO’ était horizontal. 
Enfin, les équations (6) deviennent, par la substitution des résultats 
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précédents, 

o=yMox, — 029122, о = w2myz, 
d’ou Роп déduit 
¿mx(z — y)= 2mx3z — yMx, =0, 2my (2 — y) == 2myz 一 yMy: =0, 
c'est-à-dire que 3° Рахе 00’ dott étre un axe principal d'inertie du 
solide, relativement au point A ой il est coupé par un plan mené nor- 
malement à cet axe par la direction de la percussion x. 

Les conditions 1°, 2°. 3° réunies sont donc nécessaires et suffisantes 
pour que Гахе OO’ n'éprouve aucune percussion par suite du choc 
qu'éprouve le solide. 

Le point С où la direction de la percussion, déterminée par les condi- 
tions précédentes, vient percer le plan XZ passant par Гахе O0’ et le 
centre de gravité G, se nomme le centre de percussion. On utilisait la | 
propriété qui fait l’objet du théorème ci-dessus dans le pendule de 
Robins, dont on se servait autrefois pour évaluer la vitesse des projectiles 
de l'artillerie, mais que les appareils électro-balistiques ont aujourd’hui 
avantageusement remplacé. 

207. Théorème des forces vives appliqué aux percussious. — Repre- 
nons les équations (1), multiplions les respectivement par vd: 十 Voz, 
и, — Voy, Ys + Vos, et ajoutons-les. En observant que и. 一 Y, — Voz, etc., 
on aura 

mu! — mo} = [м (ef Yee) + ay (0, + os) + о (05 + vu]. 

D'autre part, ces équations (1) multipliées par u,, му, м. et ajoutées 

donnent de mème 
ти? = 2 (а, и. + шум, + w, Us). 
Ajoutant membre á membre ces deux équations, оп obtient 
mv? — mo? + mu? = 2 2 (a, 0, + 7, vy в, 0,), 

et en faisant la somme des équations semblables pour tous les points du 
système, 
(7) XZ mv! — Хто? = 2 mut — 25 (0,5, + vy wy +0, п), 
le dernier У s’étendant à toutes les forces extérieures et intérieures. 
Cette égalité a lieu pour des forces motrices quelconques et pour un 


intervalle de temps queleonque. Nous ne l’appliquerons ici qu’à la per- 
cussion qui résulte du choc de deux corps solides qui se rencontrent, 
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animés de vitesses quelconques, l’époque t=0 correspondant à l’instant 
où le choc commence. On sait que Je choc s'accompagne d'une déforma- 
tion des deux corps, croissante jusqu’à un certain maximum, après 
quoi, selon que ces corps sont plus ou moins élastiques, ils reviennent 
plus ou moins exactement à leurs formes primitives, et la variation, due 
au choc, de la force vive du système des deux corps dépend de leur plus 
ou moins grande élasticité. 

Admettons que l’époque 7 corresponde, dans la formule (7), à l'instant 
de la déformation maximum, les vitesses v se rapportant donc à cet 
instant. Il n’y a à considérer ici, comme forces, que les réactions inté- 
rieures développées par le choc, car les autres forces sont négligeables 
pendant la durée très courte 7. Entre deux points M et M’, ces réactions 
sont égales, opposées, dirigées suivant la ligne de jonction de ces deux 
points; leurs impulsions totales sont donc égales et de signes contraires, 
сс qui donne pour la somme des termes 0, a, + 0y wy 十 0, т, se rap- 
portant à ces deux points. 


(Vz — Uz) 0% + (Vy — Vy) му - (Us — 05) Ws = We т, + Wy wy} 0, 0, 
w désignant la vitesse relative de M par rapport à M’. Or, a l'instant т, 
les distances réciproques ayant acquis leurs valeurs extrémes, la vitesse 
relative de deux points est nulle suivant la droite qui les jojnt, l'impul- 
sion totale w au contraire peut étre considérée comme dirigée suivant 


celte droite, el le second membre de l'équation ci-dessus est nul: On a 
donc simplement, dans l'équation (7), 


¿mv? — Smv? = Emu”. 


Donc, dans le choc de deux corps d'élasticité quelconque, la perte de 
force vive qu'éprouve le système depuis l'instant où le choc commence 
jusqu'à l'instant de la déformation maximum, est égale à la somme des 
forces vives correspondant aux vilesses gagnées par tous les points. 

Si les corps sont totalement dénués d'élasticité, la déformation 
maximum persiste intégralement ; instant de la déformation maximum 
coïncide donc avec la fin de la période de choc, et le théorème précédent 
devient alors le Théorème de Carnot. 

S'il s’agit du choc de deux corps parfaitement élastiques, le raisonne- 
ment peut être simplifié. En les considérant comme un seul système 
matériel et négligeant toujours les actions extérieures, on a, l’énergie 





— 391 


totale du système restant constante (181), 
T— To = Ш — Il, 

To, По se rapportant au commencement, T, II à la fin du choc. 
Puisque les deux corps. reprennent exactement & la fin du choc les 
formes respectives qu'ils avaient au commencement, et que, á cause de 
la valeur trés petite de 7, les positions relatives des deux corps ne chan- 
gent pas d'une maniére appréciable pendant ce temps, on peut admettre 
que les points du systéme se retrouvent sensiblement dans les mémes 
positions relatives au commencement et á la fin de la percussion; la 
fonction II reprend donc la même valeur, et По — IL est nul. On а 
donc T = Te, donc, 

Lorsque deux corps parfaitement élastiques viennent d se choquer, il 
n'en résulle aucune variation dans la force vive totale du système des 
deux corps. . 


Exercices. 


a. Deux sphères homogènes et parfaitement élastiques de masses т, т’, animées 
des vitesses de translation respectives v,, o suivant la droite qui joint leurs centres, 
se choquent. Déterminer leur mouvement après le choc, et discuter le cas 1° où les 
masses sont égales ; 2° où l’un des corps est en repos. 

R. On prouve d’abord que le choc ne produira aucune rotation; puis, soient e, ©“ 
les vitesses des centres après le choc, comptées positivement dans un sens sur la ligne 
des centres. Le principe du centre de gravité fournit l'équation 


mu — uv’ = mv, + m/v) ; 
le théorème de la conservation de la force vive (906) donne 
то? + m0? = mu? عل‎ m'0/2, 
Par la combinaison de ces équations on a 
v= (mm) ve + amv حت“ و‎ (wv — m) ue + amv, . 
m 十 т’ mm" 
9. Mémes problèmes, les sphères étant dénuées de toute élasticité. 
В. L'équation du centre de gravité subsiste, Le théorème de Carnot donne, 4 étant 
égal ici ах 一 bo， 
Emvt=Zmv,v, ou mu(v—v,)+m'u’(v — v) = م0‎ 
Combinant les deux équations, on a 


miv—v)(v—v)=0 ou 0 一 0， 
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d’où l’on tire 
, _ Mv, HU, 
v=v = NET 

8. Une sphère homogène, parfaitement élastique, vient frapper une surface fixe ; on 
néglige le frottement. Démontrer que les vitesses du centre de la sphère, avant et 
après le choc, sont égales, également inelinées sur la normale à la surface, et dans un 
méme plan avec cette normale. 

В. Combiner le théorème du centre de gravité et celui des forces vives. 

а. Méme problème, dans l'hypothèse où la vitesse du centre, normale à la surface, 
serait diminuée par le choc dans le rapport de ea т, e étant un coefficient moindre que 
l’unité. 

В. Soient wo v les vitesses avant et après le choc, хо et « les angles aigus que font 
leurs directions avec le plan tangent. On a 


v=‏ ومع يا »6 2ت »ه ما 


5. Une bille sphérique, pesante, d’élasticité e, est lancée avec une vitesse donnée 
de grandeur et de direction au dessus d'un plan horizontal fixe, sur lequel elle 
rebondit plusieurs fois. Déterminer les instants des chocs suceessifs, les points du plan 
où ils ont lieu, la vitesse après un choc quelconque et l'angle qu'elle fait avec le plan, 
On fait abstraction du frottement et de la résistance de l’air. 

R. L'origine O étant au point de départ sur le plan, l’axe OX à l'intersection du 
plan donné et du plan vertieal dans lequel le mouvement a lieu, soient رمت‎ хо les don- 
nées initiales, v, et a, la vitesse et son inclinaison sur le plan après le nue choc; м, 
fa la distance et le temps compris entre le départ et ce nme choc; on trouvera 


Vo COS ao Y + 6 tg? ao,‏ حت Ig ay, Un‏ "6 حت da‏ يها 
AV, Sin as X + 6* av? sin a, cos x, I 一 e*‏ 

fa 一 一 一 一 => — 
9 ie 9 1—е 

e. Etablir les formules générales qui déterminent les effets du choc de deux corps 
libres quelconques, animés de mouvements quelconques, dans les deux hypothèses 
extrêmes de l'élasticité parfaite et de l'élasticité nulle. 

R. Les composantes de la vitesse du centre de gravité de chacun des corps suivant 
ses axes principaux d'inertie, et les composantes de l'axe iastantané de rotation sui- 
vant ces mêmes axes, sont donnés à l'instant où le choc comthence; leurs valeurs après 
le ehoc, et l'intensité de la percussion réciproque, sont les treize inconnues du pro- 
blème. Le théorème du ne 964 donne douze équations. Le théorème de la conserva- 
tion de la force vive, dans le premier cas, celui de Carnot dans le second, fournissent 
la treizième équation. 
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CHAPITRE XIX. 


DU FROTTEMENT. 


208. Dans la mécanique rationnelle, on considére habituellement les 
corps solides comme incompressibles et leurs surfaces comme parfaite- 
ment polies, en sorte que les réactions qui s'exercent entr'eux sont 
nécessairement normales aux surfaces en contact. Ainsi, en étudiant 
Péquilibre ou le mouvement d'un point matériel sur une surface fixe, 
nous avons regardé l’action de celle-ci sur le point comme se réduisant 
& une force normale á la surface. Mais l'expérience montre que c'est lá 
un cas limite, que Гоп n'atteint jamais dans la réalité. Ainsi, lorsqu'un 
corps pesant repose par une face plane sur un plan horizontal, au lieu 
que la plus petite force horizontale appliquée & ce corps le mette en 
mouvement, on reconnait que la force doit dépasser pour cela une 
certaine limite. Donc, dans tous les cas où deux solides sont pressés l’un 
contre l’autre, il se développe aux points de contact, indépendamment 
de la réaction normale déjà signalée, une réaction tangentielle qui doit 
exercer une influenee sensible sur l’équilibre ou le mouvement de ces 
corps, et que l’on appelle le frottement. 

Cette réaction ne doit évidemment dépendre que des situations relatives 
des deux corps; nous pouvons donc toujours raisonner comme si l’un 
d'eux était fixe. Cela admis, l'expérience montre que Je frottement ne 
suit pas les mêmes lois, suivant que l'autre corps est en repos ou en 
mouvement, et, dans ce dernier cas, suivant que son mouvement par 
rapport au corps fixe consiste dans un ylissement des deux surfaces 
l’une sur l’autre, ou dans un simple rowlement. Nous devons donc 
examiner successivement ces différents cas, en commençant par celui où 
les corps sont en repos relatif et exposant les lois du frottement statique 
telles qu’elles ont été données par Coulomb et par Morin. 

269. frottement statique. — Lorsqu'un corps solide s'appuie contre 
une surface fixe et qu’une force tend à la déplacer sur cette surface, la 
réaction tangentielle que celle-ci exerce sur le corps en sens contraire 
du mouvement qu'il tend à prendre, croit avec la furce jusqu'à un 
certain maximum au-delà duquel le glissement a licu, et qu’on nomme 
le frottement aw départ. Ce frottement maximum est indépendant de 
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Vétendue des surfaces en contact; il est proportionnel à la pression 
normale qui s'exerce entr'elles, et dépend d’ailleurs essentiellement de 
la nature des surfaces frottantes. 

Il faut que la pression n'atteigne pas unc valeur telle qu'elle produise 
l'écrasement. En outre, la première loi suppose que la pression totale 
reste la même. Si un corps est pressé avec une force donnée contre un 
plan dépoli, et si Гоп augmente dans un certain rapport le nombre des 
éléments superficiels de contact, on comprend que la pression se répar- 
tissant sur un plus grand nombre d'éléments, son intensité varie dans 
le rapport inverse sur chaque élément. II en résultera une diminution 
proportionnelle dans les frottements élémentaires, et par suite, l'inten- 
sité des réactions tangentielles variant en raison inverse de leur nom- 
bre, leur somme ou le frottement total пе variera pas. 

L'étendue du contact étant sans influence, nous pouvons, pour plus 
de précision, en faire abstraction et réduire le corps à un point matériel 

M (fig. 149) et la surface fixe à son plan tangent 

АВ. Soit P la force appliquée au point M, MN = М 

sa composante normale au plan, égale et opposée 

à la réaction normale de celui-ci; MT 一 T sa 

composante tangentielle, égale et opposée à la 

réaction tangentielle du plan ou au frottement 

Pig. 119. F, tant que T ne dépassera pas la limite que nous 

avons appelée le frottement au départ, et qui, d'après les lois énoncées 

plus haut, a pour valeur Nf, f étant un coefficient qui dépend unique- 

ment de la nature des surfaces frottantes. On appelle f le coefficient de 
frottement au départ. 

Le point M restera donc en repos tant que T sera < Nf; il se déplacera 
sur la surface dès que T dépassera cette limite. On voit que le coefficient 
f est donné par la relation 


=> 
T se rapportant à l'instant où le mouvement commence à se produire. 
Mais le triangle MNP donne la relation 
(01 ou f=tge, 


€ désignant l'angle que fait la force appliquéc au mobile avec la normale 
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à AB. Cet angle e se nomme l'angle de frottement. Il faut donc et il suffit, 
pour Véquilibre, que la force P fasse avec la normale un angle moindre 
que l'angle de frottement. . 

270. Nous allons montrer, par quelques exemples, comment l’on 
tient compte des réactions de frottement dans les questions de 
statique. 

4* Problème. 一 Un point pesant M est posé sur un plan incliné dépoli, 
faisant avec l'horizon un angle زه‎ on demande la plus grande valeur de 
a pour laquelle l'équilibre est possible. 

Le poids P du corps, force verticale, donne une composante N=P cos а 
normale au plan, une autre T = P sin a parallèle au plan suivant la ligne 
de plus grande pente. Lorsque a a sa plus grande valeur compatible avec 
l'équilibre, on a 

T=Nf, 


f étant le coefficient de frottement au départ pour les corps cn contact. 
De lá la relation 


Psina=Pfcos a, ou tga—f=tge. 


C'est donc lorsque ’inclinaison « est égale à l’angle de frottement que 
la limite d'équilibre est atteinte : de là un moyen de mesurer l'angle e et 
par suite le coefficient /. 

2=e Problème. — Deux points pesants M et М’ (fig. 120) s'appuient sur 
deux plans inclinés dépolis BA, BC el sont en outre réunis par un fil qui 
passe, sans frotlement, sur une poulie D 
située verticalement au-dessus du sommet 
commun В des deux plans. Quelle est la posi- 
tion des points M, М’, lorsque le mouvement 
est sur le point de se produire dans le 
sens BA? 

Svient a, a' les inclinaisons respectives 
des plans BA, BC sur la verticale; P, P’ les Fig. 120. 
poids des masses M, М’; f, f’ les coefficients respectifs de frottement sur 
BA, BC; 7 la tension du fil; 0, 9 les angles que forment les deux brins 
du fil avec la verticale dans la position d'équilibre extrême que Pon 
considère. 

Projetant les forces qui sollicitent le point M, supposé libre, suivant BA 
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et normalement & BA, on a les égalités 
(a) P cos « —Nf—r cos (a — 0) =0, 
à P sin æ— М— ти (а — 0) == 0. 

Le même calcul, appliqué au point М’, en observant que pour celui-ci 
le frottement agit dans le sens BC, donne 


6) P cos a’ + N’f’ — т cos (a’ — 6’) =0, 
P’ sin a’ — № —r sin (a' — @’) =0. 
Eliminant N entre les équations (а), on a d'abord 
P (cos a — f sin а) — + [cos (а — 6) — f sin (x —6)] =0, 
ou, en remplaçant f par tg e, étant l’angle de frottement pour le plan AB, 
P cos (a - e) — т cos (a — 0 ل‎ e) =0. 
Eliminant de même № entre les équations (В) et posant f’ =tg €”, опа 
P’ cos (a سل‎ €) — т م)‎ — 6’ —e’) =0, 
et si l’on élimine 7 entre ces deux égalités, on a pour la relation entre 8 
et 6’ qui répond à l'équilibre extrême 

P cos (a + =) cos (a’ — 6’ — e’) =P” cos (a — e”) cos (a — 04 €). 

D'ailleurs, les triangles MBD, M'BD donnent la relation suivante, où l 

est la longueur totale du fil et À la distance DB: 

Asin a Asin a’ 

sin (a 一 + in (一 的 
cette équation, jointe à la précédente, détermine 0 et 6’ et achève la 
solution. 

271. 5% Problème. 一 Un prisme rectangle EFIH (fig. 121), homogène 
et pesant, est posé sur un plan dépoli AB 
qui fait un angle « avec Vhorizon, l'aréts 
projetée en H étant horizontale. Détermi- 
ner dans quels cas le prisme glissera sur 
le plan, ou basculera autour de l'aréte H. 

La force motrice se réduit au poids P du 
corps, appliqué verticalement au centre 


Fig. 191. de gravité G, ou à ses deux composantes 
respectivement normale et parallèle au plan, 


[MD + DW’ = 


N=Pcosa, T=Psina. 
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La somme X des composantes des forces parallélement & АВ est 
X =P sin a 一 F, 
Е étant le frottement total. La valeur maximum de F étant N f=Pfeosa, 
pour que le corps glisse, il faut que Гоп ait 
Х =P (sina— fcosa)>0, ou tga>df, 
c'est-à-dire que l'inclinaison « soit supérieure à angle de frottement, 
Si au contraire on a tg a <-f, Е sera égal à P sin a et le corps ne glissera 
pas; mais la somme des moments des forces М, T, par rapport à Гаг&е _ 
H est égale & 
Tb — Na =P (b sin « — a cos a), 


ou 2a = ЕН, 26 = IH. Si cette somme est positive, c’est-à-dire si Гоп a 
a 
tg a > 7 , 


le corps prendra un mouvement de rotation autour de H, il y aura ren- 
versement. Si, au contraire, tg « > a: 6, le mouvement de rotation qui 
tend à se produire en sens contraire sera empêché par la réaction nor- 
male du plan; le corps restera en contact avec le plan AB par la 
face EH. 

272. Froitement dynamique. 一 Lorsque les surfaces en contact ont 
un mouvement relatif de glissement, on reconnait facilement que la 
réaction tangentielle ou le frottement ne cesse pas d'exister. Ainsi, un 
corps pesant lancé le long d'un plan horizontal sur lequel il s'appuie par 
une face plane, diminue de vitesse et finit par s'arréter, ce qui n’aurait 
pas lieu si la réaction du plan fixe était normale & cette surface. 

Les lois du frottement dynamique sont les suivantes : 1° le frottement 
est dirigé en sens inverse de la vitesse des points qui glissent sur la sur- 
face fixe et il est, comme le frottement statique, proportionnel á la pres- 
sion normale et indépendant de l'étendue des surfaces en contact. De 
plus, il est indépendant de la vitesse du corps, mais intimement lié à la 
nature des surfaces frottantes. Son coefficient est sensiblement inférieur, 
pour les mémes surfaces, au coefficient du frottement au départ. 

C'est á cause de cela que, si Гоп pose un corps sur un plan trop peu 
incliné-pour qu'il y glisse sous l'action de la pesanteur, il suffit souvent 
d'une faible impulsion pour que le glissement commence, et alors il se 
continue de lui-méme. 
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Il importe d'observer que le frottement stalique entre deux corps n'a 
pas une valeur déterminée d’avance : il peut prendre, suivant l'intensité 
de la force motrice, toutes les valeurs depuis zéro jusqu'á ce maximum 
qu'on appelle frottement au départ. Il n’en est pas de méme du frotte- 
ment dynamique, dont la valeur est nécessairement déterminée dés que 
la pression est donnée. 

Les expériences de Morin qui ont établi que l'influence de la vitesse 
relative est nulle sur le frottement dynamique, n’ont été faites qu’entre 
les limites ordinaires de rapidité des machines, en sorte qu’on n'est pas 
autorisé à étendre cette loi à des vitesses plus grandes. Il peut se faire 
qu'une grande vitesse éléve le coefficient de frottement en provoquant 
des vibrations, en échauffant les surfaces, ce qui améne le grippe- 
ment, etc. Mais dans d’autres cas, l’accroissement de vitesse a pour effet 
de diminuer l'adhésion, la pression réciproque, et par suite le frotte- 
ment. Ainsi, des expériences de Bochet sur les rails de chemin de fer 
Pont conduit, entre le frottement normal رمم‎ le frottement á grande 
vitesse f et la vitesse v, à la relation 


poto 
I + 0,036 

Au contraire, lorsque les vitesses relatives des surfaces en contact sont 
trés faibles, il semble que le frottement augmente quelque peu avec 
la vitesse. 

Dans les applications, on fait d'ordinaire abstraction de ces cas exccp- 
tionnels et Pon se contente de donner, pour chaque couple de corps en 
contact, le coefficient du frottement au départ et celui du frottement 
dynamique pour les vitesses moyennes. 

273. On voit, d’aprés les lois qui précedent, que pour avoir égard 
au frottement dans le mouvement d'un point sur une surface fixe, il 
faudra joindre á la réaction pormale de la surface une réaction tangen- 
_ tielle, directement opposée à la vitesse du point, et égale à la réaction 
normale М de la surface multipliée par le coefficient de frottement dyna- 
mique f. S'il s’agit d'un corps touchant la surface sur une certaine 
étendue, on appliquera de méme 4 chaque élément superficiel du corps 
une réaction tangentielle, en sens contraire du mouvement de cet élé- 
ment, et égale á la pression qu'il supporte multipliée par le coefficient f. 

Comme application, cherchons & déterminer, dans un plan vertical 
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donné, le lieu des extrémités des droites AB qui seraient parcourues dans 
un même temps ((=1), par un point pesant M de masse т, partant sans 
vilesse d'un point fixe A, le coefficient du frottement étant f = ها‎ 6٠ 

Pour établir 'équation du mouvement du point sur la droite AB, nom- 
mons 0 l'inclinaison de AB sur la verticale AZ, r la distance AM. La com- 
posante de la force motrice mg parallélement & AB, est mg cos 0; la 
composante normale est mg sin 6, donc 一 mgf sin 6 mesure la réaction 
due au frottement. On a donc l'équation différentielle 


E = (008 0 — f sin q = LCL, 


Intégrant et observant que pour { == о, г — 0, v هت‎ 0, on trouve 


„ — 90 cos (9 + £) 
2 6088 


Le mouvement sera donc uniformément varié. Pour t = 1, опа 


> 一 一 cos (0 十 و(‎ 


2 COS € 





qui correspond au point В. C'est donc l'équation en coordonnées po- 
laires de la courbe cherchée. On y reconnait un cercle vertical, décrit 
sur le diamétre و‎ : 2 eos e faisant un angle e avec la verticale AZ. 

Il Problème. — Un plan incliné dépoli AB fait un angle a avec le plan 
horizontal. Un point pesant M, de masse m, est lancé d'une position 
donnée A avec une vitesse v, suivant la ligne de plus grande pente. Déler- 
miner son mouvement. 

Soient x la distance du mobile á sa position initiale A, comptée positive- 
ment en descendant ou dans le sens AB, v la vitesse, {= tg e le coefficient 
‚ de frottement dynamique entre le point et le plan. 

La composante du poids mg suivant AB étant mg sin ره‎ la pression 
normale mg cos «, le frottement a pour expression عت‎ mgf cos a, le signe 
supérieur se rapportant au cas oú le mobile descend, le signe inférieur 
au cas où il monte, ce qui aura lieu d’abord lorsque v, sera dirigé dans 
le sens BA. 

L'équation différentielle du mouvement est donc 


g sin (< =F =). 


d? : 
(1) <= 9 (sin а = feos a) == 208 € 
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On en tire, par deux intégrations successives, et en observant que 
t= 0 donne v = и, et x=o0, 


gt sin (a Е €) 

(2) EEE اك‎ +, 
gl sin (a = =) 

(3) = ا سس‎ + ва. 


Dans ces équations, on prendra le signe supéricur ou inférieur selon 
que le mouvement aura lieu dans le sens AB ou BA. 

1° Supposons d'abord من‎ > o; si a > e, ou si l'inclinaison de AB sur 
l'horizon est plus grande que l'angle du frottement dynamique, 
sin (« — e) est positif. Les deux termes de la valeur de v étant positifs, le 
mouvement a lieu constamment dans le sens de la descente, et la vitesse 
s'accélère à mesure que t augmente. La valeur de x croitra indéfiniment 
avec t. Si a — в, la vitesse reste constante et égale à vo, le mouvement 
continue encore indéfiniment dans le sens AB. 

Si a > €, sin (a — e) > وه‎ le premier terme de v, dans l'équation (2), 
est négatif et croissant avec ¢; vo étant positif, la vitesse v décroit depuis 
vo jusqu'à zéro, ce qui a lieu pour 


yn COS € vo? ens € 
一 о 2 一 一 一 一 一 
g sin (Е — a) 2g sin (Е — a) 


A cet instant, la vitesse étant nulle et « > e, Je point s'arrétera; il est 
clair, d'ailleurs, que les équations (1), (2) et (3) ne sont pas applicables 
au-delá de cet instant. 

2° Supposons vo < o. Le mouvement commencera vers le haut, on 
prendra donc le signe inférieur dans les formules. Dans l'équation (2), le 
premier terme du second membre croît avec 1á partir de zéro ; le second 
est constant et > o; la vitesse, d'abord négative, devient nulle pour 


Vo COS € __ vo COSE 
—gsin{@ te” ”°  2gsin(a+e) 

Le mouvement ascendant s'arrête. A partir de cet instant, suivant que 
l’on aura « > ou < €, le mobile restera en repos ou glissera suivant la 
ligne AB, et les lois de son mouvement seront données par le premier 
cas, où Гоп зиррозега у, =o et x compté de cette position extrême. 

Une construction élégante détermine simultanément, pour les deux cas 


‘= 
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to > 0, № о, les points D et E où le mobile arrive avec une vitesse 
nulle(1), 

274. Le frottement exerce une influence, tantót favorable, tantót 
nuisible. Dans l’état statique, il est utile, par exemple, pour empécher 
le glissement des matériaux dans les constructions, pour faciliter la 
retenue d'une masse pesante par une corde enroulée sur un arbre fixe; 
le frottement sert encore à donner à la locomotive un point d’appui sur 
les rails, etc. Dans les machines en mouvement, le frottement est géné- 
ralement nuisible, non sculement parce qu'il amène l'usure des pièces, 
mais parce qu’une partie de la force motrice est employée à le vaincre, 
ou, en d’autres termes, parce qu'il dépense sous forme de chaleur perdue 
une portion de l’énergie fournie par le foyer de la machine ou la chute 
d’eau. Aussi cherche-t-on dans ce cas à le diminuer autant que possible en 
modifiant la nature des surfaces en contact, qui exerce, comme on Га vu, 
une influence prépondérante sur la valeur du coefficient de frottement. 
C’est en cela que les expériences de Morin, qui ont fixé la valeur de f pour 
des substances très variées, sont particulièrement utiles. On a reconnu, 
en outre, que pour les mêmes substances frottantes, le poli plus ou moins 
avancé des surfaces, le sens des fibres si la matière est fibreuse (bois, fer), 
la direction de la cristallisation, etc... ont une influence très sensible. 

_ Le moyen le plus efficace de combattre les réactions tangentielles 
consiste dans l'emploi des enduits gras (huile d'olive, de pied de bœuf, de 
palme, suif), qui substitue en quelque sorte au frottement immédiat 
entre deux substances solides, un frottement médiat où l’une et l’autre 
glissent sur l’enduit liquide. Aussi se ménage-t-on, dans les machines, 
le moyen de graisser les paliers des arbres, les articulations des pièces 
mobiles, et surtout de maintenir constamment en contact avec de l’huile 
ou un corps gras les pivots des rouages animés d’une rotation très rapide. 


Lorsqu'un axe cylindrique en métal tourne dans un cylindre métallique 
creux, on a la formule 


pa Qu ， 
م رم‎ 
PE 


F étant la réaction totale produite par le frottement, le coefficient de 


frottement intérieur du corps gras lubrifiant, Q la surface du cylindre 


(4) В. Cocuienon, Traité de Mécanique, г. Ш, livre 1, ch. Ш. 
27 
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intérieur, U, la vitesse relative des parties en contact, € l'épaisseur 
moyenne de la couche liquide, À, et À: les coefficients de frottement du 
liquide contre les cylindres. Cette formule suppose que la température 
reste invariable (Petrorr, Neue Theorie der Reibung). 11 paraît que Гоп 
obtiendrait encore une réduction plus considérable du frottement en 
injectant, sous une forte pression, de l’eau ou de l’air entre les surfaces 
frottantes des pièces de machines, mais certains inconvénients et des 
difficultés pratiques s’opposent à l’adoption de ce moyen. 

Le tableau suivant, qui fournit la valeur du coefficient de frottement 
dans un certain nombre de cas utiles, met en évidence, 4° la différence 
notable qui existe entre le frottement au départ et le frottement dyna- 
mique ; 2° l’abaissement que subit le coefficient de frottement relatif aux 
diverses substances, par l'emploi des enduits gras. 











VALEUR DE VALEUR DE 
NATURE DES CORPS FROTTANTS. Г f 
AU DEPART | DANS LE MOUVEMENT 


ee “| 











Bois sur bois (sec). . . . . « . « . .| 0,80 0,36 
Bois sur métal (id.) . . . / +. + + . .| 0,60 0,42 
Métal sur métal (id.). . . . .”. . . .| 0,19 0,18 
Bois ou métal sur cuir . . . . . . =. . 0,47 0,30 
Pierre sur pierre. . , . . . . . . — 0,76 






Chêne sur chéne, fibres parallèles . . . . .| 0,62 0,48 







> » fibres perpendiculaires . . . — 0,34 
Bois sur bois (enduit gras) . . . . 。 . 0,20 0,07 
Métal sur bois (id.) . . . . . . . . 0,12 0,08 
Métal sur métal (id.) . . . . . . . 0,10 0,09 






Métal sur cuir (id.). 0,20 





275. Résistance au roulement. — Lorsqu’un corps solide roule, avec 
ou sans glissement, sur une surface résistante, il se produit au contact 
une réaction de la surface, distincte du frottement de glissement, et que 
Гоп nomme frottement de seconde espèce, ou mieux, résistance au roule- 
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ment, Cette résistance est dueá une dépression presqu'insensible qui se 
produit sur la surface par le passage du corps roulant et persiste plus ou 
moins aprés ce passage, de facon que, en avant du point de contact géo- 
métrique, le corps s'appuie sur un plan légérement incliné. 

Pour nous rendre compte du fait, concevons un cylindre homogéne, 
pesant, ayant son centre‘de gravité en un point O (fig. 122) de son axe, et 
couché sur le plan horizontal; une section normale á l'axe, en O, coupe 
ce plan suivant LM et le cylindre suivant un cercle qui touche LM en un 
point A, section de la génératrice de contact. 
Soit P le poids du cylindre, force verticale agis- 
sant suivant ОА; appliquons une force hori- 
xzontale en un pointBdu rayon OA ; soit AB=q. 
Le cylindre reste en équilibre aussi longtemps 
que cette force ne dépasse pas une limite Q; 
la réaction du plan est donc une force В, égale 
et opposée à la résultante des forces P et Q 
agissant en B; sa direction vient donc couper 
la circonférence en un point a situé près de A, 
en avant de А dans le sens du mouvement que la force Q tend à produire, 
et on peut la supposer transportée en ce point a, et Гу décompose en 
deux forces N et T respectivement égales, parallèles et opposées à P et 
à Q. La réaction horizontale T passe très près de A et peut sans inconvé- 
nient être appliquée à ce point, c'est le frottement proprement dit; sa 
valeur est 





T=Q=fP, 
d'aprés les lois ci-dessus, f étant le coefficient de frottement au départ 
pour les surfaces en contaet. La réaction verticale М passe & une distance 
3 du point A et donne un couple № égal et de sens contraire au couple 
04 qui tend à produire la rotation autour du point A. C'est ce couple № 
qui s'oppose au roulement, et l'on a 


№—0, 19%, 


Or, d’après les expériences de Coulomb, le coefficient à dépend de la 
nature physique des surfaces en contact, mais serait indépendant de leur 
courbure et de la pression normale P, dans les limites ordinaires. Ce 
serait donc une constante caractéristique à déterminer par des expériences 
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sur les différentes substances en contact. Ainsi, pour un rouleau de fonte 
roulant sur du granit uni, on ad = 0*001; pour un rouleau d'orme 
sur du chêne bien dressé, 9 = 0"0016; pour une roue en fonte sur du 
fer en saillie, 9 == o™0012. Cette quantité 0 est done très petite et de lá 
vient que dans beaucoup de cas on néglige la résistance au roulement 
vis-à-vis du frottement de glissement. 

276. Pour que le cylindre se mette en mouvement, il faudra donc 
que la force Q dépasse la limite f P indiquée ci-dessus, mais la nature du 
mouvement dépendra de la valeur de g. Pour qu'il у ait roulement, il 
faut que l’on ait 


Po,‏ > و0 


д ayant la valeur déterminée qui convient aux corps en contact. Donc, 
il faut que ١ 

ч> > 
et comme Q = fP, 


0 
1>7 


Les coefficients 0 et f étant connus, on aura la limite inférieure de la 
distance g du point de contact А au point B,compatible avec le roulement. 
Si و‎ descend au-dessous de cette limite, le cylindre glissera au lieu de 
rouler. 

En généralisant ces considérations, on conclut que, lorsqu’un solide 5 
est sollicité au roulement sur un autre solide fixe 5' par l'action de cer- 
taines forces, il recoit de celui-ci 1° une réaction normale N que Гоп peut 
concevoir appliquée aux points de contact géométrique des deux corps; 
2 une réaction tangentielle dont la valeur maxima est Nf, f étant le frot- 
tement au départ ; 3° un couple de réaction de sens contraire d la rotation 
qui tend à se produire, et dont le moment est No, 9 étant un très petit 
coefficient dépendant de la nature des corps en contact. 

Des développements plus étendus sur le rôle du frottement dans l'équi- 
libre ou le mouvement des machines nous paraissent sortir du programme 
de la mécanique rationnelle. 
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Exercices. 


a. Un point pesant est posé sur un cerele vertical. Déterminer, en tenant compte 
du frottement, la position la plus éloignée de la verticale passant par le centre du 
cercle, pour laquelle l'équilibre est possible. 

R. Soit 6 l'angle compris entre la verticale et le rayon mené à ce point extréme; 
6 — в. 

3. Une barre pesante AB s'appuie par son extrémité inférieure A sur un plan hori- 
zontal dépoli KL, l'autre extrémité B est soutenue par un fil qui passe sans frottement 
sur une poulie E et porte un poids 0 à l’autre bout. Déterminer les conditions pour 
que l'équilibre soit sur le point d'être rompu. 

R. Soient P le poids de la barre, 6 son inclinaison sur le plan KL, y langle que fait 
le fil avec KL; с la réaction normale du plan. La tension du fil étant égale à 0, les 
conditiens de l'équilibre donneront 

,0= م (Р — Q sin 9) + 0 cos‏ ,مح eos р‏ 0) | /ه 
P cos 6 = 20 sin (p — 0).‏ 
et en remplacant / par tg e,‏ 
P sin s = Q cos (py — e);‏ 
on a donc deux équations entre » et 6.‏ 

8. Une barre homogène et pesante appuie ses extrémités A et В respectivement sur 
deux glissières, l’une horizontale OX, l'autre verticale OY. Trouver la position de la 
tige au moment où elle va glisser. 

R. Soient P le poids, 3a la longueur de la barre, f et / les coefficients de frottement 
au départ pour OX, OY; a et с’ les réactions normales de OX, OY; 0 l'inclinaison de 
la barre sur l’horizontale. On trouvera 


s'—0f=0, o+o'f’—P=0, (P— 20)c05 0 + 20/ sin0—0, 
et par l'élimination de ©, o’, 


4. Un anneau circulaire est serré entre les cótés d'un angle ABC sur lesquels on 
exerce une pression ; déterminer la valeur 0 de l'angle pour laquelle l'anneau s'échap- 
pera et glissant. 

9 

R. .=/=45 9 = 26. 

5. Un bioe parallélipipédique s'appuie sur deux rouleaux cylindriques d'égal 
rayon r, roulant sur un plan horizontal. Une force horizontale 0 est appliquée au bloc; 
déterminer la force Q qui mettra le systéme en mouvement. 

R. Soient P le poids du bloc, celui des rouleaux étant négligeable ; 3, 3’ les coefii- 
cients de roulement pour les deux rouleaux. En prenant les moments des forces par 
rapport aux points de contact de chaque rouleau avec le plan, et les composantes hori- 
zontales et verticales des forees qui agissent sur le bloc, on trouve 


Q_i+%, 


P 2r 


LIVRE QUATRIEME. 


H¥DROSTATIQUE ЕТ HYDRODYNAMIQUE. 


ot 


CHAPITRE XX. 


ÉQUILIBRE DES FLUIDES. 
S 1. CONDITIONS GÉNÉRALES DE L'ÉQUILIBRE. 


277. On appelle fluides, en général, une classe de corps dont les 
molécules roulent les unes sur les autres avec une grande facilité et se 
: détachent de la masse sans résistance appréciable, en sorte que la forme 
de cette masse peut changer sous l'action des plus faibles causes, 

On divise généralement ces corps en liquides ou fluides incompres- 
sibles, et en gaz ou fluides élastiques. Les premiers, tels que l'eau, le 
mercure, soumis à des pressions très considérables dans des enveloppes 
résistantes, n’éprouvent que des variations de volume et de densité 
inappréciables, et nous les regarderons en théorie comme absolument 
incompressibles. Les gaz, au contraire, par exemple l'hydrogène, Vazote, 
varient de volume sous les plus faibles variations de pression, et tendent 
toujours d’eux-mémes à occuper le plus grand espace possible, en sorte 
qu'on est obligé de les maintenir dans des récipients fermés pour qu'ils 
пе s'échappent pas au dehors. 

Les corps visqueux, semi-fluides, tiennent le milieu entre les solides 
et les liquides, participant des propriétés des uns et des autres; les 
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vapeurs se comportent .comme les gaz lorsqu'elles sont éloignées de 
leur point de condensation, mais ces propriétés s'altérent á mesure 
qu'on se rapproche de ce point. La théorie mécanique des fluides 
proprement dits n'est donc applicable que dans une mesure trés limitée 
á ces divers corps; aussi ne nous en occuperons-nous pas ici, mais il 
importe de remarquer que les fluides parfaits, tels que nous les définis- 
sons plus haut, n'existent pas dans la nature, et que tous présentent une 
certaine cohésion et viscosité. 

278. Les fluides étant des systémes de points matériels, les 1015, les 
formules, les propriétés générales de l’équilibre et du mouvement des 
systémes, le théoréme des forces vives, par exemple, leur sont toujours 
applicables. Mais, á cause de l'ignorance oú nous sommes encore de la 
nature des liaisons et des réactions intérieures qui existent dans ces 
systèmes, on a dl jusqu'ici fonder en partie la théorie de l’équilibre et 
du mouvement des fluides sur certains principes spéciaux tirés directe- 
ment de l'expérience. 

Considérons une masse fluide, renfermée dans une enveloppe de forme 
invariable, et soumise en ses divers points à des forces données et sur sa 
surface à une pression déterminée. Sur la paroi interne de l'enveloppe, 
prenons un élément € très petit, que nous regarderons comme plan. Cet 
élément éprouvera de la part du fluide renfermé dans l’enveloppe une 
certaine pression P, résultante des actions sensiblement parallèles exer- 
cées sur tous ses points par le fluide. L’expérience montre, en premier 
lieu, que cette pression P sur l'élément e est normale à la surface de cet 
élément. En divisant P par la surface e de l’élément pressé, nous aurons 
ce qu’on nomme la pression moyenne sur cet élément; enfin, nous 
appellerons pression en un point donné M de la paroi, la pression 
moyenne P : e qui a lieu normalement sur la surface d'un élément extré- 
mement petit entourant le point M. Nous la désignerons généralement 
par p. 

Soit maintenant M un point quelconque pris dans l’intérieur de la 
masse fluide, et concevons par ce point un élément plan e, orienté d'une 
manière quelconque. Le fluide situé d'un côté de l'élément exerce, à 
travers celui-ci, sur la portion de fluide de l’autre côté, des actions qui 
se résument en une pression Р qui sera encore normale à l’élément e, 
et nous pouvons chercher comme précédemment le rapport de cette 
pression P à la surface de l’élément, ainsi que la valeur p de ce rapport 
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lorsqu'on suppose e inférieur à toute dimension sensible; р est alors ce 
que nous nommerons la pression au point М de la masse fluide. Le 
principe fondamental de la théorie mécanique des fluides consiste donc 
en ce que l'intensité de la pression en un point M de la masse fluide est 
indépendante de l'orientation, autour du point M, de l'élément plan 
auquel elle est normale. C'est en cela que consiste le principe de légalité 
de pression dans tous les sens, et l'expérience montre qu'il est vrai, 
non seulement dans un fluide en équilibre, mais, jusqu'à un certain 
point, dans les fluides en mouvement. Il est bon d'observer que 
l'absence de composantes tangentielles des pressions est une consé- 
quence de l'hypothèse de la fluidité parfaite, et que l'égalité des pressions 
en tous les sens résulte des conditions d'équilibre d’un élément fluide; 
mais nous nous contentons ici de considérer ces 1015 comme des faits 
d'expérience. 

Au moyen de ces principes, nous allons établir l'équation qui ren- 
ferme les lois de l'équilibre des fluides ou de l'Hydrostatique. 

279. Pour résoudre d'abord une question plus générale, nous pren- 
drons une masse fluide sollicitée par des forces quelconques et nous 
appliquerons les équations générales du mouvement des systèmes 
matériels (165), à une portion quelconque de cette masse fluide limitée 
par une surface fermée $. Nommons do un élément du volume О com- 
pris sous la surface S; p la densité du fluide en un point (x, y, z) de 
cet élément, X, У, 2 les composantes rectangulaires de la force exté- 
rieure agissant en ce point, rapportées à l’unité de masse(1), et 7., jy, js 
celles de l'accélération au même point; de un élément de. la surface $ 
et p la pression en ce point. L'équation 


tr 
Em — 2Х 


du n° 165 s'exprimera ici, évidemment, en considérant toutes les forces 
extérieures qui agissent sur la masse, par 


| pda je == pxdo—| р cos nx da, 
2 0 S 


nz étant l’angle de la normale à de menée vers l'intérieur du volume О. 





nS 


(1) Voir, au sujet des forces X, У, Z, ce quia été défini au n° 118. 
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Mais le théoréme d'Ostrogradsk y (1) donne immédiatement 


р cos nx do 一 一 SP du 

8 a °* 

et en substituant, réunissant sous un méme signe les intégrales qui s'éten- 
dent aux mêmes éléments de volume, on aura 


. | وذ - عام‎ do =o, 


La surface 5 est arbitraire, on peut la prendre aussi petite qu'on le veut, 
et Pon voit alors que le coefficient de du doit être nul en tout point de la 
masse fluide, sans quoi on pourrait délimiter un volume О assez petit 
pour’ que ce coefficient y eût partout le mème signe. On a donc, en rai- 
sonnant de méme par rapport aux axes OY, OZ, les trois équations 


° тдр _ . م10‎ | . Op | . 
(1) يوقم‎ À pay” ode 


qui seront vérifiées en chaque point du fluide en mouvement. 

11 faut observer que, dans cette démonstration, les forces X, У, Z doi- 
vent comprendre toutes celles, en dehors des actions moléculaires 
proprement dites constituant les pressions, qui émanent de points exté- 
rieures à la surface 5. On y fera donc rentrer, non seulement les forces 
extérieurs telles que la pesanteur, mais les actions à distance finie que 
le fluide exercerait sur lui-méme au point (x, y, £). 

Pour appliquer les équations (1) à un fluide en équilibre, il suffit de 
supposer ريز‎ J,, j, nuls et Гоп а 


10P_x IP у 19? у 
рдх рду р Oz 

pour les équations de l’équilibre d'un fluide de densité quelconque, 

constante ou variable. Multiplions respectivement par dx, dy, dz ces 


trois équations et ajoutons-les; il vient 
(2) Pam (X de + Y dy +2 de) 


équation qui peut évidemment remplacer les trois précédentes. 
Dans un fluide en équilibre, la pression varie généralement d’un 








(4) Voir la note 11 à la fin du volume. 
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point à un autre et est une fonction des coordonnées x, у, ع‎ définie par 
l'équation (2). On nomme surface de niveau, dans le fluide, toute surface 
telle que la pression م‎ est constente en tous ses points. Une telle surface 
est caractérisée par l'équation p—const., ou dp =0, ou, d’après 
l'équation (2), 

(3) ° Хах + Y dy + 24% = о. 


Ii résulte de cette équation, d'après une remarque déjà faite, que la 
résultante des actions X, У, 2, en un point du fluide en équilibre, est 
normale à la surface de niveau qui passe par ce point. On sait aussi 
que, en général, deux surfaces de niveau ne peuvent avoir aucun point 
commun. 

Lorsque le fluide n'est pas enfermé de toutes parts par une enveloppe, 
comme c'est le cas pour un liquide qui présente une surface libre, si la 
pression extérieure, celle de l'air, par exemple, est constante aux diffé- 
rents points de la surface libre, celle-ci devra étre une surface de niveau 
et vérifier l'équation (3). 

280. Lorsque les forces motrices admettent un potentiel, on a 


Ха + Ydy + Zdz = dU, 


U étant une fonction des coordonnées x, y, z. Il faut alors, pour que 
l'équation d'équilibre (2) soit vérifiée, que dp : р soit lui-même une 
différentielle exacte par rapport aux variables x, y, 2. C'est ce qui a lieu 
nécessairement, soit dans un fluide homogène vú p est une constante 
donnée, soit lorsqu'il existe dans le fluide une relation déterminée entre 
la densité en un point et la pressioù en ce point. 

Ainsi, dans un gaz où la température est uniforme, la loi de Mariotte 
donne la relation 


YP» .‏ > م 
y étant un coefficient constant quine dépend que de la température.‏ 
L’équation d'équilibre prend la forme‏ 


14? xd Y Ydy + Zdz = dU, 


y 2 
et Гоп a, par suite, 


(4) ¿1 p=0, ou poe. 
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L'équation de surfaces de niveau, dans ce cas où les forces X, Y, 2 
dérivent d'un potentiel, se réduit á 。 


40 =о ou U= const. 


C'est ce qui a lieu dans un fluide homogéne ou dans un gaz á tempé- 
rature uniforme. 

281. Equilibre d'un fluide pesant. — Le plan ХУ étant horizontal et 
Гахе de z positifs vertical dans le sens de la pesanteur, on a, pour un 
fluide soumis 4 la pesanteur seule, 

X=0, Y==0, Zeg, 
et l'équation (2) devient 
(5) dp = pgdz. 

L'équation des surfaces de niveau se réduit à 4х == о, ou, si l’on 

intègre, à 
д = const. 

Ainsi, dans un fluide pesant en équilibre, les surfaces de niveau sont 
des plans horizontaux. Cela suppose évidemment une masse fluide assez 
limitée pour que l'on puisse regarder la pesanteur comme constante en 
grandeur et en direction dans toute son étendue. 

L'expression pdz ne peut être une différentielle exacte en x, y, х que 
si р пе renferme ni x, ni y; р étant fonction de z seul, la densité sera 
constante, dans un fluide pesant en équilibre, en tous les points d'un 
méme plan horizontal. Elle peut d'ailleurs varier avec z, et même d'une 
manière brusque, comme cela a lieu dans l'équilibre de plusieurs liquides 
de densités différentes superposés. 

Intégrons l'équation (5), et désignons par po la pression qui répond au 
plan z = zo. Nous aurons 


(6) حم‎ Po +9 1 pdz. 


Or, dz est le volume d'un élément ayant l’unité de surface pour base 
et dz pour hauteur; pdz est la masse, gpdz le poids de cet élément; donc 

La différence des pressions qui correspondent à deux plans horizon- 
laux donnés, dans le fluide, est égale au poids d’une colonne fluide ayant 
pour base l'unité de surface, et pour hauteur la distance verticale com- 
prise entre ces deux plans. 





ie im О قا‎ 
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Ce théorème s'applique aussi bien aux fluides élastiques qu'aux 
liquides. Lorsqu'il s’agit d'un liquide homogène, si Гоп prend pour 
plan z = о celui du niveau supérieur ou de la surface libre, on a 


P= po+ gps. 
La pression стой donc proportionnellement à la distance verticale du 
point considéré au plan du niveau supérieur. 


$ 2. PRESSIONS SUR UN SOLIDE BAIGNE PAR UN FLUIDE, 


282. Pressions sur une paroi plane. — Considérons d’abord un cas 
trés simple, celui d’un solide présentant une paroi plane, terminée par 
un contour quelconque, et recouverte par un liquide pesant et homogène 
dont la surface horizontale est soumise á une pression uniforme po. Les 
pressions que le liquide exerce sur tous les éléments de la paroi étant 
paralléles, donnent une résultante P normale au plan de la paroi; le 
point С où elle perce le plan s'appelle le centre de pression. Pour déter- 

miner la pression P et le point C, prenons pour 

plan ХУ (fig. 125) le plan du niveau supérieur, 

l'axe des z étant vertical dans le sens de la pesan- 

teur; pour axe des y l'intersection du plan XY par 

le plan de la paroi prolongé. Soient A laire de la 

Fig. 128, surface presséc; a l'angle que fait son plan avec le 

plan horizontal XY; хь, ys, رع‎ les coordonnées du centre de gravité G de 

l'aire Аул’, y, 2’ celles du centre de pression. Décomposons l'aire A 

en éléments infiniment petits de; la pression sur un de ces éléments sera 

pdo = (pe + gpz) de. Nous aurons donc, l'intégrale s’étendant à tous les 
éléments de l’aire A, 


(1) P= ] (po + gps) de = Ap. + gp $ ع‎ de = А (pe + gp), 


et comme р,-|- gpz, mesure la pression dans le fluide au point G, la 
pression totale sur l'aire A est égale au produit de cette aire par la pres- 
sion que le fluide exerce sur le centre de gravité G; elle est donc la méme, 
quelle que soit la position que Гоп donne à la surface pressée autour de 
son centre de gravité, 
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La théorie des forces paralléles nous donne ensuite, pour déterminer 
x’, у’, z', les équations 


Pa’ = { (po + gpz) x de == po Az, + gp | xz do, 
(2) Py’ = { (pe + 962) y de = .م‎ Ay, + gp f yz de, 
Pz’ = | (po + 9p2) я de ع‎ p, Ая, + gp $ 2? de. 

Soient u, v les distances d'un point quelconque (x, y, z) de l’aire À à 
l'axe OY et à la perpendiculaire OU à cet axe dans le plan de l'aire; 
-Ak* le moment d'inertie de l'aire A par rapport à OY. Nous aurons 

TI=YUC08%, Y =V, لا حت م‎ 810 a, 
d’ou, substituant dans les formules ci-dessus et réduisant, 
| Ри’ = A (pou: + gek* sin a), 
Po’ = À p.v, + gp sin «{ uv de, 
и, و0‎ SC rapportant au centre de gravité. 

Ces formules déterminent, dans le plan de Paire, les coordonnées 
и’, v’ du centre de pression, ce qui suffit, la coordonnée verticale 2’ 
étant égale à м’ sin «. 

Comme application des formules (1) et (2), considérons un cercle de 
rayon a, plongeant verticalement dans le liquide, son centre O à une 
distance h au-dessous du plan du niveau supérieur, et soient AB la corde 
d'intersection du cercle par ce plan, 20 l’angle sous lequel on voit la 
corde АВ du centre O. L'origine étant au milieu I de la corde AB et 
Рахе IZ vertical dans le sens de la pesanteur, on aura évidemment 


x'—=Y =o,‏ ,0= := ونه 
il restera á déterminer A, Р et x’.‏ 
L'aire А s'obtient en retranchant de l'aire du cercle па*, celle du‏ 
segment détaché par la corde AB, ce qui donne aisément‏ 


А = a? (п — 0 + sin 0 cos 6), 


acosó=h, азт0 —=y a? — №. 
La pression totale P est donnée par la formule (1) où Pon a 
ath 
au(x de 2 | z dz y a? — (z — h). 
0 


Posant 
2 ,نو وم 6 ل #7 ع‎ dz==-— asin dy, 
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опа 
r—0 | 205 
х do = 2e | (A Е а cos 9) sin? p dp == a*h (x —6 sin 8 cos т sin! 6. 
0 
D'oú 
P = а? (po. + gph) (п — 6 + sin 0 cos 0) + 了 gp sin? 6. 


Enfin, on aura 


ath 一 0 
| et de = 2 | et de y/ — (eh | (A +- a cos q)? sin? ب‎ de 
А 0 


т 
0 


n—9 x—0 0 
== 5 1 sin? ب‎ de + 4ash 1 sin? © cos dp + 24“ Ç sin? ب‎ cos? ب‎ dq 
2 
一 0? ("+= (п — 0 + sin 0 cos 0) + (HE cos 0) sin? 6. 


De lá, la derniére équation (2) donnera 
Pz’ = а* | pa + gp (+ +=) (п- 9-- sin 6 cos 0) 


+ as (E444 Leos 0) sin3 0. 


En supposant р, سد‎ 0, comme on peut toujours le faire puisque cela 
revient à remonter d'une quantité facile à déterminer le plan-du niveau 
du liquide, si l’on suppose en outre que la circonférence soit à flear 
d'eau, h = a, on trouve 


Р = rgpe?, Pz 一 пдра*, 


d’où 
z2—° a 


pour la distance du niveau au centre de pression. 

288. Lorsque la surface S du corps plongé est courbe, les directions 
des pressions élémentaires sur cette surface n'étant plus parallèles, on 
ne peut plus affirmer qu’elles donneront une résultante. Il faut alors 
décomposer la pression рас sur chaque élément de la surface $, parailè- 
lement à trois axes rectangulaires ОХ, OY, OZ, et déterminer la résul- 











一 415 一 


tante et le couple résultant de ces forces par les formules données dans 
la statique (85). Soient В la force résultante, G Гахе du couple résul- 
tant des pressions, п la direction de la normale intérieure au point 
(x, у, z) de la surface $. Les composantes de la pression élémentaire 
seront 


р cos nx de, рсозяу da, pcosnz do, 


et nous aurons 


R, = 5 cos mx de, В, = | cos пу do, В, = ( cos nz do, 


(3) y G — |, p (y ممه‎ nz — z cos ny) de, G,=— | p (= cosine —2cos и) dr, 
G, =p (© cos ny — y cos na) de, 


formules qui résolvent le problème, lorsque p est connu en fonction de 
х, у, Zo 

Mais ces équations conduisent à une conséquence importante. Conce- 
vons pour un instant que l’espace О oceupé par le corps solide soit 
rempli par le fluide en équilibre, soumis à l'action des mêmes forces 
Х, Y, Z en chaque point, et admettons que cette substitution n'altére 
pas les pressions aux différents points de la surface $. Appelons р la 
densité, р la pression du fluide dans l’intérieur de l’espace О. En appli- 
quant le théorème d'Ostrogradsky et ayant égard aux équations d'équi- 
libre du fluide, nous aurons 


| peos x de = — [ eto = | ох. do, 
5 y о 


一 — д д 

\ р (y cos nz— 7 eos ву = - | (y os) do 一 一 | p(yZ— zY)do, 

5 o\ 92 1 0 
е еп raisonnant de méme sur les autres intégrales, les formules (1) 
deviendront 


R=- | pX do, R, = —(pY de, в, 5م | سس‎ do, 
о 


6,=—| p(yZ —2Y)do, 0, (рех— 20) 4», G,=- (ра — ухо. 
a 8 
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Mais on voit immédiatement que 
16م‎ do, لام‎ do, 2م‎ do 


sont les forces extérieures qui agissent sur un élément pdw de la masse 
fluide en équilibre, d’où résulte ce théorème général : Lorsqu'un corps 
solide est plongé dans un fluide en équilibre, les pressions que le fluide 
exerce sur sa surface donnent la même résultante et le même couple 
résultant que si Pon appliquait à chaque élément de volume du solide 
une force égale et opposée à .a force extérieure qui solliciterait le fluide, 
supposé en équilibre, occupant le méme élément de volume. 

Le principe d'Achiméde est un cas particulier de ce théorème. Le 
fluide étant supposé soumis à l'action de la pesanteur seulement, les 
forces extérieures se réduisent ¥ la force verticale д appliquée en chaque 
point du fluide. Donc, les pressions élémentaires qu'un fluide pesant en 
équilibre exerce sur la surface d'un solide qui y est plongé sont réducti- 
bles à une force unique, égale au poids du fluide qui оссирегай lu place 
du corps si celui-ci Цай supprimé, verticale, dirigée en sens contraire de 
la pesanteur, et appliquée au centre de gravité G' du fluide déplacé. 

On énonce quelquefois ce principe en disant qu'un corps plongé dans 
un Пище pesant en équilibre perd de son poids le puids du fluide 
déplacé. Le point С’ est le centre de poussée. 

284. Le principe d’Archiméde s'applique aussi à un solide qui n'est 
plongé qu'en partie dans un liquide pesant, qui flotte, par exemple, à 
sa surface. П suffit, pour s’en assurer, de remarquer que la loi suivant 
laquelle la densité p varie avec z reste quelconque dans la démonstra- 
tion ci-dessus, et si l’on suppose que p soit nul pour les valeurs de £ qui 
. répondent aux points au-dessus de la surface libre, on tombera précisé- 
ment sur la conséquence que nous voulions établir. 

‚ De lá on déduit les conditions d'équilibre d'un corps flottant, ou 
plongé en partie seulement dans un liquide pesant en équilibre. Le corps 
étant soumis, d’une part, à la pesanteur, c’est-à-dire à une force verticale 
égale au poids du corps, appliquée à son centre de gravité G; d'autre 
part, à la poussée du fluide dont nous avons déterminé plus haut la 
valeur et le point d'applications С’, il faut et il suffit que ces deux forces 
soient égales et directement opposées, c’est-à-dire 1° que le poids du 
solide soit égal au poids du fluide dont il occupe la place; 2° que le 
centre de gravité G du solide, et le centre de gravité С’ de la masse fluide 
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déplacée, soient sur une mème verticale. Lorsque le selide est homogène 
ainsi que le fluide, le centre de gravité С’ coïncide avec celui du volume 
du corps compris sous le plan du niveau du liquide. De plus, У’ 
désignant ce volume et У le volume total du corps, р et p’ les densités 
respectives du liquide et du solide, la première condition d'équilibre 
donne 0 
2 
vote oo bn 

ge étant le rapport donné des densités du solide et du fluide. Le pro- 
blème de déterminer les positions d'équilibre du solide flottant se réduit 
donc à ce problème géométrique : Couper le solide par un plan tel, 
que le volume У’ d'une partie soit au volume total У dans un rapport 
donné, et que les centres de gravité des volumes У et У’ sotent sur 
une méme perpendiculaire au plan sécant. La solution est impossible 
sip’ > p. 

Ce problème présente, en général, de grandes difficultés. Si Гоп sup- 
pose que le corps ait une forme prismatique ou cylindrique, et que les 
arétes soient horizontales dans la flottaison, la question se simplifie. Les 
centres de gravité G et G’ des volumes У, У’ coincident avec les centres 
de gravité des sections droites de ces volumes menées par lo milieu des 
arétes, et les volumes eux-mémes sont dans le méme rapport que leurs 
sections droites. Il suffit donc de résoudre pour l'aire de la section 
droite du solide le problème posé ci-dessus. 1 

285. Comme exemple, eonsidérons un cylindre dont [а section droite 
soit le segment de parabole BAC (fig. 124), AF étant 
Vaxe, BC une corde perpendiculaire à Г’ахе. Soit DE 
la droite cherchée, telle que le rapport des aires 
DAE, BAC soit y, et que les centres de gravité 
respectifs G’ et G de ces aires soient sur une perpen- 
diculaire & DE. ao 

А’ étant le point de la parabole ой la tangente est Fig. 124, 
paralléle á la ligne de flottaison DE, soient A'K paralléle & AF; 26 le 
paramètre de la parabole, AF = a, A'K — м, х l'angle que fait A'K avec 
Vhorizontale; on a, d’après les propriétés de la parabole, 


surf. ВАС = Ly aba, . surf. DA'E = tu abu, 
28 
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et la première condition fournit l'équation 


(Yu om voue 


Les centres de gravité С, G’ des aires BAC, DA’E so trouvent (105) 
sur AF, A'K, & des distances 
AG=34, AG Зи. 
. 5 5 
* Soit H le point où la normale en A’ coupe l'axe. Pour que la deuxième 
condition soit remplie, il faut que GG’ soit paralléle 4 A'H, ou А’С’ égal 
à GH, d'où 


- А’б’ == Аб — AH, ou виа В (14 oa), 
5 5 2 
d’où enfin 


—а— 9 1 сов a ). 
и 一 0 361 + = cotta) 


Eliminant +, on obtient pour déterminer l'inclinaison « l'équation 
5b 
ба (т 一 из) — 56 


sin? & == 


Ces valeurs de u et de х délerminent les positions de la droite DE, qui 
prises pour lignes d’afleurement, correspondent à des positions d'équi- 
libre du solide. 

286. Dans le cas ой un solide pesant flotte en équilibre sur un 
liquide pesant et homogéne, le centre de gravité G et le centre de poussée 
G' sont sur une méme verticale, mais le second point est généralement 
au-dessous du premicr. Le poids du solide agissant vers le bas et la 
poussée vers le haut, si la droite GG’ se déplace trés peu de la verticale, il 
semble que les deux forces constituent un couple qui tend á produire le 
renversement entier du corps; l'équilibre serait donc instable. Mais le 
déplacement du corps a pour effet de modifier le moment de la poussée 
d’une quantité du premier ordre, et en réalité I’équilibre sera stable si le 
point G' n'est pas trop bas par rapport au point G. 

Nous allons donc supposer que le corps, étant placé d'abord dans une 
situation d’équilibre de flottaison, se déplace d'une petite quantité; nous 
calculerons les travaux des forces qui agissent sur lui dans ce déplace- 
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ment, et en nous appuyant sur le théorème de Dirichlet (178), nous 
déterminerons la condition qui assure la stabilité de l’équilibre. 

Tl est clair qu’une translation horizontale ne change rien aux 
conditions dans lesquelles sé trouve le solide et n'altère pas l'équi- 
libre. П en est de même d'une rotation autour d'un axe vertical. 
Nous pouvons donc nous borner & un déplacement trés petit сош- 
posé d'une translation verticale et 
d'une rotation autour d'un axe 
horizontal. 

Soit MN (fig. 125) le plan du 
niveau du liquide; dans la position 
(B) qui suit le déplacement trés 
petit, ce plan coupe le corps sui- 
vant la section А’В’, tandis que la 
section primitive est venue en AB, 
et les points du corps qui coincidaient respectivement avec le centre de 
gravité de la section AB, le centre de gravité du corps et le centre de 
poussée sont en O, С, С’; GG’ est donc normal à AB, puisque l’équi- - 
libre avait lieu dans la position (P.). Concevons que le déplacement de 
compose 4° d'une très petite translation verticale & égale Y l'abaisse- 
ment du point O au-dessous du plan de niveau MN; 2° d’yge rotation 
très petite 6 autour d'un axe Oy parallèle à l'intersection des plans AB, 
A'B'; Oy est. donc horizontal. La ligne GG’, d'abord verticale, fait 
actuellement un angle 0 avec la verticale. Soient encore x le poids spé- 
cifique du liquide, У, le volume ADB immergé dans la position (P.), У 
le volume A'DB' immergé dans la position (P). 

Dans le petit mouvement considéré, le travail développé par les 
forces qui agissent sur le corps se compose 1° du travail produit par le 
poids du corps, agissant verticalement en G, 2° du travail des pressions 
du liquide sur la surface. . 

Le poids du corps est égal (284) au poids wV, du fluide déplacé dans 
la position (P,), et si 21, 240 sont les distances verticales du centre 
de gravité du corps au plan MN, aprés et avant le déplacement, 
wV, ع)‎ — 210) représente le premier travail. 

Pour évaluer celui des pressions, rappelons que (283) celles-ci peu- 
vent être remplacées par une force wdo appliquée verticalement vers le 
haut à chaque élément do du volume immergé du solide; nommant z,, 


Fig. 15. 
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les cotes verticales, avant et après le mouvement, de cet élément‏ ع 
au-dessous du plan MN, le travail de cette force sera‏ 


— © (2 — £,) do = (=, — 2) do. 


. Mais il faut observer que cette expression ne convient qu’aux éléments 
de qui sont sous le plan MN dans les positions (P,) et (P), car, d’après 
l'origine même de la poussée, la force n'agit que lorsque l’élément 
dw est au-dessous de ce plan. Le travail total des pressions du liquide 
aura donc pour valeur, d'aprés cette remarque, 


一 "| sd = z do. 
у Yo 
La première intégrale représente le moment, par rapport au plan ММ, 
du volume immergé dans la position (P), Ja deuxiéme celui du volume 
immergé dans la position (P,). Pour calculer le premier, considérons á 
part le volume ADB = V,, dont le centre de gravité est au point G’ 
pour lequel on a, en posant а = GG’, 


< = 7 а cos 6, 
d’ou 


( zdeo = У, (2, + a cos 0) ولاس‎ (£, + a) — Ув", 
Ve 


en développant cos 0 et négligeant les termes du 4™* ordre en 6. 
_ Il faut y ajouter l'intégrale étendue au volume АВВ’А’ qui a passé 
sous le plan MN par le déplacement. Décomposons l'aire A de la section 
AB en éléments do et le volume ARB'A en éléments prismatiques verti- 
caux ayant pour bases les éléments de et terminés au plan MN. Soient 
Ох, Oy deux axes rectangulaires dans le plan AB. 

Le volume d'un de ces prismes élémentaires зега (5 + x sin 0) cos dde; 
son centre de gravité sera au milieu de ва longueur mn, donc, son 
moment aura pour expression 


$ + x sin 0) cos 6 do, 


ot par suite, on aura 
| zdo =: | سل أ)‎ x sin 6)* cos 6 de. 
V—Vo 2 Ja 


Développant, observant que & ct 0 sont constants dans l'intégration, 
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que (do est nul vu que O est le centre de gravité de l'aire A; que 
(sde est le moment d'inertie H de cette aire par rapport à Oy, on trouve 
(| ‚яды = 006 (АС + Hsin*0), 


ou, еп développant sin 9, cos 6 et négligeant les termes d'ordre supérieur 
au second en 5, 0, 


cdo == (АСЗ + HO. 
V—Vo 
De la on tire 


8 ملع‎ == Vo (2, + a) ل‎ 4 (AG? +(H — Via) 的 . 


On trouve de méme sans difficulté, en reportant G’ dans sa position 
initiale 


| ado = V, (21-40), 
Vo 


et en réunissant (008 ces résultats on obtient, pour l'expression du 
travail total du poids du corps et de la poussée, | 
== — ja [АС + (H — Vu) 68]. 

Cette expression représente l’accroissement du potentiel de toutes les 
forces qui sollicitent le solide, lorsque celui-ci passe de la position d'équi- 
libre à une position extrêmement rapprochée; d’après le théorème de 
Dirichlet, il suffit, pour que l'équilibre soit stable, que cet accrois- 
sement soit négatif pour tous les petits déplacements que Гоп peut 
considérer. C'est ce qui aura lieu évidemment si a est négatif, c’est-à-dire 
si le centre de gravité G’ est au-dessus de G dans l’état d'équilibre, ce 
qui est possible si le solide n’est pas homogène ; mais cette condition de 
stabilité subsistera même si a est positif, ou G au-dessus de С’, à la con- 
dition que l’on ait 


H—Va>o ou «<. 
Cette condition devra d'ailleurs étre vérifiée pour tous les axes Оу 


que Гоп peut mener dans le plan de la section AB, et pour cela il 
suffira, évidemment, qu’elle le soit pour Гахе Oy qui donne la plus petite 
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valeur de Н. Dpne, lorsqu’ un corps flotte en équilibre sur un liquide 
pesant et homogène, il suffit, pour que l'équilibre soit stable, que le 
centre de poussée ne soit pas, au-dessous du centre de gravité du corps, à 
une distance supérieure au plus petit moment d'inertie de la section 
d'affleurement, refativement. aux axes passant par son centre de gravité, 
divisé par le volume immergé. 

Il'importe de remarquer que Pon fait abstraction, dans cette théorie, 
des petits mouvements du liquide qui contribuent aussi, dans une 
certaine mesure, à augmenter la stabilité (1). | 

tol 
$ 3. APPLICATION DES ÉQUATIONS DE L'ÉQUILIBRE A UN FLUIDE ANIMÉ D'UNE 
ROTATION: UNIFORME ET A L'ÉQUILIBRE DE L'ATMOSPHÈRE. 


- 287. On rattache ordinairement à l'hydrostatique l'étude des formes 
de la surface libre d'un liquide homogéne, animé d'un mouvement de 
rotation uniforme autour d'un axe fixe, et sollicité par des forces exté- 
rieures données. 

Si l’on suppose que la masse ait atteint un état d'équilibre relatif, 
c'est-a-dire que sa forme reste permanente dans la rotation, les équa- 
tions (1) du $ 1 conduisent facilement à l’équation différentielle de cette 
surface. Appelons ه‎ la vitesse angulaire de la rotation, et admettons 
que les forces extérieures X, Y, Z qui sollicitent la masse aient un poten- 
tiel О, en sorte que 


90 90 90 
和 一 元 ， ду, 2 一 元 


L'axe des х étant dirigé suivant Гахе de rotation, les composantes de 
l’accélération d'un point du fluide sont | 


. —__ 3 . — ИИА 
ور‎ =— OC, ]у=— 61], ].==0, 


et les équations (г) deviennent 





(1) On peut encore consulter, sur cette question, un mémoire de ) 22511, 
Journal de Crelle, 1. ГУП et la thèse de М. Turguan Sur la stabilité de "equilibra des 
corpse flottants. 


=e 
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Muitipliées respectivement par dx, dy, dz et ajoutées, elles donnent 


= dp = о" (ха + уду) = d [U + ¿02 (д + у"). 


L’équation des surfaces de niveau, dp == о, deviendra donc ici, après 
intégration, 

(1) U + 40 (x + y?) == const. 

Si la surface libre $ du liquide est soumise & une pression uni- 
forme ou n'est soumise à aucune pression, elle sera comprise dans cette 
équation. La constante qui s’y rapporte se déterminera par la condition 
que le volume compris sous cette surface $ soit égal au volume donné 
du liquide, 

288. Considérons, comme première application, un liquide homogène 
et pesant, contenu dans un vase qui tourne autour d’un axe vertical 
avec la vitesse w. On aura ici 

X=0, Y=0, Z=-—q, U=— gk; 
l'équation de la surface libre sera 


a (et УС 


C étant constant. C’est un paraboloïde de révolution autour de l’axe de 
rotation, ayant son sommet vers le bas. 

Pour déterminer C, supposons le vase cylindrique, de rayon a; soient 
У le volume du liquide, h la hauteur à laquelle il s’éléve dans le vase à 
l’état de repos, À’ la hauteur pendant la rotation. On a : 


. 2,9 
У = rath, h’ = + С, 


et comme je volume du fluide est égal à celui du cylindre de hauteyr Й’, 
diminué du volume du paraboloide compris entre les plans $ = С et 
х == h’, il faudra que Pon ait | , 

У = rath = rath’ — + па? (h’ 一 0 = + ra (h’ + C). 
Mettant pour h’ sa valeur ci-deseus, on a 


et l’équation de la surface libre devient 


2 ١ 
io (и Ну). 
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Oa vérifie sans pejné, par. cette équation, que, quelle que soit la 
vitesse ره‎ le plan du niyeay du liquide à l’état de repos coupe la surface 
du paraboloide suivant ‘ип cercle fixe, de rayon a : y 2. 

- 289. Un problème plus difficile consiste à déterminer la figure per- 
manente d'un liquide homogène ct tournant, lorsqu'on suppase que Kes 
molécules s'attirent proportionnellement à leurs masses et en raison 
inverse du carré de leur distance. Les forces qui agissent et leur potentiel 
dépendent en effet, dans ce cas-ci, de la forme même de la surface qu'il 
s’agit de déterminer, et nous devrons nous borner à établir qu'un ellip- 
50106 de résolution aplati peut satisfaire: à la condition exprimée par 
l'équation (т).  ' 

Soient ¢ et с le rayon de l’équateur et le rayon du pôle de Pellipsoide, 
ee dernicr dirigé suivant Гахе de rotation. Si nous posons 


a? — ci, 
l'équation de Vellipsoide s'écrira sous la forme 
НУ be 
(2) ; + a Tee = ct 
Il sera démontré plus loin (Théorie du potentiel) que, la densité de 


l'ellipsoïde étant désignée par р, le potentiel de l’action qu'il exerce sur 
l'unité de masse en un point (x, y, #) de son intérieur a pour expression 


__ 2тр (т + 4) Г. a+ y? 
pa i 





arc tg À —‏ ثم 


-ee 


Substituons eette valeur de 0 dans l'équation (1); elle prendra évidem- 
ment la forme 


arc tg À — 


px) 


L (x* + y?) + Me? =a, 
ой Гоп а posé в 1 o 
Lot — SF ])1 №) are tg — À], 
Tp (1 十 4?) 
м—4 РС: 


(arc tg 人 一 A), «= const. 


J) faut donc, pour que l'équation (1) coincide avec celle de ГеШр- 
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50106 (2), que Гоп ait les relations 
(十 类 工 一 站 一 三 ， où (14 ML=M, Mo 一 < 


La constante « n’étant assujettie à aucune condition, on peut toujours 
admettre que cette dernière égalité sera vérifiée; la valeur de х dépen- 
dra du volume attribué à la masse liquide. La première équation, la 
seule à laquelle on doit satisfaire, se réduit à 

mAs 一 апр ])1 + A*) are tg À — À] == 47p (aro 6 À — A), 
ou, réductions faites, 
١ ' (3 120 are tg A — 34 w* 

Si Гоп suppose et р donnés, il faudra que 1 vérifie cette équation 
pour que l'ellipsoide (2) satisfasse au problème. 

290. Discussion des racines de l’équation (3). — En remplaçant dans 
l'équation (3) À par 0 — т, et transformant arc tg 9/ —1 en loga- 
rithme, on reconnait qu'aucune valeur réelle de 8 ne peut vérifier 'équa- 
tion, ce qui revient á dire que a ne peut étre plus petit que с et que 
Vellipsoide (2) est nécessairement aplati. Pour voir si l'équation (3) 
admet des racines réelles pour À, cherchons si la courbe qui a pour 
équation 


(3 2") are ها‎ x — 3x 
(4) y= в ae — 9 
peut couper la droite parallèle à Paxe des x, 
6% 
== 27p 


En supposant x tres petit, cereloppant arc (g x par la formule 
os 
arc tg 2 一 и. 


et opérant les réductions, on a 
3 3 hs 
= [= —- hz? 一 一 2 + has, 
4 (3 3 + 15 
ce qui montré que y et dy annulent pour ند‎ == 0. La courbe passe par 
l'erigine et y est tangente à l'axe des x, On trouve ensuite en différentiant 
dy_ و_‎ + 2225 _(o+radarciga 


dx (1-2) at 
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Posant 
_ (9+71%)x 
(5) о are tg x, 
nous pourrons écrire 
| dy _9+z" 





de po (a, 


ce qui nous fait voir que la dérivée de y est toujours de méme signe 
que ф (x). Pour déterminer ce signe, x étant > o, formons la dérivée 


o' (a) Qt 4 1 4" (9 +72) (5 +=), 
CORTE =) аи а-я 
ou, aprés réductions, . 
| т 8a‘ (3 — a”) 
9 (2) = (La) (9-Е 23)" ١ 

Cette équation montre que “ب‎ (x) est toujours de même signe que 3 一 x?, 
c'est-à-dire d'abord positif de وح ند‎ à x=//3; mul pour + —|/3; 
négatif depuis ند‎ =|/3 jusqu'à z 一 o Donc la fonction y (x), nulle 
pour < == о, reste positive et croissante jusqu'à ند‎ = 1/3, devient maxi- 
mum pour х = Из, puis décroit constamment jusqu’à z == qui 
donne 9 (x) = — п: 2 d'après l'équation (5). Cette fonction doit donc 
s'annuler, nécessairement, pour une seule valeur x, de x comprise entre 
УЗ et o, et elle sera toujours positive de ند‎ =0 à x = ха, négative de 
нахо; la dérivée de y par rapport à х satisfera donc aux 
mêmes conditions, donc y est positif et croissant de ح ند‎ 0 à ند‎ == 2, 
maximum pour x = %,, et décroit en restant toujours positif de z 一 به‎ 
áx=00, qui donne y =0. La courbe a pour asymptote l'axe des x 
positifs. 

Й résulte clairement de lá que si le maximum y, de y qui répond à 
© == ха est plus petit que w*: пр, aucune valeur de À ne peut vérifier 
l'équation (3). Si Гоп a 


l'équation aura une seule racine égale à æ,; enfin, si ot апр est 
inférieur à y:, elle aura deux racines réelles en À, déterminant deux 
ellipsoïdes aplatis qui sont des figures d'équilibre. Cette équation (3) 
impose donc, pour une valeur donnée de ,م‎ une limite supérieure de © 
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Au-dessus de: laquelle il n'existe aucun ellipsoïde de révolution satis- 
faisant à.la question. 

Un calcul numérique facile montre que 8 (x) est positif pour x = 2 et 
négatif pour x= 3, x, est donc compris entre 2 et 3. On détermine 
cette valeur de x, par des substitutions successives et Гоп trouve 

Ti = 2,53; و‎ Yi—0,225, 
en sorte que la condition d'existence de l'ellipsoide est celle-ci : 
o | | ao? >> 0,225. 

Lorsqu' on fait décroitre ه‎ indéfiniment, l’une des valeurs de a tend 
vers zéro, l'élipsoïde a pour limite une sphère; l’autre croît indéfini- 
ment, l'ellipsoide se rapproche d'un disque indéfiniment aplati (4). 11 faut 
bien remarquer, dans l'application numérique de ces formules, que 
l'expression du potentiel U est donnée dans l'hypothèse où la constante 
d'attraction est prise égal à l'unité, c’est-à-dire où l’on choisit pour unité 
de force l’action réciproque de deux masses égales à l’unité, placées à 
unité de distance. La densité р devra être multipli¢e par un facteur 
déterminé en conséquence. 

291. On nomme aplatissement de l’ellipsoïde le rapport 

а—с | 
a 


Е = 





ou l’excès du rayon de l'équateur sur celui du pôle, divisé par le premier. 
On a done 


а AR 


et si ¿est une fraction, еп développant suivant les puissanes de A? on aura 


La 3,1 3 
—-}1— 3784 3 36. _.. 
Cm MEM ig! 


(1) Jacobi a démontré par une méthode ingénieuse qu'un ellipsoide à trois axes iné- 
gaux peut aussi, moyennant certaines conditions, satisfaire á la forme d'équilibre 
d'une masse fluide douée d'une rotation uniforme. М. W. Thomson a découvert 
d'autres figures, de forme annulaire (Treatise on natural Philosophy, t. И, р. 329) 
et М. Poincaré, dans un remarquable mémoire (Acta mathematica, t. УП, 1885) а 
montré qu'il existe une infinité de formes d'équilibre ayant un plan de symétrie 
normal à l'axe et un, au moins, passant par l’axe. 
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. :D'aytre part, si l’on veut appliquer les forreules à la figure de la terre, 
traitée comme une masse liquide homogéne, il faut y supposer 


@ == 0,000073..., To==3,14159...)P ==... 
et Pon a pour déterminer À l'équation 
) , _ 
GENE I 3 = 0,00223. 
| Cette équation admet deux racines dont la plus petite seule se 


rapporte à la terre. En développant le premier membre on a, pour 
déterminer cette plus petite racine, 


À = 0,00862 +52 
et l'on trouve par approximations successives 
1 
At سس‎ 0,00869..., d'où £=0,00432 аз . 


Cette valour étant notablement supérieure à celle de l'aplatissement 
de la terre qui est environ y: 300, on doit en conclure que la terre 
ne peut être 0008106166 comme une masse homogène. 

393. Equilibre de l'atmosphère. — L'air atmosphérique qui enveloppe 
le globe terrestre étant supposé en équilibre, il existe entre la hauteur 
d'un point M au-dessus du niveau de la mer, et la pression de l'air en 
“ce point, une relation que nous voulons déterminer. | 

Nommons z l’ordonnée verticale OM du point M, comptée du niveau 
de la mer; В le rayon de la terre qui aboutit au point O, g la pesanteur 
en 0; م‎ la pression, р la densité, 0 la température de l'air, au point М. 

Comme il est nécessaire d’avoir égard ici à la variation de l'intensité 
de la pesanteur à mesure qu'on s'élève, intensité qui est en raison 
inverse du carré de la distance au centre de la terre, on aura évidem- 
ment dans les équations générales 


及 一 0， 了 一 0， سكي‎ + 


ou, en développant et observant que х : В est toujours une très petite 
fraction dont le carré est négligeable 


22 
= (1-2) 
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L'équation (2) du $ 1 devient donc 


22 
dp = — gp (: 一 ا‎ 


D'autre part, la loi de Mariotte et de Gay-Lussac établit entre p, م‎ 0 
la relation 


p == (1 + 20), 
k étant une constante ct a le coefficient de dilatation de lair. Si l’on 


appelle مم‎ la densité de Pair à o” et sous la pression moyenne р, de 
760%", on a 


k=,‏ ,رم حرم 
d'oú‏ 
0 
T |‏ د 
et l'équation différentielle en р devient‏ 
т Vs Le‏ 


L'intégration rigoureuse de cette équation est impossible, la loi qui 
lie la température 6 à l'altitude z étant inconnue. Mais on se contente 
de l'approximation qui attribue à 0 une valeur constante, moyenne entre 
les températures extrêmes de la colonne d'air que l’on considère. On 
trouve alors, C étant une constante, | 


= — 9% _ LE. | 
"= ра a) +0 


Si z, et р: sont les valeurs de z et de р se rapportant à un point donné 
M, entre O et M, on aura 


_ 4 _ 
rare 7 \* A) ES 


d'oú, retranchant membre á membre et posant 


2=x +1£, ааа +4 


o ] pi | ge. E), 
PP po 二 cb) R 


on trouve 
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et en tirant de lá la valeur de 5, 
一 也 2 二 1 
(4) На) a TR 


Il faut multiplier cette valeur de £ par le module М qui sert à passer 
des logarithmes népériens aux logerithmes vulgaires. De plus, la pesan- 
teur y dépend de la latitude ф du lieu O, et est liée à la pesanteur д, à 
Paris par la formule 

9 = 9. (1 — 0,0026 cos 27). 
On a d’ailleurs, en nombres, 
Mp. 
YoPo 

Pour tenir compte de la vapeur d’eau existant dans l’atmosphère, on 
force le coefficient de dilatation et Гоп prend a — 0,004. Enfin, on a 


= 18401,2. 


2 
д = 90000002. 


On prend pour 6 la moyenne des températures 0, et 0, correspondant 
aux stations extrêmes M, et M. Enfin, le rapport р: : р des pressions 
peut être remplacé par le rapport À; : h des hauteurs barométriques 
observées en M, et M, corrigées de la température, etc. On a ainsi, en 
négligeant le rapport 5 : В dans une première approximation, 


| м . 
(5) (== 18401,2 (1 + 0,004.» 0) (1-+-0,0026- cos 2$)(г-|- 00000002 + 21) log = 。 


Telle est la formule pratique dont on se sert pour évaluer, au moyen 
d’observations barométriques, la différence d'altitude de deux points 
de la surface de globe situés sur une méme verticale. 

Exemple : Avril 1884. 一 Altstátten (Suisse), ф == 47°23'. Baromètre 
716™", temp. 6°72. 一 Sommet du Sentis, q == 470155 Baromètre 
55781; therm. — 5°, 0 =0%88. 

On trouve 


hy 
log + = 0,108721, 1-4 0,0000002 +2: = 1,00029, & == 2012". 


Les méthodes trigonométriques donnent comme chiffre exact 
% = 2008"; mais les circonstances ne sont pas toujours aussi favorables. 

















— 451 — 


Exercices. 


а. Dans un fluide en équilibre, la densité en un point quelconque М est proportion- 
nelle a la distance de ce point á un centre fixe O; la force P qui sollicite le fluide en М 
est dirigée vers le point O, et proportionnelle au carré de la pression en М. Trouver 
l'expression de la pression et l’équation des surfaces de niveau. 

В. L'origine étant en O, р, désignant la pression en ce point, » le rapport de la 
densité م‎ à la distance OM, a le rapport de la force P au carré de la pression, on a 


тт e 1, 
ope 
Les surfaces de niveau sont des sphéres dont le centre est O. 

3. Un fluide, dans lequel l'accroissement de pression qui détermine un accroisse- 
ment de densité est supposé proportionnel à cette dernière, est disposé en couches 
sphériques homogènes sur une surface sphérique de rayon a. Les éléments du fluide 
s’attirent en raison inverse du carré de la distance. L'équilibre élant supposé avoir 
lieu, quelle est la loi de la densité des couches? 

В. D'après l’hypothèse et d’après la loi connue (ex. 5, chap. ХИ, $ 1), on aura, 
г désignant le rayon d'une couche fluide, &, À des constantes données, 


dp .”انمه‎ 
de Р ==> (" predr, 
et la foree P est dirigée vers le centre de la couche. On trouve, pour déterminer р, 
Péquation 
dp 42 dp 
а" Края et k -一 二 9 


rah (ory / 1242) . 


a. А étant des constantes. 

8. Une surface plane étant plongée dans un liquide pesant et homogène en équi- 
libre, par le с. de в. С et par le centre de pression С de cette surface on mène des 
horizontales dans le plan de la figure. Démontrer que, de quelquo maniére que la figure 
se déplace parallèlement à elle-même dans son plan, le produit de la pression totale P 
sur cette surface par la distance des deux droites ne varie pas. 

В. Les formules du ne 883 donnent la relation 


d’où 


P(s/ — м!) = Agp! sin a, 
À étant le rayon de gyration de la figure par rapport à l'horizontale menée par son 
centre de gravité; celte équation démontre la proposition. Lorsque p, est nul, elle 


devient 1 
ма (u' 一 Wi) =, 


一 439 一 


4. Un vase hémisphérique fermé par un plan est entidrement rempli d'un liquide 
pesant et homogène. Quelle doit être l'inclinaison 9 de Гахе du plan sur la verticale 
pour que la somme des pressions élémentaires sur la surfaes totale du vase soit un 
maximum. 

Е. On trouve, pour la somme des pressions élémentaires sur le plan, лора? sin 0 

(a, rayon de la sphère), et sur la demi-surface sphérique, лора? (cos 9 + 2 sin 6). La 
condition de maximum fournit la relation 
tg6=3. 

&. Déterminer la pression totale et le centre de pression С pour une paroi rectangu- 
laire, placée verticalement dans un liquide pesant et homogène, de manière que deux 
côtés opposés soient horizontaux. 

В. Soient a le côté vertical, b le côté horizontal du rectangle, р, la pression au 

niveau du côté supérieur 6; 2’ la distance du centre de pression à ce eôté. Le. point 0 
étant d'ailleurs sur la droite qui joint les milieux des eôtés 5, on a 


A (Et 


Si le rectangle affleure et qu'il n°y ait pas de pression éxtéricure, p, cst nul et l’én a 
an 


2 = =. 


©. Même problème pour un quart du cercle, compris entre deux rayons dont l’un est 
vertical, l’autre horizontal. 
В. Soient a le rayon du cercle, x et 3’ les distances du centre de pression au eôté 
vertical et au côté horizontal, p, la pression au niveau de ce derniers on trouve 
Pen oe, pr =P + TE 
Lorsque le côté horizontal affleure et qu'il n’y a pas de pression extérieure, on a 
Po = 0; 


ra? gpa® 
P= —p,+—-: Pr 
4 Pet 3 


ge „38 „, 378 
1 3° "78 二 无 


3. Une porte d'écluse est formée d'un rectangle ABCD (fig. 126) ct d'un quart de 
cercle ABE; ce système tourne autour d'un axe verti:al AB. Cal- 
culer la largeur « = AD de la portion rectangulaire, pour laquelle 
la porte sera en équilibre indifférent autour de AB lorsque le 
niveau du liquide sera en EAD. On néglige la pression exté- 
rieure pe. 

Fig. 128. R. Les moments des pressions sur ABCD, ABE, par rapport à 
AB, doivent être égaux. Cette condition, combinée avec les résultats des ex. & et 6, 
conduit à 
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O. Centre de pression d'un trapéze dont le plan fait un angle « avec le plan hori- 
zontal, les bases étant horizontales, la pression sur la surface libre du liquide nulle. 

R. Soient a la base supérieure, 6 la base iaférieure, À la hauteur du trapéze; с la 
distance de la base supérieure & l'intersection du plan du trapéze et de la surface 
libre; 3 la distance du centre de pression á la base a. Le centre de pression est sur 
la droite qui joint les milieux des bases, et Гоп a 


; — (0430) A? +2 (a + 26) he 
— a(a+%)h+6(a+ Бе 


Si la base a affieute, c—0,0na 


¿= 04304, 
2 (a 4- 2) 


9. Centre de pression d'un parallélogramme, d’un triangle, la pression sur la sur. 
face libre étant nulle, 

ЮВ. Cas particuliers de l'exemple précédent (а = 6, e = 0). 

20. Une sphére creuse est rempli hermétiquement d'un liquide pcsant et homo- 
gène. 1° Démontrer que les pressions élémentaires sur la surface, correspondant à la 
portion du liquide située au-dessus d'un plan horizontal quelconque (H), se réduisent 
á une force unique, et évaluer cette résultante; 2° déterminer la position du plan 
horizontal pour laquelle cette résultante est nulle; Se calculer la pression totale de la 
masse liquide et prouver qu'elle est égale à son poids; 4° mener un plan horizontal tel 
que les pressions résultantes des portions de liquide séparées par ce plan soient 
égales. 

В. Soient a le rayon de la sphère, z la distance du plan horizontal (H) à l'extrémité 
supérieure du diamétre vertical de la sphére, Z la résultante des pressions du liquide 
situé au-dessus de ce plan, comptée positivement vers le haut, 

On trouve, en décomposant la surface pressée en bandes horizontales, 


2 
7 = aq 一 一 2%, 
»(.-) 
. 5 
Si le plan passe par le centre, опа 2 = -过 





=. Р étant le poids total du liquide. 


Pour que Z soit nul, il faut que le plan soit à une distance du centre, au-dessous de 
ce point, égale à la moitié du rayon. 一 Lorsque z = 24а, on a la pression totale; elle 
est égale & 


4 


— = Лдра?. 
3 ge 


Enfin, pour que les portions au-dessus et au-dessous du plan donnent des pressions 
égales, il faut que l’on ait 


225 一 3a2* "مج‎ = 0. 


7 


Пу a une racine réelle, comprise entre 4 a et 24. 
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aa. Un cadre rectangulaire horizontal a deux cótés opposés réunis par une mem- 
brane flexible; les deux autres portent deux parois verticales et fixes ; l'espace inter- 
médiaire est rempli d'un liquide homogéne et pesant, jusqu'au niveau du cadre. 
Déterminer la forme d'équilibre de la membrane. 

В. 11 suffit de considérer une section parallèle aux parois fixes. Les équations du 
n° #29 montrent que la tension est constante, égale au produit du rayon de courbure 
par la pression du fluide. Appelant ф l'inclinaison de la tangente à la section sur 
l'horizontale ; 2, z les coordonnées horizontale et verticale de la courbe; T, la tension 
constante, +, la valeur de » pour s — 0, on a, en se servant d'une expression connue 
du rayon de courbure (Couns »'An., ch. XVIII, ex. و(‎ 


aT, (cos 4 — cos 9.) = — gp2*, 
d'où l'équation différentielle de la courbe, 
(cos pe — est) ds 7 
И! — (cos p. 一 az 和 


as. Un vase rectangulaire est animé d'un mouvement uniformément accéléré de 
translation horizontal et parallèle à ses faces latérales. Quelle est la forme d'équilibre 
relatif d’un liquide homogène et pesant renfermé dans ce vase. 

R. On trouve une surface plane, 


de = 


CHAPITRE XXI 


ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 


293. Le problème général de Грудгодупат ие ou théorie du mou- 
vement des fluides peut se formuler ainsi : on connaît l’état initial d'une 
masse fluide continue, les forces extérieures qui sollicitent chacun de ses 
points à un instant quelconque du mouvement et les conditions particu- 
lières qui subsistent à sa surface. Il s’agit de déterminer, dans toute la 
suite du temps, les positions et les vitesses des particules fluides, les 
trajectoires qu'elles décrivent, la pression et la densité en un point quel- 
conque de la masse. 

Ce problème très-compliqué peut être abordé de deux manières diffé- 
rentes. Ou bien, on cherchera à déterminer le mouvement de chaque 
élément du fluide en particulier, et l'on aura à assigner les coordonnées 
d’une particule quelconque en fonction du temps et de sa position ini- 
tiale ; c'est la voie ouverte par Lagrange, mais difficilement utilisable. Ou 
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bien, on se proposera de déterminer l’état du fluide en un point quel- 
conque de l’espace qu'il occupe et à un instant quelconque; c’est la 
méthode plus féconde d’Euler. Dans ce cas, soient (x, y, z) les coordon- 
nées rectangulaires d'un point quelconque M de l’espace rempli par le 
fluide ; и, v, w les composantes de la vitesse dont le fluide est animé en ce 
point à l’époque ¢; م‎ la pression, р la densité, X, У, 2 les composantes de 
la force motrice rapportée à l’unité de masse, au même point (x, y, z) et 
au même instant $. Au point de vue d'Euler, м, o, to, р, р, X, Y, Z sont 
des fonctions des quatre variables indépendantes x, y, z, t, fonctions 
entre lesquelles existent des relations que nous devons chercher. 

.Il est clair que si nous parvenons à résoudre le problème sous cette 
forme, il sera résolu aussi sous la forme proposée par Lagrange. Admet- 
tons, en effet, que nous ayons obtenu les valeurs de м, v, w en fonction 
de x, у, 2, t, soient 
(1) и=/(х, у, 2,8), v=fi(z,y,2,0, ш=р (ху, z, 8). 

Si nous considérons une particule déterminée du fluide, ses coordon- 


nées x,y,z seront des fonctions du temps et les composantes de sa 
vitesse seront les dérivées de ces fonctions par rapport au temps, 


ах dy dz 
de” dt’ dt 
Mais ces composantes sont exprimées, en fonction de la position 
actuelle de la molécule et du temps, par les équations (1), d’où Pon tire 
dx d dz 
(2) nu f(z, Y) 2) t), a= fi (х, у, ©, t), TÍ fs (х, у, 2, t). 
L'intégration de ce système d'équations différentielles du premier 
ordre fera connaitre x, y, z en fonction de t avec trois constantes arbi- 
traires a, b, c, qui permettront d'identifier la molécule considérée avec 
Риле quelconque des molécules du fluide, Le mouvement et la trajectoire 
de cette molécule seront donc bien connus. 
294. Nous avons déjà donné trois équations du mouvement du fluide 
au n° 979, savoir 


1 Op . TIop _ . 1 др 
(3) yn rt do 9 2 de 


mais nous les mettrons sous une autre forme en exprimant les accéléra- 
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tions au moyen des dérivées partielles des fonctions и, v, w. En effet, si 
nous regardons pour un instant x, у, z comme les coordonnées variables 
d’un méme point matériel, nous aurons, vu les équations (2), 


dx df ОГ, ofds of dz 


7 Of dy 
ii oa Fay de de ( 02 dt’ 
ou, ce qui est la méme chose, d’aprés o 
„= ١ 页 十 * +5 > += = 


Opérant de même pour jy رمز‎ on met les équations (3) sous la forme 


10P_ y Ju Ou ди ou 
por 0 ду 0 
1 Op dv dv dv dv 
(4) poy Oe “ae ay Oe’ 
م10‎ _ ди woe pow 9w 
р 02 ot Ox ду д: 


. 295. On obtient une relation distincte des précédentes en exprimant 
que l'accroissement de masse du fluide, dans un espace © compris sous 
une surface fermée fixe 5, pendant un temps infiniment petit At, est pro- 
duit par la somme des masses qui ont pénétré dans cet espace par tous 
les éléments infiniment petits do de la surfacc S pendant le mème inter- 
valle Af. La masse du fluide dans l’espace © a pour expression Sa edo و‎ 
et son accroissement dans le temps At, 


( Ap. de = | Fat do — ]له‎ © À de, 
a о 


en négligeant une quantité infiniment petite par rapport à At. D'autre 
part, le volume du fluide qui entre par l'élément do dans l’intérieur de 
la surface $, pendant At, a pour expression, У» étant la composante 
de la vitesse du fluide suivant la direction n de la normale intérieure, 
V, At.do; donc on a, en supprimant le facteur At, l'égalité 


% Jo = | .لام‎ de — | р (u cos nu سل‎ v cos пу + w cos nz) de, 
a 9 5 5 


Transformons l'intégrale super ficielle en intégrale de volume par la 
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formule d'Ostrogradsky : 
( pu cos nz de == — | ce ‚ еб..., 
8 a °* 


l'équation préeédente prendra la forme 


+ 


_ Mais l'espace О pouvant être réduit autant qu'on le veut, il suit de 1a, 
par un raisonnement es ee que re 


(5) 


= 0. 








Se 








doit être vérifiée en gs. point м l'espace À occupé par le fluide. C’est 
l'équation de continuité. Si Yon a égard aux relations 


д. д. pu de da 
de =p اج وا‎ Pa tag tT ete 


on peut aussi lui donner la forme 


dv 40" 
(6) r+ (= LÉ LE oz) 


Lorsque le fluide est incompressible, les mêmes molécules occupent 
toujours un même volume infiniment petit, la densité p est donc con- 
stante autour d'un même point en mouvement; donc dp : dt = о, et par 
suite on а 


du , dv , dw 
(7) 元 十 dy + 元 一 9 
pour Péquation de continuité. 

296. Les équations (4) et (5) sont aux dérivées partielles; elles ne 
suffisent pas encore pour déterminer les cinq fonctions inconnues 
и, Y, w, p el رم‎ en supposant d'ailleurs X, Y, 2 donnés en fonction de 
x, Y, 2, t. Mais, si le fluide est incompressible et homogène, р est une 
constante donnée. En général, on considére p et p comme deux variables 
liées entr'elles par une relation déterminée, qui dépend de la nature du 


fluide. Ainsi, dans un gaz paríait, la loi de Mariotte et de Gay-Lussac 
fournit l'équation 


p = kp (1 + a0), 
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9 étant la température; si celle-ci est uniforme et donnée, cette équation 
entre p et p complétera le nombre des relations nécessaires. 

Les équations aux dérivées partielles (4) et (5) étant supposées inté- 
grées, l'intégration introduira, comme on sait, un certain nombre de 
fonctions arbitraires de quelques unes des variables. Mais ces fonctions 
se déterminent au moyen de ces conditions à la surface dont nous avons 
parlé, qui subsistent seulement pour les points du fluide distribués, á 
l'instant que Pon considère, sur une surface déterminée. Nous ne 
parlerons ici que de deux cas : 

4* Si le fluide en mouvement est un liquide offrant une surface libre 
sur laquelle un gaz exerce une pression IT, connue et partout égale, telle 
que celle de l’atmosphère, on aura en chaque point (x, у, х) de cette 
surface, la relation 


‚р = Il. 
2° Si le fluide en mouxement reste sans cesse en contact avec une 
paroi fixe, dont la surface est, représentée par une équation 


Е (x, y, <) == 0, 


les points du fluide qui s’appuient sur la paroi ont nécessairement leurs 
vitesses dirigées tangentiellement á cette. surface; en chaque point 
(x, y, 2) qui vérifie ’équation de la surface, la vitesse est perpendicu- 
laire à la normale à la surface, ce qui fournit l’équation 


OF 


(8) e "页 十 mE — 0. 


д 
Les fonctions и, v, w, р sont en outre assujetties dans tout l’espace 
á certaines conditions : elles ne peuvent avoir qu'une valeur unique et 
déterminée pour chaque système de valeur.des variables x, y, z, $; elles 
‚ sont finies et continues, et p est positif, La densité р est, finie et positive, 
mais peut yarier brusquement en certains points. 
Il faut,pbserver que nos équations générales sont fondées sur l’hypo- 
thèse de l'égalité. de pression dans tous les sens, qui n’est applicable aux 
fluides en mouvement que si Pon néglige les. frottements intérieurs. 
Leur intégration offre d'ailleurs, presque toujours, des difficultés insur- 
montables. 
207. L'équation de continuité a été mise par Lagrange sous une autre 
forme, que l’on peut déduire de la forme (5), mais qui se démontre 
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mieux directement. Comme on Га dit plus haut, les coordonnées x, y, £ 
d'une particale déterminée P à l’époque f peuvent être considérées 
comme des fonctions continues de t et de trois constantes arbítraires 
a, 6, с, qui pourront être, par exemple, les coordonnées initiales хо, Yo, go 
de cette particule ou tous autres paramètres servant à définir celle-ci. 
En nous plaçant à се point de vue, la particule qui occupait, à l’époque 
1 一 ره‎ la position a 0 da, 6, © aura pour “_— à l’époque t, 


o da, y +2 da, = 十 于 да, 


et la droite qui joint les positions actuelles de ces deux particules a pour 
projections sur les axes 


dx, dy Oz 
元 加， Эс da q @а. 


On trouverait de méme, pour les projections des droites qui joignent 


la particule P respectivement aux positions actuelles des particules défi- 
nies par les paramètres (а, 6 ل‎ db, с), (a, b, с + de), 


Ox dy dz, dx dy 02 
db db, 3b db, ET db , de de, 06 de, de de. 


Si l’on exprime le volume du parallélipipède qui a pour arêtes ces 
trois droites au moyen de la formule donnée par Lagrange pour le 
volume de la pyramide triangulaire, en fonction des projeetions de ses 
arêtes, et si l’on désigne par 


D (Eh у, 3 (Cours о’Ам., Note Il) 


le déterminant fonctionnel formé avec les dérivées partielles de x, y, z 
par rapport à а, 6, с, опа 


pD (29: Y» 3 dadbde 


pour la masse de ce parallélipipéde infiniment petit. Mais comme il se 
compose des mêmes points matériels qu’à l'époque ‘= 0, cette masse 
est invariable, et l'on a, par suite, en désignant par po la densité à 
l'époque t = 0, 


(9) (ppt) pan (Eros) 


C'est une nouvelle forme de l'équation de continuité. Elle se simplifie si 
а, b, с sont précisément les valeurs initiales de x, y, زع‎ le déterminant 
au second membre se réduit á l'unité, donc on a simplement 


Go) (=: Е 


et si le Quide est incompressible, de sorte que ро et р soient égaux, 


ОИ (pr) 


sera l'équation de continuité, Nous représenterons en général par A le 
déterminant qui figure au premier membre. 

298. Reprenons maintenant les équations différentielles du mouve- 
ment sous la forme (3), et observons que и, v, w étant, par les équa- 
tions (1), des fonctions de x, y, z, t, ils deviennent, lorsqu’on y rem- 
place x, y, ع‎ par leurs valeurs en fonction de a, b, с, t, des fonctions 
de ces derniéres quantités. Nous représenterons par 


du dv dw 
ai’ dt’ 4 


les dérivées de u, v, w par rapport au temps dans cette derniére hypo- 
thèse, c’est-à-dire, lorsqu’on regarde и, ره‎ w comme se rapportant à 
une même particule dans toute la suite du temps. 

Ces équations, mises sous la forme 


du 10p dv 10p dw т др 
— = —— = =) — = —_ — —, = —- — 
(2) dt pox di Y p dy dt р Ox” 
multipliées respectivement par 
dz dy ae 
да’ да’ да’ 
et ajoutées, donneront celle-ci 
du dx dw dz д م120‎ 
-一 一 yY 一 一 -~ 一 ， 
ТЕ 5 да 
Nous supposerons que les forces admettent un potentiel 0, en sorte que 
OÙ OU 90 
Хх 一 一 дх 9 У = ду 9 7 == dz ; 


de plus, qu’il existe entre la pression p et la densité p une relation 
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déterminée, en sorte que Роп puisse розег 
p 
l'équation ci-dessus deviendra donc 


аидх , dvdy , dwdz 00 
da t dtda? 1 da да, 


dudx , dvdy , dwdz 00 
Fa tarot à ob o” 
| Gude | dvdy | dwdz 0% 
\dt де Y dtde أ‎ dtdc dc’ 
les deux derniéres équations se démontrant comme la premiére. 


Dérivons partiellement la deuxième et la troisième, respectivement, par 


rapport à с et à 6, et retranchons membre à membre, en observant que 
Pon a | 


4 سبع‎ -5 (=) dx 4 /ди\ _дх 4 'ди\ d/0xdu дхди 
де \ dt db) db\ dt de és ~ @edt\db) dt\db de 0c0b) 


car 
(na, 4 (28) 2 
dt\ob) ob dt\dc) oc’ 


On aura, les seconds membres se détruisant, 


q (02010200 040 dy dv , дадш dzdw\ 
dt \db de 0606 ' dbdc LETS te > 


La dérivée de cette expression par rapport au temps étant nulle, sa 
valeur est indépendante du temps, et en opérant de la méme maniére 


sur les autres équations et désignant par A, В, С des constantes indépen- 
dantes du temps, on aura 


¡0xdu дхди 0y 00 буде | dzdw 02 Ow 


9596 — dc db Г ab de дс db ١ db de dc db = À, 
0204 дхди , дудо dydv , 0200 02 dw 
(13) (Sc da — da de Гдеда dade Ге da da de « 


дхди дхди , dydv dydv , 02 00 0 


ut CNED ee D D As MO ee AU mm 


一 -一 一 一 -一 一 (， 
dadb db Jat da db 0b да + 53-06 0b да 
Nous donnerons une forme plus simple à ces équations en les multi- 
30 
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pliant respectivement par 
Ox Ox Ox 


да’ db de 


et les ajoutant. Nous aurons évidemment 


Xy TX, и و20‎ Y, Xy 2, dx 
(=. :) + (+ = )+ E 5 A 元 十 3 + 


Le premier déterminant a deux colonnes égales et s'évanouit; d'après 
une propriété connue des déterminants fonctionnels, le second et le 
troisième ont respectivement les valeurs 


(ae) Corre) DE) 7 
(Re) (ee) (ps) 0 


Substituant et opérant de la méme maniére sur les équations (13) au 


moyen des dérivées de y et de z par rapport à а, 6, с, on obtient les 
relations 








> aA 
да ВС, 
Ow = 9 ду ду 
(14) € АВ с, 
ди _ dv Oz Oz 
42 АРВ Сс. 


399. Ces équations nes d'importantes propriétés du mouve- 
ment des fluides. Admettons qu’à un instant déterminé, t=o, les 
‘binômes 

dv dw dw ды ди dv 

D Oy’ Orde’ dy as 
soient nuls. Les équations (14) ayant lieu a chaque instant, on déduira 
de lá des valeurs nulles pour les constantes A, В, С, car le déterminant 


fonctionnel 
“(eke 
a, و‎ с 


ne peut être nul pour ¿ = о, si l'on suppose, comme nous le ferons, que 
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a,b,c soient les valeurs initiales de x, y, زع‎ sa valeur est р, : р d'après 
l'équation (10). On aura donc, A, В, С étant nuls, et A différent de zéro, 
á un instant quelconque, 


as м мы м, 
dz dy ° dx di ' oy Ox ب‎ 

Mais ces équations expriment les conditions nécessaires et suffisantes 

pour que м, у, w soient les dérivées partielles par rapport à x, y, z d'une 


méme fonction ф (x, y, z, t)(1). On aura donc 


Oh peut doric formuler ce théorème important : Lorsque l'expression 


udx + оду + wdz 


est une différentielle exacte, par rapport aux variables indépendantes 
x, Y, 2, à un instant donné du mouvement du fluide, pour tout ou partie 
de la masse fluide, si les forces motrices admettent un potentiel et si la 
densité et la pression sont liées par une relation déterminée, cette 
expression restera une différentielle exacte pendant toute la durée du 
mouvement, pour les mémes parties de la masse. 

La fonction q est alors ce qu’on nomme un potentiel de vitesse. Cette 
condition remarquable est réalisée, notamment, lorsque le fluide est 
supposé en repos à P'instant initial. 

Représentons par 


=$ (utp otf wt) 
la moitié du carré de la vitesse du fluide. Nous aurons, d'après les 
relations (15), 
du дн Ow 一 学 ret w*) 
dt = xt" = ate ox dx , 


ou enfin, и étant la dérivée de 9 par rapport à x, 
д (09 
a (a +") 


(1) Voir la note ] à la fin du volume, 
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Les équations (x) pourront donc s'écrire, par la substitution des 


valeurs de 


E 3 тех, У, Z, ete. 


> т) 
5, ET Luo, 


д (00 
7 (Gr ET—2)=0, 


et par conséquent, la fonction entre parenthéses ayant ses dérivées 
partielles nulles par rapport à x, y et رع‎ ne peut dépendre que de la 
seule variable t. On a donc l'intégrale 


HT —O = (1 


qu'on peut aussi écrire sous la forme suivante, en faisant rentrer la 
fonction y dans le potentiel رب‎ ce qui est permis, puisque © n'est défini 
que par ses dérivées partielles en х, у, 2 


+ dg\: dp 
م‎ Sr 
d'équations de continuité d’un fluide incompressible (7) se réduit, dans 
le cas où Пу a un pm de vitesse, & la forme remarquable 


(17) | ta + 


300. On peut déduire de ces formules (14) d’autres belles propriétés 
lorsqu'on se représente le mouvement du fluide, autour d'un point quel- 
conque M (x, y, z), comme composé 1° d'une translation égale à la vitesse 
du point М; 2° d'une rotation autour d'un certain axe passant par le 
point M; 5° d'une déformation résultant de trois dilatations (positives ou 
négatives) suivant trois directions rectangulaires Mx’, My’, Mz’. 

Si u, رن‎ w sont les composantes de la vitesse au point М, u, v, ev seront 
les composantes de la vitesse de translation du fluide. Celles de la vitesse 
due à une rotation dont À, и, у seraient les composantes parallèles aux 
axes, seront, pour le point (x -}+- dx, y dy, z + dz), 


ид; 一 vy, vox— Jde, Ay-— ude. 
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Enfin, les dilatations suivant les directions Mz”, My’, Mz’ donnent, 
parallélement á ces directions, des vitesses 
adx’, bdy', cd, 
mais il faut exprimer dx’ dy’, dz’ en fonction de dx, dy, dz par les relations 
Ox’ == dx cos xx سل‎ dy cos yx’ 十 dz cos £2’, 
et projeter ces vitesses sur les directions Mx, My, Mz par les relations 
У. = V,, cos xx’ + V,, cos xy’ + У., cos xz’, 


En faisant ces substitutions, on reconnaît immédiatement que les 
composantes parallèles a x, y, z des vitesses dues à ces dilatations, sont 
de la forme 

ada 十 пду + mdz, пдх-- Вду-- =, тдх + Ву-- удт, 
a, B, y, l, т, п étant des coéfficients constants pour toutes les molécules 
voisines du point М. 

D’aprés cela, si Гоп fait la somme des composantes, paralléles & un 
même axe, des vitesses dues à la translation, à la rotation et à la dilata- 
tion, on trouvera pour les composantes и’, v’, w’ de la vitesse totale au 
point (x + dx, y + dy, z + d2), 

u' = u + ade + (п — y) dy + (m + u) dz, 
(18) 1 vp! =v+(n-+v) dx + Boy + (! — 2) dg, 
w' = w + (m — м) dx + (I+ A) dy + yz. 

D'un autre cóté, le mouvement du fluide est toujours supposé continu, 
c’est-à-dire que les coordonnées de ses différents points sont des fone- 
tions continues de leurs valeurs initiales et du temps, ainsi que leurs 
dérivées partielles. Dans cette hypothèse, les composantes и’, v’, w’ 


de la vitesse au point (x 十 dx, y + dy, z +- =) sont évidemment don- 
nées par les formules 


u’ mu = +, de, 
Уча 


w' وو‎ o LES LS 
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Rapprochées des formules (18), ces valeurs conduisent, pour déter- 
miner a, (3, ... l,m, ... aux équations 
wa, pa, м 
da Pay 7 0 


Ov 
nr ”一 “一 而 ， 


qui fournissent les valeurs des rotations et dilatations, et montrent par 
conséquent la possibilité de représenter le mouvement autour d'un point 
par Phypothése émise ci-dessus. Nous en Urons, en particulier, les com- 
posantes de la rotation autour du point M sous la forme 


(19) 一: 天 一 x) (м). de +). 


801. La première remarque à faire est celle-ci : ne il existe un 
potentiel de vitesse, il résulte des équations (15) que À, y, у se réduisent 
à zéro, et qu'il n’y à pas de rotation des particules fluides sar elles- 
mêmes. Ces équations (15) étant vérifiées pendant toute la durée du 
mouvement lorsqu'elles le sont à un instant donné, on a ce théorème : 

Lorsque les particules fluides n’ont pas de mouvement de rolation à un 
instant déterminé, elles n'en acquièrent aucun pendant la durée du 
mouvement. 

Reprenons nos équations (14), et posons dans ces formules 

А = —2A'pA, B=——2B?pA, C= —2СрА. 

Les quantités A,B,C étant indépendantes de $, ainsi que le produit pA 
d’aprés l'équation (9), il en sera de méme des quantités A’,B’,C’. Ces 
équations prendront la forme 


, ¡9% ¡ ‚0х; (Ox 

dy „ду, 8 
(20) (А-В), 
С tea) 


Concevons que Гоп prenne da, db, de respectivement proportionnels 
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à A’, В’, С’, ou que l’on pose 
da db de y da? سل‎ db + de _ 


O a eo 
$ désignant une quantité infiniment petite évidemment indépendante du 
temps. La première des équations (20) devient 


af À da + = db +— Gate) = Eas, 


si l’on suppose di = 0. On a donc 
de =), et de méme dy هل بن ع‎ ===, 
م‎ p p 


Ces équations ayant lieu à chaque instant, on a pour { 一 0, 


et par suite 
wae’, pb, on, 
ре Po هم‎ 

Ainsi, dans le cas actuel, А’, В’, С’ sont proportionnels aux compo- 
santes de la rotation initiale de la molécule considérée, et Гоп conelut 
alors des valeurs ci-dessus de dx, dy, dz que, si la droite qui joint 
deux particules infiniment voisines du fluide coincide, d un certain 
instant, avec l'axe de rotation de la première, elle coincidera avec cet 
axe d toute époque. De plus, si nous désignons par n la vitesse angulaire 
de la rotation, l’équation 


PEPE ly هق‎ py قل سا‎ ps 


nous montrera que la vitesse de rotation de la particule, à chaque instant, 
est proportionnelle au produit de la densité par la distance à des deux 
particules constdérées. 

302. On peut interpréter autrement ces résultats en introduisant les 
expressions d'Helmoltz. Concevons qu’à un instant donné, on trace dans 
la masse fluide une ligne tangente, en chacun de ses points, à la direction 
de Рахе de rotation qui répond à ce point : on aura ce que nous 
nommerons une ligne de tourbillon. Le théoréme établi ci-dessus montre 
que les particules fluides qui, á un instant donné, sont sur une ligne de 
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tourbillon restent toujours sur une telle ligne, ou qu'une ligne de 
tourbillon est toujours composée des mêmes particules fluides. 

On nomme filet-tourbillon la portion de la masse fluide comprise 
dans le faisceau des lignes de tourbillon menées par le contour d’un 
petit élément plan c normal à ces lignes. Ces filets jouissent de pro- 
priétés remarquables : 

4° Considérons la masse d’un filet entre deux sections normales à une 
distance très petite д, à un instant déterminé : elle a pour expression 
рад. Cette masse est invariable puisqu'elle est toujours composée des 
mêmes particules. Mais on a vu que pd est proportionnel à la vitesse de 
rotation 7, donc le produit on restera constant; donc, pour un même 
élément d'un filet-tourbillon, le produit de la section transversale du filet 
par la vitesse angulaire de la rotation reste constant à toute époque. 

2° Soit Q le volume compris sous une surface fermée S. Nous aurons, 
par la formule d'Ostrogradsky. 

Oh , Op , dv — — -一 — 
( tts в 一 一 (Acosñz-+ucosny-p-veosmz)de=—| ncosnr de, 
a J 5 5 
n désignant la direction de la normale intérieure à la surface 5, nn l'angle 
que fait cette direction avec celle de Гахе de rotation du fluide au 
même point. Les formules (19) montrent que l’on a identiquement 


OA , On , Ov 

3 1 dy ГЕ ° 
en tout point de la masse fluide; l'intégrale ci-dessus est nulle, et 
par suite 


人 y cos ny de =0. 
S 


Appliquons cette formule á un filet tourbillon limité par deux sec- 
tions transversales quelconques в’, a”. La portion de l'intégrale relative 
á la surface latérale du filet est nulle, puisque, d'aprés la définition 
même des lignes de tourbillon, on a pour chaque élément de de cette 
surface nn = 90°, cos ny = 0; on a donc simplement, en accentuant les 
quantités qui se rapportent aux deux bases a” et «’’ du filet, 

no’ eos n'y’ +10” cos nn” == 0, 
ou, comme évidemment cos n'n' = т, cos n°1” = — 1, 


no = ne”, 
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On conelut de lá que le produit no de la vitesse rotatotre par la section 
du filet, qui est constant (1*) pour un même élément du filet dans le 
temps, est aussi constant 4 un méme instant aux différents points d'un 
méme filet. 

D'autres propriétés générales du mouvement des fluides, lorsqu'il 
existe un potentiel de vitesse, seront plus faciles à déduire comme 
conséquences de la théorie du potentiel. 

303. Les équations générales du mouvement des fluides peuvent se 
mettre encore sous une autre forme qui a l'avantage de rappeler bcau- 
coup les équations dynamiques de Lagrange (249) et par suite, de ве 
prêter facilement'aux changements de coordonnées. Posons toujours 


dU = Xdx + Ydy + Zdz, 一作， U—P=Q, 
T =! (ut + كن‎ + w?). 
Les équations (x) s’écriront 
(21) du 00, dv 00 dw 902 
3 dt д’ dt ду’ dt dz 
Introduisons, au lieu des variables x, y, 7, trois autres variables 
E, и, © liées aux premières par des équations données 
T==U (Е, Y, ©), y = ©! (5, У, E), 一 Yi (E, Ny 37 
Nous aurons 


dx dx, , 0x , , 0x,, 
Y Ye Y, à OU pr 


dz 0z , 0# , , OZ,, 
5 1, 6’ étant les dérivées totales de £, и, $ par rapport au temps. 


Multipliant les équations (21) par 


dx ду oz 
dE” GE dE 


et ajoutant, on а 
dudx , dvdy , dwdz 01 
di de 1 di 1 at oe Ob” 
51 
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ou, par une transformation évidente, 


4 dx ddz\ до 
al “sets +) CL dt dE + did) of. 


Mais les valeurs ci-dessus de u, у, tv étant linéaires par rapport à 
E”, т’, on en déduit 
ди 0x 05 dy ды 0 
Oe oF’ OF OÙ OF Ck’ 
d’ou 
OZ _ dw ОТ 
ОН 
D’autre part, 
ди 0х ‚_ ad oz 
дЕ = +55" += 44.0’ 


et de méme 


dod 


ddu, doy doz oT 
“nae Fute dtoe dE 


Substituant dans l’équation ci-dessus et opérant de même sur les deux 
autres équations (21), on aura 


doT oT 04 
ФО dE dE 
(22) doT oT 0 
dtôn д дл 
doT от 00 
40 0 05’ 


qui sont les équations du mouvement sous une nouvelle forme. T s’expri- 
mera directement en fonction des coordonnées &, и, С 38م‎ 0 
de l’élément d'arc dans ce système de coordonnées, et les formules (22) 
se préteront à aborder directement le problème dans ce même système. 

804. Supposons; par exemple, qu’on veuille employer les coordon- 
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nées sphériques г, 6, بل‎ : les équations de transformation étant 
=rsin0cos Y), y =rsin0sinyY, z=rcos0, 
la formule connue de la différentielle de Гагс 
| de? — dr? عل‎ r2d0? + rt sin? 6dp* 
donnera immédiatement 
T = $ (1? + r?0'? + rt sin? 9. $12), 


et les équations (22) prendront la forme 


Tr 024 sin? 6. у 
4.730’ | 0Q 





(23) q + r? 5100 cos 0.4" 一 56’ 


4.т?;т? 0.’ 00 


di 7 


De méme, si l’on adopte les coordonnées cylindriques, savoir, la 
distance r á Гахе des z, l'angle que fait cette distance avec Гахе des х, 
et la hauteur z au-dessus du plan XY, on aura 

483 = dr? 十 rd0 +de, T=¿(r'? عل 3058م عل‎ 2’), 
et les équations du mouvement du fluide en coordonnécs cylindriques 
seront 
dy 1 où 4(гзб’) 00 dz’ 00 
ليم‎ п-т тв GS 

Elles зе prétent & Pétude des mouvements symétriques autour d'un 

axe. 


CHAPITRE XXII. 


APPLICATION РЕЗ ÉQUATIONS GÉNÉRALES А DIVERS PROBLÈMES. 


305. Mouvement permanent. — Lorsque le fluide est soumis à des 
conditions parfaitement invariables ; que les forces qui agissent en chaque 
point de l’espace occupé par le fluide ne dépendent pas du temps, on 
admet qu’au bout d'un certain temps il s'établit un état permanent, 
c’est-à-dire que l’état du fluide en un point donné (x, y, z) ne varie plus, 
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et que les quantités u, и, tv, رط‎ p peuvent dépendre encore de x, y, z, 
mais sont devenucs indépendantes de t. Il suit de lá que les particules 
fluides qui, a des époques différentes, passent par un méme point, y 
passent avec des vitesses identiques et parcourent des trajectoires identi- 
ques. Si l’on conçoit, à un instant donné, l'ensemble des particules fluides 
qui, suivant ainsi un même chemin, ont passé ou passeront à travers 
un petit élément plan donné, on aura ce qu’on appelle un filet du fluide. 

Les cas où le mouvement est sensiblement permanent se présentent 
souvent. Ainsi, unrécipient rempli d’un liquide homogène et pesant, 
maintenu à un niveau constant par un réservoir indéfini, et muni d'un 
orifice d'écoulement, offre un exemple simple du cas où les conditions 
du mouvement permanent sont réalisées. 


Dans l'hypothèse du mouvement permanent, on a les équations 
ди dv ди др dp 
on.” 可 一 9， TD TS nn 
Si ds désigne l'élément de la trajectoire d'une particule fluide déter- 
minée, on a évidemment, У étant la vitesse du fluide, 


dx dy dz 
4 一 页， "一 \ وخ‎ w= Ve 
Soit U le potentiel des forces X, Y, Z. La première équation (4) du 
chapitre précédent devient 


гдр _00 | at cuy oe == Y ve. 
p dz 0x \Oz de Y dy ds * dz de 
On a de méme 
10p 0U y ho | 10p _ 00 yaw 
poy oy ds pdz 02 ds 
Multipliant ces équations respectivement par dx : ds, dy: ds, dz : ds 
et ajoutant, on a, eu égard aux équations ci-dessus, 
тар dU du do _ dw 


ou, á cause de la relation 
‘ut + vu? + w? = V?, 
1dp dU 1 d.V* У 
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Intégrons et introduisons de nouveau la fonction 


?一 | oP, 
p 

nous aurons 
(1) У = 2(U —Р) 4-C, 
С désignant une constante par rapport à 3, c’est-à-dire que tout le long 
d'un méme filet fluide Ca une valeur invariable, 

306. Celte intégrale, qui n'est au fond que la traduction du théoréme 
de l'énergie, a une importance spéciale. Lorsque le liquide est homogéne, 
р étant constant, P cst égal a p : رم‎ et l'équation devient 


(2) Y =2( E) +0. 


Supposons qu'il s'agisse d'un gaz en mouvement permanent. Lorsque 
ce gaz subit une transformation adiabatique, c'est-à-dire lorsqu'il 
n’absorbe ni ne perd de la chaleur pendant son mouvement, on sait 
que la pression et la densité sont lices par la relation 


p =kp”, 
k étant un coefficient constant et y le rapport des chaleurs spécifiques à 
pression et à volume constant pour le gaz considéré. On a done 





dp 人 . ky 
P= 一 = k 7 一 2 0 = 7—1, 
人 708 р > р 





оц 
p=? P, 
7 TP 
et l'équation (г) devient 
V3 = 1 АР) +6 
(3) У ЕВ 


L’équation (2), mise sous la forme 
)مع م‎ —з УС) 
montre que, le long d'un méme filet fluide, la pression est généralement 
plus grande aux points ou la vilesse est plus petite et vice versa. L'équa- 
tion (3) conduit á une conséquence analogue. 
L'équation (2) montre également qu'il y a une limite de vitesse que le 
fluide ne peut dépasser sans se disjoindre. Concevons, par exemple, que 
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Роп puisse négliger les forces motrices, et que le liquide s'écoule d'un 
récipient dans lequel à une petite distance de Гог се le mouvement est 
insensible et la pression égale á une constante Ц. On aura 


c—?, 
et par suite 
Il — p y? 
Vea p=Il—p—- 


On voit que si V* venait & surpasser 211 : р, р deviendrait négatif; il 
y aurait dans le liquide une tension au lieu d'une pression, et Гоп admet 
qu’un fluide parfait se sépare sous la plus petite force de tension. 

307. — I. Appliquons l'équation (2) au mouvement permanent d'un 
liquide pesant, maintenu á un niveau constant dans un vase par un 
réservoir d'alimentation et s'écoulant par un orifice percé á la partie 
inférieure du vase. L’axe de z étant vertical dans le sens de la pesanteur, 
on a 

U = gz, 
l'équation (2) devient 


0+ (2- هو) وس ما 


Pour déterminer la constante С pour un filet quelconque, nous admet- 
trons encore que la surface libre du liquide soit trés étendue relativement 
à celle de Porifice d'écoulement, et qu'elle soit soumise à une pression 
uniforme II (pression de l'atmosphére). Tous les filets fluides ayant leur 
origine á la surface libre, la continuité exige que la vitesse у soit incom- 
parablement moindre qu’à l’orifice, et à peu près négligeable. La sur- 
face libre restera donc sensiblement plane et horizontale, et nous la 
prendrons pour plan XY. On aura donc, à la surface, 


V=0, z=0, p=lI, 


d’où 
_ зп 
et 
(4) У = 292 + 2 (11 — p) . 
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Cette égalité fait connaître la vitesse en un point quelconque de la 
masse fluide; à la surface du jet qui sort de l’orifice, la pression р sera 
généralement la même qu’à surface libre; on aura p = I], et 


У لاه‎ 292. 


De la le théorème de Torricelli: La vitesse avec laquelle un liquide 
pesant s'écoule par un orifice étroit, percé à la base d'un récipient où le 
liquide est maintenu à un niveau constant, est égale à celle qu’un 
corps acquerrait s’il tombait, en chúte libre, d’une hauteur égale à celle 
du niveau du liquide au-dessus de Porifice. 

Lorsqu'on applique ce principe pour mesurer la quantité de liquide 
qui s'écoule en un temps denné par l'orifice, on trouve un résultat trop 
élevé. La première raison en est que le jet de liquide est composé d'une 
infinité de filets fluides qui convergent de toute la masse vers l’orifice, 
et qui, conservant cette convergence après leur passage par l'ouverture, 
vont passer en réalité à travers une section plus petite qu’on appelle la 
veine contractée. C'est done à cette section que Гоп doit appliquer le 
théorème de Torricelli. 

En second lieu, ce n'est qu’à la surface de la veine que la pression est 
réellement égale á la pression atmosphérique II; mais les filets fluides 
plus rapprochés de l'axe de la veine présentent une pression plus 
grande, et par conséquent, d’après l’équation (4), une vitesse moindre 
que celle qui résulterait du principe de Torricelli. 

Le rapport de la section 5’ de de la veine fluide au point où elle est le 
plus contractée à la section У de l'ouverture, se nomme le coefficient de 
contraction. Dans le cas d’une simple ouverture en paroi mince, sa valeur 
est sensiblement 0,62. Elle s'accroît notablement si Гоп munit Гоцуег- 
ture, à l’extérieur, d'un petit ajutage cylindrique; elle tombe au 
contraire à 0,5 si cet ajutage est placé à l'intérieur. 

D’après cela, le débit de Vorifice, ou la masse liquide qui s'écoule dans 
l'unité de temps, aura pour expression 


pd! И و2‎ 
z, élant la hauteur verticale du niveau du liquide au-dessus du centre de 
gravité de la section contractéc. 


308. — 1. Ecoulement d'un gaz. — Nous supposons un gaz à la 
pression ps, à la densité ريم‎ dans un réservoir d'où le gaz s'échappe par 
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une ouverture étroite dans une capacité ой la pression est uniforme, 
égale & ра. Les forces extérieurcs sont négligeables ct la transformation 
adiabatique. 

Ici, il faut faire usage de l'équation (3), et comme dans le réservoir, 
à une petite distance de Porifice, on peut supposer la vitesse du fluide 
insensible, la pression égale à p, et la densité à pt, la constante С est 
déterminée pour un filet quelconque par l'égalité 


c— ف‎ Pi, 
7 три 
L’équation (3) devient 
ve 27 mr) 
y 1I\P 2 
et donne pour la vitesse á la section contractée, pa désignant la densité 
en ce point, 
у = 2 AA) Pr pes). 
ТА ра y—T Pr Pips 
Mais la relation déjà rappelée 





p = kp’ 


1 
м (my 
р» (E) 
y—1 
т: (№) "|. 
7 — гб 4 


Si Pon désigne par с la vitesse du son dans le gaz renfermé dans le 
récipient, on sait que e est déterminé par l'équation 


donne 


et par suite 





2 — f° 
с 7 pi , 
et l’on a enfin l'expression du carré de la vitesse sous la forme 
7—1 
+ 2c* _ 307 | 


Cette vitesse est maximum lorsque pa = ره‎ ou lorsque l'écoulement a 
lieu dans le vide. 
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V=€ >, 
y 7 — I 


Pour Райт, à la température zéro, У vaut environ 735" par seconde. 
Le débit de l’orifice est proportionnel au produit Vos; on a d'ailleurs 


1 
0 (PY, 
np (5) 


“et en substituant à У sa valeur ci-dessus, 


yA 


Le maximum du débit nc répond plus وم ف‎ = o. Si Pon pose 
ps : وم‎ = м et qu’on applique la règle des maxima, on trouve 
1-7 
au? —(+1)=0, 


Y o 
w= (?t1\i-7,y — —. 
١ ( 2 ) oy 


309. — Ш. Une masse fluide est animée d'une mouvement de rota- 
tion autour d'un axe fixe, que l’on prend pour axe des z, et la vitesse 
angulaire © de cette rotation varie avec la distance г des molécules à 


Рахе. Quelle doit étre la loi de cette variation pour qu'il existe un 
potentiel de vitesse ? 


On a ici 


On a alors 





et par suite 


u=—ay, V=0r, ю=0; 24 у =; 


les deux premières équations (15) du chapitre précédent sont vérifiées 
identiquement; on a d’ailleurs 


dv ди x? du y? do 
Dm dy Tr TO dr 


à cause des relations 
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Га troisiéme équation de condition se réduit & 


dw 
20 r= و0‎ 


équation qui, intégrée, donne 
or? == const. = И, 


d’ou 
一 上 


a? У = 


رك 


q PS 


La vitesse varie donc en raison inverse de la distance á Гахе. On a alors 
2:01 — ydx 
мах + vdy + ое == co (xdy — yd) —= 
et par suite | 
ф = pare tg 十 С, 
С désignant une constante. C'est un de ces cas où le potentiel de vitesse 
est une fonction á détermination multiple, qui admet plusieurs valeurs 
en un même point de l’espace occupé par le fluide. Les cas oú.le poten- 
tiel n'est pas une fonction simple de x, y, z donnent lieu á des considé- 
rations importantes dans lesquelles nous n'entrerons pas ici. 
310. — IV. Une masse liquide, homogéne, est suppusée partir du 
repos, et remplir un cylindre circulaire droit. Les forces qui sollicitent le 


fluide ont pour expressions 


x=-%, y=", Z=o, 
r y? 


l'axe des ع‎ coincidant avec Гахе du cylindre; م‎ est une constante, г la 
distance á Гахе. On suppose que le fluide tourne autour de cet axe, 
et que la vitesse angulaire « est une fonction de ¢ et de г seulement. 
Il faut déterminer cette fonction de manière à vérifier les équations de 
l'hydrodynamique. 

On aura, d'après l'hypothèse, 


L'equation de continuité des liquides 


du , ov , Ow 
dat ay Ta 
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devient 
yo x 


1% 7 十 x eo 


elle est vérifiée. L'équation à la surface est également vérifiée, puisque 
la vitesse le long du cylindre est normale au rayon r. 


Les équations générales (4) du chapitre XXI deviennent, si l'on a tou- 
jours égard aux relations 


LE У ee Ya 
pdx pty ate r 284 (03 82 

px х до Ey dm‏ م10 
pdy rt 5-000 г dr г Or‏ 


la troisième étant vérifiée identiquement. Les deux précédentes se rédui- 
sent à 


гдр py dw 
A ECS TE 
9 TOP UT 9. 


Dérivant la première par rapport à y, la seconde par rapport à x et 
retranchant, on а 
_ 24, 24 ers) 2? + y? do 
nt 7? 7 at г 00 





ou, réduisant, 
0% do 


Hat?  . 
Posant 
до 
a Da) . 
on a d’abord 
+ 201 =0, 0 10 , 


f (t) désignant une 01 arbitraire de ¢ seulement. De lá on tire 


9 =, o=5 1044" (0, 
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F (г) étant une fonction arbitraire de г. Comme w est nul pour ¢ 一 ره‎ 
par hypothèse, il en sera de même de F (г), et en posant 


一 人 /gw 


оп aura 
А 
Q == pas . 
Comme р ne peut être fonction de z, en vertu de la dernière équation 
d'Euler, on 1 par les équations (6), 


“(3 de +% ay) A dp _ A E فك‎ уве 6 


y? 
ou, en intégrant, 
p __ dA у _ 
一 ( 2) меч +20, 


y étant une fonction arbitraire de t. 
La fonction À est déterminée par la valeur de p, car la pression ne 
pouvant ètre qu’une fonction simple de x, y, il faut que le coefficient de 


arc 82 soit nul, done 


41 
а À=b 
et l’on a enfin 
$ $ 
о v=", p=-4 +40) 


311. — У. Mouvement tourbillonnant. — Considérons un fluide 
animé d'un mouvemént symétrique autour d'un axe OZ, de sorte que, 
en tous les points situés sur une méme circonférence autour de cet axe, 
la pression, la densité, la vitesse du fluide soient les mémes. Les forces 
extérieures sont censées rencontrer Гахе OZ. Cherchons les propriétés 
d'un semblable mouvement. Les équations générales 


1 др . dp 


A Jr —== Y وو‎ 


donnent 


(5 de +32 SE dy ) — (de + Yay) — (jude + dy) 
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Les différentielles 4х, dy se rapportent & un déplacement quelconque; 
supposons qu'il s'effectue sur la circonférence de rayon r autour de OZ. 
On aura, p étant alors constant, 


ede + JE dy = 0. 


On aura aussi Х4х-- Ydy =0 puisque la direction de la force 
motrice est normale á cette circonférence. On en conclut 


(7) وز‎ dx + jy dy =o. 
Mais si Pon pose 
x=rco0s0, y=rsin0, 
on aura 
dx = —rsin 049, dy = r cos 049, 
car г ne varie pas dans le déplacement adopté. 


D'autre part, on trouve sans peiné, en regardant actuellement r.et 0 
comme propres á une méme particule fluide, 


] LP _ 27 ووم‎ asng AP, pa 99 
Par de da a "gr 
dy dr dé 
= =F sin 02 008 607 Train OS +r TES 
et la relation (7) deviendra, 40 : dé étant représenté par o, 
dr dw 
— 一 一 = OÙ 3 — 
20 + سدم‎ о, d'où œîr— a, 


a désignant une quantité constante pour une même particule fluide. Il 
résulte de lá 


== = , 
c'est-à-dire que dans le mouvement d'un fluide quí tourbillonne autour 
d’un axe de symétrie, la vitesse angulaire d'une même molécule varie, 
pendant son mouvement, en raison inverse du carré de sa distance à l'axe, 
théorème dú à M. Swanberg. L'équation 


r2d9 = adt 


fait voir aussi que le rayon vecteur de la particule, projeté sur un plan 
normal à l'axe, décrit des aires proportionnelles aux temps. 
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11 est bon d'observer que le théoréme ci-dessus est une conséquence 
immédiate des équations (22) du chapitre précédent. On a, en effet, 
pour la seconde équation du mouvement en coordonnées cylindriques, 


307 
d(re) 05, 0-0-5 





dt 99 
or, d’après I’hypothése, on a 


0 (Pp _ OÙ  ,0x ду 
(5) => a gro 
donc 


0 (10) =0, 70 一 0， 0 = =. 


Exercice. | 
a: Un fluide ineompressible et homogène, renfermé dans un cylindre cireulaire à 
axe OZ et soumis à l’action des forces 
X=—As+By, Y =B's+Cy, Z=0, 
part du repos. On sait que l’on а 








"= — oy, U=00, W—=O, 
ew étant fonction de ¢ seulement. 11 s’agit de déterminer .نه‎ 
Ю. On trouve 
do B’—B B’ 8 
dí = 2 و( 2 = @ و‎ 
et ensuite 


E = got (0 + y) +E [dat + (B+ В) xy + Cy") + const. 


LIVRE CINQUIÈME. 


THÉORIE DE L'ATTRACTION ET DU POTENTIEL. 


CHAPITRE XXIII. 
LE POTENTIEL ET SES RELATIONS AVEC L’ATTRACTION. 


313. Les phénomènes de la gravitation, de l'électricité et du magné- 
tisme s'expliquent par des forces qui s'exercent entre les derniers élé- 
ments matériels, proportionnellement á leurs masses et en raison 
inverse du carré de leur distance. De lá l’utilité de déterminer les résul- 
tantes de semblables actions entre des masses de grandeur finie, ce á 
quoi Гоп arrive le plus simplement par l'étude des propriétés d'une fone- 
tion à laquelle nous conserverons le nom, donné par Gauss, de potentiel. 

Considérons d'abord l'action d'un systéme de points matériels 130165 
М, М’, M”,... sur un point P, de masse т, ayant pour cordonnées 
x, у, 2. Soient p la masse, &, n, © les coordonnées d'un point quelconque 
M de la masse active, м la distance MP, f une constante exprimant 
l’action de l'unité de masse sur l’unité de masse, à l’unité de distance, 
et qui sera affectée du signe + ou du signe — selon que l’action sera 
attractive ou répulsive. D'après la loi énoncée plus haut, l’action du 
point M sur le point P aura pour expression 


[ты 


— ? 


y 
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et les cosinus directeurs de PM étant 


¿o n—y Cz 
u и 2 


les composantes de cette action seront 





GE" n — 
=) fm, fmy 


62 


us 


fmp. 





Ce calcul s’appliquant à chacun des points М, М’, М”, ... si nous dési- 
gnons par X, Y, Z les composantes de l'action totale de la masse active 


sur le point P, par 2 une somme qui s’étend à tous les points de cette 
masse, NOUS aurons 


(1) *=fmXp 
Mais la relation 


(и — y) + (6 — 2)‏ + )21 — 6( = ين 


Ez 


E, fm Lm fm 











donne 
ди _ ЕЁ—х LA 1 _ 104 “一 xz ete 
da u mae wos ow Mi 
d'oú l'on peut écrire 
д fx 0 E 
ха, (7) Xx: 
Si donc nous posons 
—УЁ 
(2) =>, 
nous aurons 
ov OV OV 
X = fm; Y= [my Z= fm-=» 


Dans le cas de la gravitation newtonnienne, les masses m, ¡1 sont tou- 
jours positives et il en est de même de f. Dans les applications à l’élec- 
tricité et au magnétisme, il y a lieu de distinguer deux natures de 
masses actives, et d'attribuer aux masses т, y, soit le signe —-, soit le 
signe —; mais dans ce cas, l’action étant attractive ou répulsive selon 
que т et م‎ seront de même signe ou de signes contraires, f aura une 
valeur négative, 
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Nous supposerons т égal à l’unité, et comme f peut aussi se réduire 
à + г par un choix convenable de l’unité de force, nous remplacerons ce 
facteur par l’unité, sauf à nous rappeler dans l'application à des pro- 
blèmes concrets, que ce facteur doit être rétabli avec son signe dans les 
valeurs de X, У, 2. D'après ces conventions, on aura simplement 


x", у—9\, —9%, 


дх ду Oz 


et les composantes de l’action sur le point P seront les dérivées partielles 
d'une même fonction У par rapport à x, y, .ع‎ La fonction У, égale à la 
somme des masses actives divisées par leurs distances respectives au 
point P, s'appelle le potentiel du système des masses y. sur le point P. 
313. Nous supposerons maintenant que la masse: active, au lieu 
d’être concentrée en des points isolés, remplisse d’une manière continue 
un volume Е. Soit р la densité de cette masse au point M (Е, и, €); ce 
sera une fonction donnée de ces variables, toujours finie et déterminée, 
et qui pourra être, soit positive, soit négative suivant la nature de 
l'agent qui occupe ce point (Е, и, E). Décomposant l’espace E en éléments 
infiniment petits do», оп aura, au lieu des formules (2) et (1), celles-ci : 


(3) [E 


(4) х- | o do, 7 一 | p— de, z 一 | o. des, 
E E 4 E 











цз из 
et ces intégrales auront évidemment des valeurs finies et déterminées si 
le point P est situé en dehors de l’espace E, comme nous le supposons 
d’abord, puisque u ne devient nul pour aucun élément dw de cet espace. 
Elles représentent donc des fonctions déterminées de x, y, z. 
Soient м’, V’ ce qui deviennent respectivement la distance м et le 
potentiel У pour un point P’, ayant pour coordonnées x 十 Az, y, z. On 


aura 
Y 一 Y 一 | № (2) 
Е لل‎ % 


Mais la fonction г: u' est développable suivant les puissances de Ax 
par la formule de Taylor, ce qui nous donne 


1 I, d fi 1 
tala) ree 
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Q étant une quantité qui ne peut surpasser une valeur fixe дапз 6 
de l'intégration. De lá nous tirons 
V' 一 V 0 /1 
Cas аж) de + عه‎ | eo. 


Faisons tendre Az vers zéro, le dernier terme aura zéro pour 
na et nous aurons 


baje re =) 


Remplaçons les ав de I : м par leurs valeurs, nous aurons, 
d’après les formules (4), 





дх 5 
OV n—y 
(5) 而 一 jp do = Y, 
ov C—z 
02 一 1 يو‎ do = Z 


Il suit de lá que le potentiel V est une fonction continue des coordonnées 
x, у, х dans tout l'espace non occupé par la masse active, fonction qui a 
pour dérivées partielles, par rapport d x, y, z respectivement, les com- 
posantes X, Y, Z de l'action de cette masse sur l'unité de masse concen- 
trée au point P. 

314. Si nous désignons par X’ la valeur de X au point P’, par vla 
dérivée de г: м par rapport à x, un calcul semblable au précédent 
donnera 


х-х- | р (v’ — 0) do, of سد وا‎ Ад سإ‎ Que, 
x x 
Q, désignant une quantité qui reste finie quand Ax tend vers zéro, d'où 


X'—X до 
= =| يحم‎ de + Az | pQide, 


oxo av (Е) 


Cette intégrale ayant une valeur finie et déterminée (P est toujours 


d’ou enfin 
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supposé en dehors de l'espace E), on conclut de cette formule et d'autres 

qui s'obtiennent de méme, que les composantes X, Y, Z de Vaction de 

la masse sur un point (x, y, 2) sont des fonctions continues des coor- 

données de ce point en dehors de la masse active, fonctions qui 

admettent des dérivées partielles déterminées par rapport à x, y, z. 
Remarquons, en outre, que l’on a 


= (:)= $5, E )—- ZE, 
et de méme 


P) A Gat SS. 


d'oú Гоп déduit 
sa (a) +) (=> 


av , av , AV _ 
oz? dat Tay PT oz 
La fonction qui figure au premier membre se représente par AV. La 
fonction potentielle У satisfait donc, dans tout l’espace non occupé par 
la matière active, à l'équation aux dérivées partielles du second ordre 
AV = 0. 
815. Les équations (5) donnent 
dV = Xdx + Ydy + Zdz, 
V est la fonction des forces que les masses actives exercent sur le point P. 
Soit F la résultante de ces forces. Si le point P éprouve un déplacement 
infiniment petit ds dans une direction quelconque, le travail élémentaire 
de la force F dans ce déplacement sera donc égal à dV, et l’on aura 


et par suite 


(6) د‎ == F cos (Е, ds). 
Pour un déplacement fini, déterminé par des valeurs 80, 8, de 8, on aura 
1 F cos (Е, ds) de = Vi — Vo, 
Se 


en sorte que l’accroissement du potentiel, quand le point P passe 6 
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position 4 une autre suivant un chemin quelconque, mesure le travail 
développé par la force Е dans ce déplacement. 

La fonction У étant continue, le lieu des points de Гезрасе pour les- 
quels У conserve une valeur donnée est une surface, que Гоп appelle 
Surface de niveau; les trajectoires orthogonales des surfaces de niveau 
sont les Lignes de force. D'après l’équation (6), en chaque point, la 
direction de la force F est normale á la surface de niveau passant par ce 
point, ou tangente à la ligne de force ; l’intensité de la force est mesurée 
par la dérivée du potentiel prise suivant la normale á la surface de 
niveau. Le signe de cos (Е, ds) étant le méme que celui de cette dérivée, 
il s'ensuit que, f étant positif, l’action est dirigée, en un point P, du 
côté de la surface de niveau passant en P où le potentiel va en croissant. 
On connait ainsi, en chaque point situé hors de Гезрасе E, la direction, 
l'intensité et le sens de la force Е. 

316. Action sur un point ¿loigné. — Soient r, d les distances respec- 
tives du point P et du point (&, и, &) à l’origine O des coordonnées, 
y l'angle dr. De l'équation 

и = y? — م20‎ cos у-|- 0: 
on tire, en développant en série convergente, 


4 
1 1 |: م‎ (220087 —Ÿ | тов, В, 





u r г 


h restant toujours fini lorsque r croft indéfiniment. Donc 


V == [ pdo-+ Гра cos y do -+ = f phdo, 


ou 
М №. т 


M désignant la masse agissante et 0, la projection, sur OP, du rayon 
vecteur de son centre de gravité. Si l'on fait croître г indéfiniment, on 
a lim У =o, lim rV = M; si Pon place l’origine O au centre de gra- 
vité, رن‎ =o et V—M:r en négligeant les quantités de l'ordre de 
x:r5, Donc 1° le potentiel s'annule pour un point infiniment éloigné; 
2° son produit par la distance de l'origine au puint actionné P a une 
limite finie égale à la masse active; 3° le potentiel sur un point très 
éloigné est sensiblement le même que si toute la masse active était réunie 
4 són centre de gravité. | 
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Si l'on transforme de même 


A A an, 





r 
on trouvera, &, se rapportant au centre de gravité, 


ME м 
xo +, 
E 


r 

toujours fini, X, et de -méme Y, Z, sont de l'ordre de т : ra lorsque г 
devient infini. On en conclut que le produit Fr* ne peut surpasser 
une limite finie lorsque г croit indéfiniment, et en plaçant l'origine O 
au centre de gravité, Ён, Ти, C1, sont nuls, et l’action a sensiblement la 
méme valeur et la méme direction que si la masse active était réunied son 
centre de gravité. 

347. Cas où le point sollicité est intérieur à la masse active. — 
Lorsque le point P est dans l’intérieur de l'espace Е occupé par la 
matière active, u passe par zéro dans les limites de l'intégration et les 
valeurs de У, X, У, Z pourraient devenir 
infinies. Pour s'assurer qu'il n’en est rien, 
considérons d’abord une masse sphérique, 
de rayon «; soient м, 0, ÿ les coordonnées 
sphériques du point M de l'élément da, 
le pôle étant au point P et 0 désignant 
l'angle MPX que fait le rayon vecteur MP — 
avec le diamètre PX. L'élément de Per. 
volume do aura pour expression u* sin 0dudódy, et l'on aura, par suite, 


V=Sff pu sin 0 dudôd. 
L'intégration relative à y se fait entre o et 2x; posons 


a= (ody, 


intégrale finie et déterminée qui ne peut surpasser une valeur fixe H, pour 
aucuno valeur de wet de 0. D'ailleurs udud représente l'élément ds de 
l'aire Z du cercle de rayon >. Nous avons done 


W’ restant fini lorsque г croft indéfiniment. Le rapport 2 restant 





四 ]دمر‎ sin ,م04‎ 
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et cette intégrale а évidemment une valeur finie et déterminée. De plus, 
sin 9 étant moindre que l'unité en valeur absolue, si и désigne une 
fraction comprise entre 十 1 et — 1, on aura évidemment 


(2) У = ив, | do = 1H, 
2 
donc, si a est très petit, У sera une quantité très реше de l’ordre de а“. 
On aura, par une transformation analogue, 


cos 9 


E do — fff p sin 6 cos бы,‏ م | سه م حدم ع 





d'oú 
Х = ff H sin 0 cos 0400, 
valeur finie et déterminée. Mais on a 
MH<H., MUsin9cos0< 1, ff dudo > ana, 

la plus grande valeur de w étant moindre que le diamétre de la sphére, 
done 
(7) Х =21m Ha, —1<m< 1. 

Ainsi X décroft indéfiniment avec ره‎ et № même raisonnement 
s'applique aux valeurs de Y, Z. 

Enfin, si l’on considère un point P’ situé à une distance infiniment 
petite Ax du point P, mais toujours intérieur à la sphère, et si u’, 6’, V’ 


sont les valeurs de м, 0, У se rapportant au point P’, l'élément du restant 
le même, on aura encore, par l'équation (a), 


у -| H sin 9'de, 7 一 Y 一 | H (sin 6” 一 sin 0) de. 
c=) À 


Mais le triangle PMP’ donne les relations 
sing sinb sin & — sin @ 


u es’ и — и” 


V' 一 V и— и’. ，，dc 
= -| a Az sin 0 = 

Observant que le second et le troisième facteur sous le signe $ ont des 
valeurs absolues moindres que l'unité; que de == udud9, on aura encore 


V'—V 
(9) Ах == و2711‎ — I < Ns «г. 


d'oú 








On voit par cette équation 4° que V' — У tend vers zéro avec Ах, 
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, 


quel que soit «; 2° que le rapport Az 





tend vers zéro en méme temps 


que a, quel que soit Az. 

318. Ces points admis, soient М une masse agissante quelconque, 
У son potentiel, X son action paralléle & Гахе des x, sur un point P de 
son intérieur. Décrivant autour de P comme centre une surface sphé- 
rique de rayon très petit a, appelons Ми, Уи, X, les valeurs de М, V, X 
qui se rapportent á la portion de la masse active comprise dans la petite 
sphère, et Ms, Vs, Ха celles qui se rapportent au reste de la matière 
agissante. En sorte que nous aurons 

M=M,+Ma, V=Vi-+ Va, X=Xi-+ Xe. 
Relativement & la masse Mg, le point P est un point extériewr, le poten- 
tiel У, et le composante X, ont des valeurs finies et déterminées, comme 
on Га établi au numéro 818. Pour la petite sphère Ми, P est un point 
intérieur, mais il résulte des calculs du numéro précédent que У et Х. 
ont aussi des valeurs finies et déterminées. D'où il suit que V et X ont 
des valeurs finies et déterminées. 

Pour un déplacement PP’ ع‎ Ах du point P parallèlement à Гахе des x 
dans l'intérieur de la petite sphère, le potentiel У de la masse M: 
prendra un accroissement У, — У, qui sera infiniment petit avec Az 
(81%); У. prendra un accroissement У, — V, jouissant de la même 
propriété (827). L'aceroissement У’— У du potentiel de la masse 
totale tendra donc vers zéro avec Az, ce qui montre que У est une 
fonction continue de x dans l'intérieur de la masse M. Toutes ces 
conclusions s’appliquent au cas où le point P est situé sur la surface 
même qui limite la masse M, car, dans les calculs relatifs à la petite 
sphère, nous n'avons fait aucun hypothèse sur la loi de la densité р. 

De même, pour ce déplacement Az du point P, accroissement 
X, — X, de la composante d'action de la masse M, sera infiniment petit 
avec Az, d’après ce qui а été établi au n° 314, P ne faisant pas partie 
de la masse Mg. D'autre part, la composante X, de l'action de la petite 
sphère M, peut être supposée aussi petite qu’on le veut, d’après l’équa- 
tion (y), si l’on prend le rayon a de cette sphère suffisamment petit, et 
il en est de même de la composante X' relative au point P’, puisque 
l'équation (y) s’y applique parfaitement; donc, il en est de même de 
l'accroissement X, — X, de X,. 
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Il suit de lá que l’accroissement 
X' — X =(X, — Xs) + (X, — Xi) 

pourra étre rendu moindre que toute grandeur donnée en prenant Ах 
et a suffisamment petits, et comme cet accroissement ne peut dépendre 
de a, on voit que X’ — X tend vers zéro en méme temps que Az. Le 
raisonnement s'applique aux composantes Y, Z, et aux accroissements 
infiniment petits Ay, Ag. Il s'applique aussi au cas où le point P est sur 
la surface qui limite la masse M. 

339. Enfin, les relations entre les dérivées de У et les composantes 


Х, У, Z subsistent quand le point P appartient à la masse М. Nous avons 
en effet 


D'après ce qui a été démontré au n° 313, le point P étant extérieur à 
l'espace occupé par la masse me ona 





У. — 
= =X +4, 
e tendant vers zéro en méme temps que Ах. L’équation (9) nous donne 
У, — У 
a = 2mm, 


Na étant compris entre 一 et + г, H, étant inférieur à une limite Вхе. 
Enfin, il résulte de l'équation (y) que 


Xq =X — Х, = X— 27mmB,0, —1<Mm< 1. 
Donc nous aurons 


8 У’ —У 
ay” A+ 2т Ноя (ns — 11) +, 


et comme nous pouvons faire décroitre les deux derniers termes du 
second membre au-dessous de toute grandeur donnée en attribuant à 
Ах et á х des valeurs trés petites, que le premier membre ne peut 
dépendre de a, il est clair que nous aurons 
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et de méme 


OV ду 
ду = Y, ; = 7. 

On conclut de tout ce qui préeéde que le potentiel У d'un système de 
masses actives sur un point P, les composantes X, Y, 7 de l'action E de ces 
masses et cetle action elle-méme sont des fonctions continues des coordon- 
nées x,y, z du point P, quelle que soit la position de ce point dans Гезрасе; 
et que les dérivées partielles de У, par rapport à x, y, z, représentent 
respectivement les composantes X, Y, 2 de l'action de ces massés: sur 
l'unité de masse au point P. 

320. Appliquons ces propriétés générales du potentiel à déterminer 
le potentiel et l’action d’une masse M, comprise entre deux surfaces sphé- 
riques de même centre O, sur un point quelconque P, en admettant que 
la densité p soit la même en tous les points d’une surface sphérique de 
centre O, et soit, par conséquent, une fonction de la distance du point 
(E, n, E) au centre de la sphére. A cause de la symétrie autour de OP, le 
potentiel V ne peut étre ici qu'une fonction de la distance r du point P 


au centre O. Or, on a 


== 2 у +2, 


4 
= و‎ 0... 
г 


дх 
d’où 


da drox rdr дм атм Ар в 


OV __dV èr _ dv OV  diV a* ع فد‎ x? 


Calculant de même les dérivées par rapport à y et & z, on a 
A = ال عق اماك‎ ea 3 A + 2 


Si le point P ne fait pas partie de la masse active, Péquation ДзУ = 0 
doit étre vérifiée et Pon a 


dr 


ФУ , 2dV_ _ 
dr? | pdr y? sg T° 
Cette équation ne peut être vérifiée, quel que soit r, que si l’on pose 
‚ ЗУ dv с 


С 
"то шв’ Vo tes 
С et С, étant des constantes à déterminer, et qui peuvent avoir des 


bs 
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valeurs différentes dans la cavité interne et en dehors de la couche sphé- 
rique. 

Supposons d'abord que P soit dans la cavité interne. C sera nul, sans 
quoi У serait infini au centre de la couche. On a У = С, : le potentiel est 
constant, et par suite X, Y, 7 sont nuls dans tout cet espace vide de 
matière active. Donc, pour déterminer Cu il suffit de chercher la valeur 
de У au point O. Soient ги, ra les rayons de la surface interne et de 
la surface externe de la couche. Le volume de la couche infiniment 
mince comprise entre deux sphères de rayons г, r ل‎ dr est 4nrtdr; sa 
densité р est une fonction donnée de r, donc 

2 


d 
сало" г 
г 


1 
Telle est la valeur constante du potentiel У dans le vide intérieur de 
la couche. 
Si P est en dehors de la surface externe, on déterminera les constantes 
C et C, en observant 1° que У devient nul pour г infini, ce qui donne 
С, = 0; 2° que Vr ou — Са pour limite la masse M de la couche, donc 
С = — М. 1] résulte de lá, si P est en dehors de la masse active, 


Voss 
r 





一 47 (" ргаг. 
г: 


еп sorte que le potentiel, et par suite l'action, est le méme que si la 
masse de la couche était réunie а son centre. On a d'ailleurs 


re M 
M—4T | ortdr, Е =" 


À cause de la continuité de V, X, Y, Z, ces résultats subsistent quand 
le point P est situé sur la surface externe de la couche. On a donc ce 
théorème : Une couche sphérique composée de couches concentriques 
homogènes a un potentiel constant et une action nulle sur tout point 
placé dans sa cavité interne; sur un point extérieur, le potentiel varie en 
raison inverse de la distance de ce point au centre de la couche, et l'action 
de la couche a la méme valeur et la même direction que si toute la masse 
active était réunie au centre de la couche. 

821. Si le point Pest placé dans l'épaisseur de la couche, on décom- 
posera celle-ci en deux par une surface sphérique de centre O passant 
par le point P. Par rapport à la couche interne, le point P sera sur la 


一 4735 一 


surface externe; оп aura, d’après ce qui précède, pour la masse M, et 
le potentiel V, de cette couche, 


M, 一 4x 1 prdr, Vi M . 
re . r 
Par rapport & la couche externe, le point P est sur la surface interne, 


et en appliquant la formule du premier cas, on aura pour le potentiel 
V, de cette couche 


Ve = 4T \"" prdr. 
r 


Done, on trouve pour le potentiel de la couche entière sur un point 
intérieur | 


(7 Va Vi Ve [7 pride 4 gn pra 
T Jr, r 
La couche externe a une action nulle; la couche interne agit comme 


si sa masse était réunie à son centre; l’action totale est donc dirigée 
vers ce centre et a pour expression 


Ces formules renferment celles qui conviennent à une sphère pleine 
et homogène de rayon В. On ap constant, гл = 0, re = В, 


4 
М = - TOR5 
3 р 
Pour un point extérieur on a 
4_ В. RS 
У = Tp ; Е = опр} 


pour un point intérieur 


(EE) (5) 


L'action varie proportionnellement à la distance au centre. Si Pon 
construit une courbe dont r soit l’abscisse et У l’ordonnée, cette courbe 
est une parabole pour г < В, une hyberbole pour r > В. | 
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On a, dans le cas du point P intéricur, 
qv 4 dv 


dr 3 pr, dei 3? 
diV , 2dV 
AV = dr? Tia 7 47 


On voit donc que AsV n'est plus nul quand le point P est intérieur à 
la masse active. L'équation (7) conduit à la même valeur de A,V pour 
une densité fonction de r, et nous verrons plus loin que cette propriété 
est générale. 

822. Il nous reste à examiner si, et dans quelles conditions, les déri- 
vées partielles secondes du potentiel sont déterminées pour un point P 
intérieur à une masse active quelconque. Reprenons l'équation 


=| odo —{ e5() a 


& cause de la relation 

ut = (E— a) + (и УЕ — 2) 
Supposons d’abord que P soit en dehors de la masse active, En vertu du 
théoréme d’Ostrogradsky, si nous désignons par S la surface qui limite la 


masse, par do un élément de cette surface, par nz Pangle que fait la 
normale intérieure à da avec l'axe des x positifs, nous aurons 


р др du ар dw p cos ях nz, 
OE E os 
Cette équation suppose évidemment que p ait une dérivée et soit, par 
suite, fonction continue de &. 

L'équation (8) subsiste si le point P est intérieur á la masse active, 
car si Гоп partage celle-ci en deux autres M, et M, comme au n° 818, 
par une sphère 2 de centre P et de rayon très petit a, l'équation (8) 
s'appliquera à la masse М. puisque P est en dehors de cette masse, on 
aura 





x, = | Op aw | p cos nz 
Es DE м 8+; 84 

Es étant le volume hors de la petite sphère, et la seconde intégrale s'éten- 

dant à la surface 5 qui limite la masse et à la surface 2 de la petite 

sphère considérée, pour le signe de cos nx, comme surface interne de Ms. 


do, 
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Quant à X,, d’après се qui a été dit au n° 327, il a une valeur très 
petite s'évanouissant avec a. L'intégrale 


LL" acl E OU  4Tpo%, 
2 


ой مم‎ désigne la limite maximum de م‎ sur la sphére, tend aussi vers zéro 
avec a. Enfin, en remplaçant р par др: 05 dans la démonstration du 
n° $87, on prouverait de même que l'intégrale 
人 06 de 
y, 06 u 
a une valeur infiniment petite avec «, donc on tirera, de l'équation 
X = X, + Xz, la relation 


др ии e,‏ 3 (+ ستاو 


e désignant une quantité qu’on peut rendre moindre que toute gran- 
deur donnée en attribuant a a des valeurs suffisamment petites, et 
qui est nulle, par conséquent, puisque X ne peut dépendre de la valeur 
du rayon a. On a donc, que le point P soit extérieur ou intérieur, la 
formule 





OX _ م‎ cos ma dp do 
d AE Tu + + 


Si le point P est intérieur à la masse, u ne devient nul pour aucun 
élément do de la surface 5, et le raisonnement du n° 848 s'appliquant 
donne pour le premier terme du second membre 


PORTE 


Quant à l’intégrale qui figure au second terme, elle الود‎ le 


Y a 
cos nx dc. 





potentiel sur le point P d'une masse dont la densité serait égale à 


Е, 


. оп prouverait donc comme au numéro 319 que sa dérivée par rapport 
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à x est égale à la composante de l'action parallèlement à x, c'est-à-dire 
que l'on a 





On a donc enfin 


X ду — — do E — 
== (o cos nde pl 天: —— dio. 

Un raisonnement semblable s’appliquerait aux autres dérivées par- 
tielles secondes de У, et il est ainsi démontré que, dans tout espace où 
la densité de la masse active varie d’une manière continue, les dérivées 
partielles du second ordre du potentiel par rapport à x, y, z ont des 
valeurs finies et délerminées. Ces conclusions ne s'appliquent pas, par 
conséquent, au cas ou le point P est sur la surface S. 








CHAPITRE XXIV. 


THEOREMES DE GAUSS, DE GREEN, DE POISSON. PROPRIÉTÉS GENE- 
RALES DU POTENTIEL. 


323. Théorème de Gauss. 一 Soit М un point de masse и; l’action 
qu'il exerce sur l’unité de masse placée en un point quelconque P d'une 
surface fermée $ est égale à п : u*, la composante de cette action suivant 
la normale intérieure n à la surface 5 est égale à 


и COS un 
—: 
Multiplions cette composante par l’élément do de la surface S et faisons 
la somme pour tous les éléments de la surface, nous aurons, d’aprés le 
théoréme d’Ostrogradsky en coordonnées sphériques (1), 


dc 一 0 ou 4nu‏ م 





(1) Voir la note II. 
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suivant que le point М est extérieur ou intérieur & Гезрасе enveloppé 
par la surfaco 5. 

Si l’action émane d'un système de masses رع‎ l’action résultante suivant 
la normale intérieure, pour chaque élément dc, sera la somme algébrique 
des actions émanant de toutes les masses, l'intégrale ci-dessus considérée 
pour la masse entière, sera la somme des intégrales relatives à chacune 
des masses р; donc, si Е désigne l’action d’un système de masses M, 
continu ou discontinu, sur un point quelconque P ; Q la portion de la 
masse M comprise sous la surface S, on aura en général 


(1) | cos Fn do = 450 


Le second membre se réduit à zéro ou à 47M, suivant que la masse 
active est tout entière extérieure, ou tout entière intérieure à la 
surface 5. Cette équation s'exprime autrement si l’on se rappelle (315) 
que la composante de l’action suivant une direction est la dérivée du 
potentiel suivant cette direction. On a 


OV 
(A) | 元 do = 470, 


dn désignant un arc élémentaire normal à l’élément do et dirigé vers 
l’intérieur de la surface $. 

334. Théorème de Green. 一 Soient U, У deux fonctions des coor- 
données x, y, z d'un point P, qui restent continues ainsi que leurs 
dérivées partielles du premier ordre dans un espace О limité par une 


surface 2. Appliquons la formule d'Ostrogradsky á la fonction ust 。 


Nous aurons 
90 OV eo д — 
AC 72) do - | 05 < 一 da أده‎ 5x dx 0 = —( UF cos mz de. 


Transformant de la même 2180161 les intégrales 


à (_0V 
GE зу) 0» (1% (93 de, 


et ajoutant les équations membre á membre, on aura, en observant que 


OV OV OV ‘OV dx ov 
эх °° nx Fay °° ny + TT cos ne — Icon ов? 
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l'équation qui constitue la formule de Green 


ov 010017 , OUOV , 01 077 

(B) |, UaiVda = 一 U an do — 7 6 元 Fay ду +53) do. 
Al faut bien remarquer, d'après la généralité de la formule d'Ostro- 
gradsky sur laquelle celle de Green est fondée, que cette équation (B) 
s applique à un espace Q compris sous une surface fermée simple comme 
l'ellipsoïde, ou entre plusieurs surfaces extérieures ou intérieures l’une 
à l’autre (groupe de sphères isolées, sphère pleine présentant des 
cavités, etc....), mais qu'il faut avoir soin dans l’intégrale superficielle, 
de tenir compte de toutes les nappes de la surface 2 qui enveloppent 
l'espace О et du sens dans lequel est dirigée la normale intérieure, par 
rapport à l’espace О, en chaque point de cette surface. 

325. Théorème de Poisson. — Supposons, dans l'équation (В), que 
U soit égal à Punité et que У soit le potentiel, sur le point P (x, y, z), 
d’un système de masses actives quelconques. Les conditions de l'équa- 
tion (B) sont vérifiées quel que soit l’espace Q : appliquons-la à une 
surface fermée У très petite décrite autour du point P. Nous aurons, le 
dernier terme de (В) étant nul, 


ov 
AW do = — | -一 dc 一 一 TQ, 
7 ١ y On + 


Q étant la masse active comprise sous la surface 2. Mais on a 


Q = ( pde, 
2 
done 


( (AsV + 47p) dw =o. 
a 


Cette égalité doit subsister quel que petit que soit l’espace ©, се qui ne 
peut être vrai que si le coefficient de dw est nul en chaque point de cet 
espace; donc on a, en un point quelconque P de l’espace, 

(C) AsV = — 470, 

équation importante qui est due á Poisson. 


Lorsque Je point P ne fait pas partie de la masse active, p est nul; 
l’équation (С) devient l’équation de Laplace (314) 


AV = о. 
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L’équation (С) suppose d’ailleurs (82%) que la densité р soit continue | 
au point P. Elle ne s'applique pas á un point situé sur la surface S qui 
limite la masse active, oú p varie brusquement et oú les dérivées 
secondes de Y n'ont plus une valeur déterminée. 

S26. Cas particuliers de la formule de Green. — Si dans l’équa- 
tion (В) nous prenons U = V, У désignant le potentiel de masses actives 
quelconques, nous aurons, en observant que ДзУ = — م475‎ et que l'on 


a la relation 

ду ov! 07. 

35) + (ay) +(e) =, 
l'équation 


(D) AT 7 Vpdo =| vd, E*do. 


Dans la formule (В), les fonctions U et У sont supposées satisfaire aux 
mêmes conditions générales; on peut done les permuter l'une dans 
l’autre sans difficulté. Si Гоп retranche de I’équation (В) celle qui résulte 
de cette permutation, le dernier terme, qui est symétrique en U et Y, 
disparait par la soustraction, et Pon a cette autre formule importante 
donnée par Green ١ 


(Е) | (ау — VA) de = | (05 == do, 
qui a la même généralité que la premiere. 
Supposons, par exemple, que Гоп prenne 
=. 
г étant la distance du point P (x, у, я) à un point р (а, 6, с) qui est 
donné, en sorte que 
rt = (x — a+ (y—0) + (2 — cp. 
Il faut supposer р hors de l'espace О, sans quoi U deviendrait infini 
entre les limites de l'intégrale. Dans ce cas, U satisfait aux conditions de 
l'équation (В), et У y satisfera si nous prenons pour У le potentiel d'un 
système de masses actives quelconques. Nous aurons d’ailleurs, d'après 
l'équation (С), 


d . 
UA, Удо 一 一 +" | م‎ 一 一 一 4TVp， 
2 a 了 
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Ур désignant Ic potentiel, sur р, de la partie des masses actives com- 
prise dans l’espace О; AU est nul, саг U peut être regardé comme le 
potentiel d'une masse г placée en р sur le point extérieur P, et l’équa- 
tion de Laplace s'applique. Donc l'équation deviendra 
10V yo 1 

(0) 1 € On Vonr) + me 

327. On a observé plus haut que cette équation ne s'applique plus si 
le point р est intérieur à О. Dans ce cas, nous décrirons du point р 
comme centre une sphère с de rayon х aussi petit que nous voudrons, 
nous appliquerons l’équation (x) à l’espace О’ compris entre cette sur- 
face a et la surface 2, ce qui sera évidemment permis puisque р ne fait 
pas partie de cet et nous aurons 


1 OV 10V 
| Gan wat de +f Gx у [р PT 


Pour chaque élément de de la surface sphérique, г a la valeur constante 
a, de n'est autre chose que dr; donc, en vertu de l’équation (А), 


1 OV т f OV 414 83 1 1 dr I 
| nz) 9 tE, Onr rida a” 


q étant la masse active comprise dans la petite sphère. L'intégrale qui 
figure dans le second membre est égale au potentiel У › de la masse active 
comprise dans l’espace О, moins celui de la masse y sur le même point р, 
soit v,. Donc on aura 
10V т 1 
| (; Узы: 4 = Vdo + 4т (У, — vp). 


ron 0 


Mais, en chaque point de la surface ره‎ on a, á cause de la continuité de V, 
V=V, | و6‎ 

V, étant le potentiel de la 28586 totale sur le centre р de la sphére et ع‎ 

une quantité qui décroit indéfiniment en même temps que х. Donc 


| Vda = ¿nar У, + edo, 


le dernier terme étant infiniment petit par rapport à 28. Comme le 
premier membre de l'équation ci-dessus ne saurait dépendre de la valeur 
de ره‎ on peut faire décroltre х indéfiniment; le rapport q : x tend vers 
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zéro, v, est dans le mème cas; le second membre a donc pour limite 


— Uy + 4nVp—= лу, 

Vp désignant le potentiel, sur le point р, de la portion de la masse 
active non comprise dans l’espace О. De lá résulte le théorème 
exprimé par l'équation 


(F) | م‎ дп 7.5) م‎ 


suivant que le point р est extérieur ou intérieur par rapport à l'espace 
enveloppé par la surface fermée У. En voici quelques conséquences : 
4° Si toute la masse active est comprise dans l'espace О, on a 


V ,ملاح‎ Vp وعد‎ 


CE ED Diet PS 


selon que р est extérieur ou intérieur à О. 
2° Si, au contraire, l’espace (2 est entièrement vide de matière active, 
on aura У» = о, Ур = Vp, et par suite 


1 OV 
RE RC Lt 4nV, 


selon que le point p est extérieur ou intérieur 4 Q. 
Dans ces deux cas, la formule (F) offre cette propriété remarquable, 
que Гоп peut déterminer la fonction У dans tout l’espace, si Гоп connaît 


et par suite 


V et > sur toute l'étendue d'une surface fermée. Mais ces deux quantités 


ne peuvent étre données arbitrairement, comme on le verra plus loin. 
3° Prenons pour surface 2 une surface sphérique de rayon В, ayant 
son centre au point p. Nous aurons ici, pour chaque élément de de cette 
surface, 
01 II 


r=R, ап = — dr, Onr Ri” 


OV 4TQ 
(ion oe do—= 


Q désignant la portion de masse active comprise dans Гезрасе Q; 
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l'équation (Е) deviendra, р étant intérieur à O, 


Q LA 
| Vdo = 4nR? nv). 


Si toute la masse active est comprise sous la surface de la sphère, on а 
Ур — 0, ) =M, et 


( Vdo = 4т ВМ. 
2 


Si la sphére пе renferme aucune partie de la masse active, on a 
Q 二 一 O, Vo 一 一 Vo 9 


| Vde = 4nR*Vp = V, ( 4, 
2 2 
d’où 


(G) | (У — Ур) do =0. 
2 


Cette formule, due à Gauss, se traduit en théorème si Гоп observe 
que le rapport de l'intégrale | 
| Vda 
Z 


à ¿TR? ou [do n'est autre chose que la valeur moyenne du potentiel У 

sur la surface Х, en sorte que, si une surface sphérique ne renferme 

aucune portion de la masse active, la valeur moyenne du potentiel sur 

cette surface est égale à la valeur du potentiel au centre de la sphère. 
328. Conséquences des formules précédentes. — Appliquons la for- 

mule (D) à unc surface fermée 2 dans laquelle пе se trouve aucune por- 

tion de la masse active; p sera nul en chaque élément dw, nous aurons 

ду 


, 2 = 一 一 — . 
(D’) Ce do (va de 


Si la surface 2 est une surface de niveau relative au potentiel У, V a 
une valeur constante V, dans la seconde intégrale, et par suite 


人 Fido = — Vi | OV demo, 
0 ; дп 


d'apres la formule (A), puisque © est icí nul. Mais le premier membre 
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ne peut se réduire à zéro, tous les éléments de l'intégrale étant positifs, 
que si l’on a F =o dans tout l’espace О, et par suite 


OV OV ov 

dx — O, dy O, d > 
done У est constant et égal à V,. Donc, lorsque le potentiel d'un système 
de masses a une valeur constante V, en chaque point d'une sur- 
face fermée = qui ne renferme rien de la masse active, il a cette même 
valeur constante, et Paction est nulle, dans tout l’espace enveloppé par 
сейе surface. 

Si donc le potentiel est nul sur la surface, il est nul dans tout l'espsce 
О. De la on conclut que st le potentiel У est donné sur toute la surface 2, 
il est déterminé pour tout point intérieur. Car s’il pouvait exister, en 
dehors de l'espace О, deux distributions de la masse active, caractéri- 
sées par les densités р’ et р”, donnant le même potentiel sur chaque 
point de la surface 2, et deux potentiels différents У’ et V’’ sur chaque 
point intérieur, la masse active formée avec la densité р’ — p” aurait un 
potentiel 

v= (ee y y”, 
u u 
qui serait nul, par conséquent, sur chaque élément de la surface 2, et 
qui serait nul, en vertu du théoréme ci-dessus, sur tout point intérieur. 
On aurait donc У’ = У” dans tout l’espace enveloppé, ce qui est contre 
l'hypothèse. 

Il résulte de la même équation que, si D est donné pour chaque 
point de la surface 2, У est déterminé, à une constante près, dans tout 
l’espace intérieur à 2. Supposons d’abord que Se soit nul sur la surface. 
La formule (D’) donnera F =o et У constant dans tout l'espace О; 
У aura donc une valeur constante V sur la surface 2. Si OV : дп a une 
valeur donnée, constante ou variable, sur la surface 2, un raisonnement 
conforme à celui qui précède montrera que la différence V' — У” est 
constante dans l’espace О. 

329. Nous avons supposé l’espace Q vide de matière active ; suppo- 
sons maintenant qu'il la renferme toute, et appliquons la for- 
mule (D’) à l’espace О’ compris entre la surface 2 et une surface sphé- 
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rique Z’ de rayon В arbitrairement grand, qui enveloppe la première. 
Nous aurons, en observant que, sur la surface 2, la normale intérieure 
à O, est extérieure par rapport à О, 
| F'do 一 | VTT de — VTT de. 
о’ -了 n , n 
La derniére intégrale peut étre rendue aussi petite qu'on le veut, en 

prenant В suffissmment grand; car sur la surface 2’ les valeurs de У et 
de OV : On différeront aussi peu qu’on le voudra de M: В et de М: В: 
(826) en plaçant l'origine au centre de gravité de la masse active. 
L'intégrale aura donc la valeur approchée 

М? __ 475 М 

5, 
quantité dont la valeur décroît indéfiniment lorsque В devient infini. 
On aura donc, avec autant d'approximation qu'on voudra, 





Si У est contant (== V.) sur la surface 2, on aura 


人 Fido 一 4nMV,, 
Q’ 


en vertu de l'équation (A). Si V, = о, Vintégrale est nulle, et par suite 
F—oet У =0 en chaque point de l’espace О’. De lá ce théorème : Si 
le potentiel est nul en chaque point d’une surface fermée qui renferme 
toute la masse active, Ц est nul en tout point de l’espace extérieur à cette 
surface. 

Dans ce cas, si Гоп applique à la surface l’équation (A), en observant 


que oY est nul en chaque point de 2, on aQ = о, la somme de la masse 


active est nulle. 

Cette masse est donc composée, par parties égales, de matière à densité 
positive et de matiére d densité négative. 

On déduirait de lá ce théoréme plus général, que si le potentiel est 
donné pour tous les points d'une surface fermée 2, qui renferme la 
totalité de la masse active, il est déterminé, par cela méme, pour un 
point quelconque de l'espace extérieur à cette surface. La surface 
peut être composée de plusieurs surfaces fermées distinctes. 
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330. Considérons encore un espace Q limité par une surface fermée, 
ne renfermant aucune partie de la masse active, et admettons que le poten- 
hel ait une valeur constante A dans une portion finie a, quelque petite 
qu’elle soit, de cet espace : il aura la même valeur constante dans tout 
l'espace a. Car, dans l'hypothèse contraire, il existera un espace 6, con- 
tigu à a, dans lequel le potentiel aura une valeur différente de A et où 
la différence У — A sera partout de même signe, à cause de la continuité * 
de V. D'un centre р, pris dans la région a, on pourra décrire une sur- 
face sphérique Z comprenant une portion de la région а et une portion 
de la région b, et lui appliquer la formule (G), ce qui donnera, à cause 
de V, = A, 


| (Y — 4) de — 0. 


Mais У — А est nul pour la portion de 2 comprise dans l'espace a; il а 
un signe constant dans la région b; tous les éléments de l'intégrale 
étant de même signe, il est impossible que celle-ci soit nulle. L’hypo- 
thèse est donc absurde. 

Deux cas peuvent se présenter dans l'application de ce théorème : 
1١ Si l’espace © est enveloppé de toutes parts par la masse active, la 
constante А peut avoir une valeur quelconque ; 2° si, au contraire, cet 
espace n'est pas enveloppé par la masse active, de sorte qu’une ligne 
continue puisse passer de l’espace О à l'infini, où le potentiel est nul, il 
il est clair que À sera égal à zéro. 1 

831. En dehors de l'espace occupé par la masse active le potentiel ne 
peut acquérir une valeur maximum ou minimum. En effet, soit р un 
point où V serait maximum ou minimum, en sorte que, du point p 
comme centre, on pourrait décrire une surface sphérique d'un rayon 
assez petit pour que, en tous les points de cette surface, on ait У < V, 
ou V > V,. Cette sphère ne renfermant pas de matière active, on appli- 
querait l'équation (G), on aurait 


(, (У — V,) dc = 0, 


ce qui est absurde, puisque У — Ура le même signe pour tous les élé- 
ments do. 

Il suit de lá que, si une surface fermée Х enveloppe un espace vide 
de matière active, la plus grande et la plus petite valeur que le poten- 
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tiel У puisse acquérir dans l’espace enveloppé sont respectivement égales 
à la plus grande et à la plus petite des valeurs qu'il acquiert sur la sur- 
face 2; d'où l’on conclut de nouveau ce théorème (328), que si У est 
constant sur la surface, il est constant dans son intérieur. 

332. Reprenons l'hypothèse d'une surface de niveau fermée enve- 
loppant toute la masse active, et excluons le cas où, sur cette surface et 
dans tout l’espace extérieur, V serait пи]. V, étant la valeur de V sur la 
surface, en dehors de celle-ci У sera partout de méme signe que V,. Car 
si, en un point р, У était de signe contraire à Vi soient V; > oet Vp <0, 
— k une constante comprise entre V, et zéro. Menons du point р une 
droite quelconque rencontrant la surface У : Пу aura sur cette droite un 
point où У 一 — k, car V est continu et passe de la valeur V, à ولا‎ qui 
est positif, Sur une droite menée du point р à Pinfini sans rencontrer 2, 
У passera de V, à zéro et aticindra encore en un point la valeur — k. 
Le lieu de ces points ой У == — k sera, vu la continuité de У, une sur- 
face fermée entourant complétement le point p et ne renfermant, d'ail- 
leurs, aucun élément de la masse active puisqu'elle est tout entière 
en dehors de У. Donc, d’après un théorème énoncé (328), le potentiel 
aurait la valeur — k dans tout l'intérieur de cette surface ; par suite, au 
point р, ce qui est impossible, puisque V < — k. 

Un raisonnement analogue montrerait qu'en aucun point de Гезрасе 
extérieur У ne peut acquérir une valeur de même signe que V:, mais 
numériquement plus grande. Donc, en touf' point extérieur à la sur- 
face 2, le potentiel a une valeur comprise entre Vi et zéro. 

On peut donc se faire l’idée suivante de la marche du potentiel У en 
dehors de la surface Хой il a la valeur constante ولا‎ et qui renferme 
toute la masse active. Si Гоп s'éloigne sur la normale extérieure, á 
partir d'un point quelconque de 2, le potentiel décroit en valeur abso- 
lue, et acquiert une valeur ولا‎ de même signe que V,, mais plus petite. 
Le lieu des points où V a la même valeur Vs sera une nouvelle surface 
de niveau envoloppant la première 2, et à laquelle on pourra appliquer 
les mêmes raisonnements qu’à celle-ci. On verra de la sorte que les 
surfaces de niveau relatives au potentiel V se succédent, chacune ren- 
fermant la précédente et ayant un niveau potentiel de méme signe et de 
valeur absolue moindre, jusqu'à l'infini où le niveau potentiel est égal à 
zéro. 

333. On peut encore démontrer, en s'appuyant sur les formules (B), 
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(С) et (0), le théorème suivant du à Dirichlet : Soient M une constante 
et pune fonction de x, у, 2 donnée dans tout l'espace. Si une fonction У 
de x, y, z est continue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, 
dans tout l'espace; sí elle satisfait à la condition limrV =М pour 
r — © , et si elle vérifie en chaque point de l’espace, sauf peut-étre en 
certaines surfaces ou lignes sur lesquelles la fonction p est discontinue, 
l'égalité 
AV = — 4np, 

cette fonction У n'est autre chose que le potentiel d’une masse répandue 
dans l’espace suivant la loi de densité représentée par р, et сейв masse 
est égale à M. 

Ce théorème ne nous étant pas nécessaire, nous nous bornerons à 
l’'énoncer. 


CHAPITRE XXV. 


POTENTIEL D'UNE COUCHE SANS ÉPAISSEUR RÉPARTIE SUR 
UNE SURFACE. 


334. Dans plusieurs questions importantes se présente le cas ой la 
matiére active, au lieu d’étre répartie dans un espace á trois dimensions, 
se trouve distribuée en couche d'épaisseur absolument inappréciable 
sur une surface donnée S, ce qui suppose qu’elle y posséde une den- 
sité р trés considérable. Dans ce cas, au lieu d'introduire dans les 
calculs cette épaisseur trés petite et inconnue e et la densité р, on pré- 
fère généralement assimiler le problème à celui d'une masse sans épais- 
seur, et Гоп appelle densité superficielle de la couche en un point M, 
le rapport À de la masse qui couvre un élément de surface do autour du 
point M à cet élément do lui-méme. Au fond, Á est la limite du produit 
pe de la densité de la couche par son épaisseur, lorsqu'on suppose que 
cette épaisseur décroisse indéfiniment en même temps que la densité p 
croît à l'infini. | 

Quoique cette manière de présenter les choses entraîne quelques 
difficultés spéciales, comme sur d’autres points elle procure des 
simplifications notables, nous croyons devoir l’adopter dans la suite. 


54 
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Dans l'hypothèse admise, la masse Q de la matière agissante et son 
potentiel У sur un point P (x, у, =) ont pour expressions 


(1) o—| hdo, "一 | hda 

`. 8 8 Y 

и ayant toujours la signification conaue, de la distance du point Рац 
point M. 

Nous admettrons, dans tout ce qui suit, que la densité À, constante ou 
variable, est une fonction de &, и, С finie et continue sur la surface, et 
que celle-ci a, en chacun de ses points, un plan tangent déterminé et une 
courbure finie. 

325. Lorsque le point actionné P ne fait pas partie de la couche 
active, il n’y a aucune difficulté à démontrer, par les mêmes moyens 
que nous avons employés dans le même cas, pour le potentiel d'une 
masse active à trois dimensions, que le potentiel V de la couche est une 
fonction finie, continue des coordonnées x, y, z, ainsi que ses dérivées 
partielles du premier et du second ordre, et que les premières repré- 
sentent respectivement les composantes X, Y, Z de l’action Е de la 
couche sur le point P, savoir : 


(2) x=( A 


Е —х 
из 


© مسب 
u?‏ 











do, Y 一 | 2 de, z = | pe ds; 

в и 8 
que si le point Р s'éloigne indéfiniment de l'origine O des coordonnées, 
on aura encore 


limV=0 et limrV —Q, 


من عد 


(r = distance OP), et que r?F ne pourra pas surpasser une limite finie; 
qu'enfin on aura toujours la rela tion 


AV = 0. 


Mais si le point P fait partie de la couche active, ces diverses pro- 
_ priétés ne sont plus démontrées, et la question demande un examen 
plus attentif. Nous allons démontrer d'abord que le potentiel Y con- 
serve une valeur déterminée, et varie d'une maniére continue quand le 
point P se déplace soit sur la surface, soit au dehors. 

Du point P comme centre, dans le plan tangent á la surface en ce 
point, décrivons un cercle d'un rayon x arbitrairement petit; soient ولا‎ 
lc potentiel de la petite portion S, de la surface active qui se projette dans 
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l’intérieur de ce cercle, У, celui du reste S, de la surface, en sorte que | 
У =V, + Va. 
Décomposons l’aire du cercle en éléments infiniment petits par des 
rayons г et des cercles concentriques ; soient rdrd0 l'aire d'un de ces 
éléments, de l'élément de la surface Si dont il est la projection, у l'angle 
de la normale à do avec la normale en P, angle qui sera très voisin de 
zéro puisque nous supposons « très petit. Nous aurons 


de = rdrdô ` y п de x hrdr 
= , ' 人 1 44 COS y ١ 


cos y 0 








Le rapport r : и est un cosinus, numériquement moindre que l'unité; 
le rapport À : cos у, que nous désignerons par К, reste toujours inféricur 
en valeur absolue & un nombre k,; nous aurons donc 


237 e 
му < ("a (tido ou A Vi < атйа. 


Ainsi V, a une valeur finie, délerminée, et qui décrott indéfiniment 
lorsque « tend vers zéro. | 

Si l’on suppose que le point actionné soit, non au point de contact P, 
mais en un point voisin P’ placé, soit sur la surface Si, soit près 
de cette surface et se projetant dans l'intérieur du petit cercle de 
rayon ره‎ on prendra pour origine des coordonnées la projection du point 
P’ sur le plan tangent en P; l'expression de ds restera la même, l’inté- 
gration relative à r se fera entre zéro et une limite supérieure toujours 
moindre que 2a, et l’on arrivera à la même conclusion. 

Relativement à la portion Ss de la surface, P est un point extérieur, 
Va a donc une valeur détermiaée et finie, il s'ensuit que la somme 
Vi + Va = У jouit de la même propriété. 

Supposons maintenant que du point P on passe à un point infiniment 
voisin P’, soit sur la surface $, soit en dehors de eelle-ci. Appelons 
" Vi, У, les valeurs de У; et Vs pour cette nouvelle position du point 
actionné. Les points P, P’ ne faisant pas partie de la surface Ss, la conti- 
nuité du potentiel en dehors de la masse active exige que У, — V, 
décroisse indéfiniment avec la distance PP’. D'autre part, les potentiels 
V,, У, peuvent étre supposés aussi petits que Гоп veut, d’après les 
remarques faites plus haut, puisque nous ponvons prendre a aussi 
petit que nous voulons. A plus forte raison, la différence У, — У, peut 
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être censée moindre numériquement qu’une grandeur donnée queleon- 
que. Il en résulte que la somme 

У, — У, EV, — У, =У’—У 
peut être rendue aussi petite qu’on le veut, et par conséquent tend vers 
zéro avec PP’. Nous concluons de lá que le potentiel У est une fonction 
continue de x, у, z dans tout l'espace indéfini. 

336. Mais cette propriété ne s'étend pas aux dérivées partielles de У, 
qui généralement éprouvent une variation brusque lorsque le point P 
traverse la surface. Cherchons d’aberd si l’action F conserve une valeur 
et une direction déterminées quand le point P est sur la surface. Nous 
supposerons, pour plus de simplicité, que l'origine soit au point P et l’axe 
des z positifs dirigé suivent la normale dans un sens déterminé. 
Partageant comme plus haut la surface en deux parties S, et و5‎ et dési- 
gnant par Хи, Уз, Z: les composantes de l’action Е, exercée par la partie 
$, nous aurons 

х=0, Y=0, Z=0, 
x, =( hide и. | me, 1. =| hide 


5 
os, Y 











Nous décomposons S, en éléments de comme ci-dessus, et nous 
posons toujours k == h : cos v. Nous admettons, cos y étant égal à r et 
hah, pour r == 0, que К soit développable en une expression de la forme 

hr,‏ حدم 
À étant une fonction de г et de 9 qui ne peut surpasser un nombre‏ 
donné. Nous développons aussi © suivant les puissances de E, n en‏ 
observant que le plan tangent en P coïncide avec le plan ХУ; ce qui‏ 
donne‏ 
E—rcos0, n=rsin0,‏ 


| . 
(AE + BEn-Cn*) += — (40080 + Bsin 0080 +Csin )--..., 
ou enfin 
¿=P (N+ 8), 
N étant une quantité qui a une valeur limitée sur la surface Sy et م‎ 
une quantité qui tend vers zéro avec r. Enfin 


ани + Ot =r? hr (N+ p), 


| "رمس ا ane‏ 
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Substituant, nous trouverons 


Xi El — م‎ + «| cos 9464г 


= (( (F+i+er) cos gdbdr， 


w restant fini dans les limites de l'intégration. La partie principale de 


cette intégrale, 
а а 
h, | cos 94047 _ h. | A ” cos edo, 


1 o” vo 
est nulle(1). La partie restante est évidemment finie et très petite en 
même temps que a. Nous conclurons donc, les mêmes considérations 
s'appliquant à Y,, que les composantes tangentielles X, et Y, de l’action 
de la couche superficielle S, sur un de ses points ont des valeurs finies 
et déterminées. 
La valeur de С, transformée de la même manière, deviendra 


1, = 1 x Ч Ar) (N + p) Ё — ¿mn + a] 474 


一 人 人 an 十 mana 


et cette intégrale double aura évidemment une valeur finie et déterminée, 
qui décroitra indéfiniment avec х. Les composantes Xy, Ya, Zs de l’action 
de la partie S, sur le point P étant nécessairement finies et déterminées, 


(1) Gauss et Rizmanx regardent cette intégrale comme indéterminée, et il est cer- 
tain qu'on a un résultat nul ou infini suivant l’ordre dans lequel on effectue les 
intégrations. Nous croyons pourtant qu'on doit préférer la valeur zéro, pour les rai- 
sons que voici : 1° cette intégrale donne l’action X, dans le cas où la surface agissante 
est un cercle homogène dont P est le centre, cas où il n°y a pas de raison pour que la 
force soit dirigée dans un sens plutôt que dans un autre; 2° si l’on prend l'intégrale. 
d’abord entre un infiniment petit « et a par rapport à r, et entre 0 et Эх par rapport 
à 0, elle est toujours nulle si petit que soit «; 3° dans l'hypothèse plus voisine de la 
réalité, ou l'épaisseur e de la couche est très petite, mais non pas nulle, X, garde 
toujours une valeur finie, même quand e décroit indéfiniment. Si la fiction des 
couches superficielles sans épaisseur devait conduire à ce résultat singulier, que la 
couche n'exerce sur ses propres points que des actions inddtermindes, il faudrait, nous 
‘semble-t-il, la bannir de la théorie du potentiel. L 
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puisque P est un point extérieur par rapport à 5», on реш сопешге de 
cette analyse que les composantes X, Y, Z de l'action de la couche super- 
ficielle S, sur un point de sa surface, ont des valeurs déterminées et finies. 


337. Mais ces composantes, qui sont représentées par les dérivées 
partielles 


ov, av av 
дх ' ду’ dz 


du potentiel lorsque le point P ne fait pas partie de la surface, et varient 
d'une maniére continue comme ces dérivées, ne jouissent plus des mémes 
propriétés lorsque P traverse la surface. Ainsi, la composante normale 


varie brusquement lorsque le point P s'éloigne d'une quantité e, si petite 


qu'elle soit, de part ou d'autre de la surface, parce que le rapport e 





qui est un cosinus, a pour limite, lorsque ¢ tend vers zéro, la valeur 
— 1,0 ou -+-1 selon que le point P est extérieur, sur la surface ou à 
l'intérieur. Sur la surface même, la dérivée >. est indéterminée. Sans 
entrer dans les détails, nous nous bornerons & établir un théoréme 
capital qui met ce résultat en évidence. 

Notons d'abord que le théoréme de Gauss compris dans l'équation (т) 
du chapitre précédent reste évidemment applicable au cas où l’action est 
exercée par une masse active répartie en couche sans épaisseur, & вир- 
poser que cette couche ne se confonde pas, en toul ou en partie, avec 
la surface S. De méme, la formule de Green, celles que mous en 
déduites et leurs conséquences générales, s'appliquent au potentiel 
d'une couche superficielle dans les conditions ой il jouit des propriétés 
de continuité supposées par les démonstrations; mais il ne faudrait pas 
les appliquer á des cas qui supposent la continuité de la dérivée du 
potentiel normalement à une surface, si celle-ci était couverte par la 
matière active. 

338. Concevons une surface ou portion de surface $ recouverte de 
matière active dont la densité № suit une loi donnée. D'un point O, 
pris sur la surface, décrivons une surface sphérique 2 de rayon arbi- 
traire, et appelons 2’, =” les deux portions de cette surface détachées 
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respectivement par deux surfaces S', S” parallèles à $ et infiniment 
voisines de celle-ci de part et d'autre; О” le volume compris entre 2' et 
S’; О’ le volume compris entre 2” et 5”. Appliquons l'équation (1) du 
n° 323 successivement & ces deux espaces, et comme ils ne renferment 
aucune portion de la masse active, nous aurons 


| Е cos Fndo + Е cos Fndo = 0, 
2 S 


| Е cos Fnde عل‎ | Е cos Fado = o. 
2” Ss”! 

Soient dn, dn’ les éléments pris respectivement sur la normale á la 
surface S, du côté intérieur et du côté extérieur; OV :. дп, OV: дп’ les 
dérivées de V suivant ces éléments. La composante normale E cos Fa, 
sur la surfece 5’, diffèrera infiniment peu de OV : дп, et sur la surface S”, 
de OV : On’. D'autre part, cette composante ayant une valeur finie 
sur la zóne infiniment étroite de 2 comprise entre $’ et 5”, l'intégrale 
de F cos Fnde étendue à cette zóne peut être négligée. En ajoutant 
membre à membre les deux équations ci-dessus ct ayant égard à ces 
observations, on a, à la limite, 


== OV , OV 
(F cos Fndo = 一 | an ton’ ) Y 


Mais, d’après le théorème de Gauss, l’intégrale qui figure au premier 
membre a pour valeur 4n{hd, donc enfin 


| (to + 4h ) de 0. 


Cette égalité subsiste, quelle que soit la portion S de la surface 
découpée par la sphère. 11 faut donc que le coefficient de do soit nul, et 
Yon arrive à ce théorème : 

En chaque point d'une surface recouverte de matiére active, la densité 
h de cette matière satisfait à l'équation. 

(H) a اكد كعد‎ = — 47h. 


Il faut bien observer que les dérivées partielles qui figurent au 
premier membre sont prises à partir de la surface, dans deux sens 


— == 
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opposés. Cette équation démontre donc que la dérivée du potentiel 
suivant une ligne qui traverse normalement la surface active éprouve, 
au point ой cette ligne traverse la surface, une solution de continuité. 
Il en est done de même de la composante de l’action suivant cette ligne, 
puisqu'elle est représentée, en dehors de la surface, par la dérivée du 
potentiel. 


CHAPITRE XXVL 


RELATIONS ENTRE LE POTENTIEL D'UNE MASSE A TROIS DIMEN- 
SIONS ET LE POTENTIEL D'UNE COUCHE SUPERFICIELLE. 
COUCHES DE NIVEAU. 


339. Nous allons d’abord généraliser la formule de Green, étendue а 
l’espace Q compris sous une surface fermée 2, savoir : 
OV 人 OUOV , 00807 , QU x) 


(B) | UAW dom —( 05 de — o de dx dy dy Где dz » 


Appliquons cette formule à l’espace О’, compris entre la surface Х et 
une sphére 2’, d'un rayon arbitrairement grand, qui enveloppe com- 
plétement 2, et ramarquons que l’élément normal à la surface 2, mené 
vers l’intérieur de l’espace О’, se confond avec l’élément dn’ de la nor- 
male extérieure par rapport á l'espace Q. Nous aurons donc, en ajoutant 
membre á membre les deux équations ainsi obtenues, 
OV 
5! 
-“Q+0 

Faisons croître indéfiniment le rayon de la sphère et admettons que 
О, У soient des potentiels de volumes ou de surfaces occupant un espace 
fini. D’après des considérations déjà présentées (829) l'intégrale relative 
à la surface 2'tendra vers zéro; l’ensemble des espaces Q et О’ deviendra 
l’espace indéfini tout entier qui s'étend des deux côtés de la surface 5, 
et nous indiquerons par l’indice со unc intégrale triple qui s'étend à tout 
cet espace. Nous aurons ainsi 


(Ga de Fay dy Где ds 


OV , OV 00817 , AUOV , 01 07 
. E 一 一 一 一 一 一 一 一 d 
(1) | "مده‎ do ju on + 3) de ( ) 


OV , OV OÙ OV 
.d — = — سم — — — — ممست‎ ... 
UAW @ | U ton) dc بيك أ‎ | 元 + مه‎ 
2+2 2 








On peut, dans cette égalité, permuter les fonctions U et Y qui jouissent 
des mémes propriétés, et Гоп a, en retranchant, 
OV , OV OÙ , OU 
(2) ( (Оу — 4:0) da 一 一 [о wa ولد‎ 4-| 5 + 5» ) do. 
840. Comme première application, supposons que У soit le poten- 
tiel d'une couche de densité Á sur une surface fermée $, et U le poten- 
це] У’ d'une couche, de densité différente А’, répartie sur la même sur- 
face. Prenons 5 pour la surface 2. Nous aurons par tout l’espace indéfini 
AsU =0, АУ = о, puisque toute la matière active d’où émane, soit le 
potentiel U, soit le potentiel У, est concentrée sur la surface 5. 
D'autre part on a, en chaque point de cette surface, d’après l'équa- 
tion (H), 
OV , OV OÙ , OÙ , 
Sn Ton = — 47h, In Tan — 4тй’; 
en substituant dans l'équation (2) on aura donc 


(3) | Wide 一 | ww 


Cette équation constitue une réciprocité remarquable entre les deux 
distributions Á et h’ sur une méme surface. 

Il faut remarquer que cette équation, comme les précédentes, subsiste 
si la surface S est de nature telle qu’une droite puisse la rencontrer en 
plus de deux points, et si méme elle est composée d'un systéme de 
plusieurs surfaces fermées disjointes. 

Supposons maintenant que V désigne encore le potentiel d'une masse 
Q répartie sous une densité A sur la surface S, et U le potentiel d'une 
masse active М répartie dans ип espace & trois dimensions E, suivant 
une loi caractérisée par la densité р. Dans l'équation (2), AsV sera nul 
pour tout élément dw de l’espace indéfini; AsU sera aussi nul, sauf pour 
les éléments dw compris dans l’espace E, ой il se réduira à — 479 en 
vertu du théoréme de Poisson (325). On aura done 


| UA.V = 0, VA = — 4r | Vodw, 
со co “E 


Sur la surface $, on aura en chaque point 


OV , OV 90, aU 
on Ton — 47h, In Tao 
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car le potentiel U satisfait & la loi de continuité de la dérivée. L’équa- 
tion (2) nous donne done 


(4) | | Vede = | Uña. 


Le potentiel total de la couche Q sur la masse M est donc égal à celui 
de la masse M sur la couche Q, réciprocité analogue à celle ci dessus. 

Revenons à l’équation (1), et remplacons U et У par U-+ V, dans 
lequel U et У auront la même signification que ci-dessus. L’équation 
deviendra d’abord 


| سمط ره + مم رسن‎ WHS + + ل‎ de 


—| A: (U + У) do, 


+ 


A1 désignant, en général, la somme des carrés des dérivées partielles 
d'une fonction 9 par rapport à x, y, z. 
Mais on a, par les mêmes raisons que ci-dessus, 


АзУ =о, 0ح اوه‎ ou 一 4rp， 


ou , aU OV , OV 
da Ton = 0, Sn Ton = — 47h, 
d’où, réduisant, 
(5) (0 + V) هلم‎ + | (0 ме, | A,(U-+V)do, 
E S “o 
Le premier membre n'est autre chose que le potentiel de toute la 
masse active sur elle-même, et l'équation montre que ce potentiel est 
exprimable par une intégrale définie triple qui s'étend & tous les 
éléments de volume de l'espace indéfini. 
Si la masse active n'existait que sur la surface S, on aurait partout 
p=0, U==0, el 


1 
Vhd = | A,V «do, 
O | Vide = 


Si la masse active se réduisait á celle qui occupe l'espace E, on aurait 
h=0, У ==0, 


(7) | Upa = = | aw ‚ do. 
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L'espace E peut se composer de plusieurs volumes distincts el la 
surface S peut étre un groupe de surfaces fermées indépendantes les 
unes des autres. 

348. Au moyen des principes qui précèdent, nous pouvons aborder 
la démonstration de théorémes célébres, dus á Gauss, qui jouent un 
rôle important dans l'électrostatique. 

Désignons par U le potentiel d'un système de masses M, distribuées 
suivant une densité variable p dans un espace à trois dimensions E, 
qui peut se composer de plusieurs espaces disjoints .E’, E”,....; par 
V le potentiel d’une masse Q, distribuée suivant une loi de densité 
représentée par la fonetion h de (x, y, 2) sur une surface fermée $. Posons 


(8) دم‎ (Vv + 0) hdo + | w+u pda, 


en sorte que P représente ici le potentiel de toute la masse active sur 
elle-même, 1 

Les masses М sont supposées fixes, en sorte que م‎ est une fonction 
donnée de x,y,z dans l'espace E, et nulle en dehors. La masse totale 
О est aussi donnée, mais sa loi de répartition sur 5 ne l’est pas, cn sorte 
que А est une fonction continue de x, y, z qui est assujettie seulement 
à vérifier l'équation 


(9) | to =. 


Nous allons chercher à déterminer cette fonction A de manière que P 
acquière une valeur minimum. En vertu de l'équation (5), nous avons 


Pam | ره‎ (U + V) do. 
4"). 


La fonction sous le signe | étant une somme de carrés multipliée 
par l’élément de volume do, est essentiellement positive, et il en est de 
même de l'intégrale. La valeur de celle-ci est d'ailleurs inférieure à 
une limite fixe, d’après sa définition (8); nous admettrons donc qu’elle 
devienne un minimum, pour une certaine distribution Á de la masse Q. 

En second lieu, si l'on a égard à l’équation (4), on voit immédiate- 
ment que P peut aussi se mettre sous la forme 


Pe fv + 20) hdo + | Udo, 
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et comme le dernier terme ne change pas lorsqu'on fait varier la 
distribution de la masse 0, puisque р est donné ainsi que U, il suffit 


de calculer l'accroissement du premier terme lorsque Á varie, pour 
avoir la variation ОР du potentiel P. On a ainsi, Q étant donné, 


(a) 人 ¿de = 0, 


oP — | +3V + 20) +20 — (v + 2U) 44 


= (V+ 20) dhde + 3 «kde + | 3V-3h. de. 
5 8 5 
Nous observons que 
av (h + dh)de 606 _ dh. de. 
| u 一 и =/ ra 
dV est donc le potentiel d'une masse nulle (a), répartie avec une 


densité dh sur la surface 5. En appliquant à ce potentiel et à У l'équa- 
tion de réciprocité (3), nous aurons évidemment 


ev 一 V-¿h-de, 
S $ 


et si d'autre part nous appliquons à dV l'équation (6), nous verrons que 
JP peut se mettre sous l’une ou l’autre de ces deux formes 





(10) ap — ai (У +0J8h.de + | ду. Зе 
| $ $ 
др — U)dhde + E | As(8V)do. 
(11) af (V+ U)dhde+ E] AV) 


oh, et par suite ЗУ, peuvent être de grandeur finie. 

842. Si la densité h est telle que l’on ait, sur chaque point de la 
surface 5, VU = const , la valeur de P deviendra un minimum. 
En effet, l'intégrale 


(V +0) 3h. de = (Vv 4-0) | Shue = 0, 
S S 


en vertu de la relation (a). Comme le dernier terme de l'équation (тт) 
a une valeur essenticllement positive, ЗР est donc positif quelle que 
soit la variation dh de la densité, ce qui caractérise bien un minimum 
de Р. 1 


— 301 — 


Réciproquement, la condition V HU = const., doit être remplie 
pour que P soit un minimum. En effet, si У--0 variait sur la surface 
S, en désignant par Á une quantité constante comprise entre la plus 
grande et la plus petite valeur de У-НО, la fonction У  U — A aurait, 
sur la surface S, tantót des valeurs positives, tantót des valeurs néga- 
tives. Comme on a, par l'équation (<), | Adhds = 0, on peut écrire 


jp 一 al (V Y U—A) dhde + | SV -3hdo. 
S $ 


Prenons dh == رباء‎ e étant une constante positive, aussi petite que l’on 
voudra, À, une fonction encore arbitraire de x, y, z. Il en résultera 


ду 一 | chida = € hide o, 
сч 5 8 
У: étant un potentiel de grandeur finie. Donc 


oP = 2 | (VU — A) hyde + a | Vihide. 
S $ 








Dans le second membre, on sait que le dernier terme a une valeur 
essentiellement positive; le premier peut étre rendu négatif, si Гоп 
choisit la fonction А, de manière qu’elle ait, en chaque point de la 
surface 5, un signe opposé à celui de V + U — А au même point, tout 
en vérifiant la condition (<), 


| hide 一 O, - 
5 


се qui est évidemment possible d'une infinité de maniéres. Mais comme 
e est arbitrairement petit, on pourra toujours faire en sorte que le 
second terme de cP soit numériquement moindre que le premier, qui 
donnera son signe à OP. On aura donc SP < o, ce qui montre que P 
n’était pas un minimum pour la valeur de Á qui rend У HU variable 
sur la surface 5. La condition У عل‎ ][ = const. est donc, non seulement 
suffisante, mais nécessaire. 

343. Il n'existe d'oilleurs qu’une loi de densité Á qui satisfasse à la 
condition У عل‎ 0 — const. ou P minimum. Supposons en effet qu'il on 
existe une seconde, et soient # + n la fonction qui exprime la densité 
dans cette nouvelle distribution, У عل‎ « le potentiel correspondant de 
la couche superficielle, P’ le nouveau minimum de P. On a d’ailleurs 
nécessairement, d’après (a), 


5 - 0 هما م د لهسم 





VS de о ere :. 


一 502 一 
(ndo 0, om (7. 
8 s Y 


D’après l'équation (11), on a aussi 
P' 一 P 一 2 | (V 4-0) nde += Av. do, 
$ 47 ول‎ 


ou, puisque У 十 0 est constant sur la surface dans la loi de densité A et 
que | nde =o, 
р’ 一 р | До. do. 
47 Jo, 

Le second membre est essentiellement positif, comme on l’a déjà observé. 
Donc | 

р’ —РЪо. 
Mais le méme raisonnement peut s'appliquer en permutant les deux 
distributions, et on prouverait de méme que Гоп doit avoir 

Р—Р’>о. 


H faut donc, nécessairement, que l’on ait P = P’, et par suite 


| Av. do = 0, 


ce qui ne peut avoir lieu que si l’on a, en chaque point de l'espace inté- 
rieur ou extérieur à $, Ay 一 0, d'où 
dv ду до 
dr = O, dy = O, 02 
Le potentiel v de la couche superficielle de densité n est done nul en tous 
les points de l’espace. L'équation 


=0, v=const. =0. 


v 
tia 
applicable & la surface $, montre alors que y est nul en chaque point de 
cette surface, en sorte que la seconde distribution est identique & la pre- 
miére. | 
Nous concluons de tout ce qui précède ce théorème général : Étant 
donnés un système de masses actives fixes, el une quantité Q de matière 


agissante 4 répartir en couche superficielle sur une surface fermées, 
tl est toujours possible, et cela d’une seule manière, de répartir la masse 
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Q sur la surface 5 de telle manière que la sommey 十 U des potentiels de 
la couche et des masses fixes ait une valeur constante sur la surface $. 
Cette distribution est celle qui rend minimum le potentiel P de toute la 
masse agissante sur elle-méme. Ce théorème s'étend sans peine au cas 
où la surface $ se compose d'un système de surfaces fermées distinctes, 
mais la valeur constante У + U n'est pas nécessairement la même pour 
les différentes surfaces. 

344. Dans le cas particulier ой les masses М et leur potentiel U se 
réduisent á zéro, on a simplement 


p=| Vhdo. . 
S 


La condition У + U = const. se réduit à У = const.,en sorte que la sur- 
face 5 est une surface de niveau du potentiel У, et d'après un théorème 
établi (328) У sera aussi constant dans tout Гезрасе enveloppé par la 
surface S. Donc on a ce théoréme, cas particulier du précédent : 

Etant donnée une quantité Q de matiére active el une surface fermée $, 
il est toujours possible, et d’une seule manière, de répartir cette masse 0 
sur la surface $ de façon que le potentiel У de la couche ait une valeur 
constante À sur la surface elle-méme et dans son intérieur, et dans cette 
répartition l'intégrale 


| Vhdo, 
$ 


c’est-à-dire le. potentiel de la masse sur elle-même, aura une valeur 
minimum. | 
Remarques. — 1. La constante А ne peut étre nulle, car d'après les 
théorèmes démontrés (828, 329), le potentiel У serait nul dans tout 
l'espace intérieur et extérieur à la surface S, et Pon aurait, en chaque 
point de S, 
OV OV 
on? On’ 
la densité serait nulle en chaque point, et Q serait nul, ce qui est contre 
l'hypothèse. 
II. La densité Á a partout même signe, саг У étant constant dans l’in- 
térieur de S, on a 


o, d'où h=o, 


ov , т OV 
ول حم د‎ dou h=--——> 
дп 4п дп 
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et nous avons démontré que, $ étant une surface de niveau que Гоп 
peut regarder comme enveloppant toute la masse active, У varie partout 
dans le méme sens lorsqu’on s'éloigne de la surface sur la normale 
extérieure. Donc, OV : dn’ a partout le même signe, ainsi que Й. 

Ш. Il suit de la remarque 1 que l’on peut, en disposant convenable- 
ment de la quantité Q, faire acquérir au potentiel A telle valeur que l’on 
veut sur la surface. Car si l’on multiplie la densité В par une constante a, 
la masse Q deviendra aQ, et le potentiel deviendra 


| ahdo _ ау, 
си 
donc А sera remplacé par «A. On peut donc choisir la masse Q de 
maniére & élever le niveau potentiel de la couche & une valeur donnée. 
345. Démontrons maintenant les deux théorémes de Gauss. Sup- 
posons d’abord une surface fermée S, en dehors de laquelle se trouvent 
des masses données М de densité р et de potentiel U. On pourra toujours, 
d’une seule maniére, répartir sur la surface S une quantité donnée Q 
de matiére active, de telle sorte que la différence У — U du potentiel de 
la couche et du potentiel des masses données soit constante pour tous 
les points de la surface S. Ceci est une conséquence du théoréme du 
n° 343 : il suffit de concevoir que l’on remplace chaque élément pda 
de la masse fixe M par un élément de masse égale et de signe contraire 
— pdw, ce qui donnera un potentiel — 0, et d'appliquer le principe 
rappelé. On sait, de plus, que cette répartition est unique et rend 


minimum l'intégrale (У — 2U) hdo. 
5 





Mais le potentiel У — U étant constant sur la surface $, qui n'enve- 
loppe aucune portion de la matiére active, est aussi constant dans 
l'intérieur de S. On aura donc, en chaque point de cet espace, 


ov 00 OV 00 ov QU 
dn an’ dy dy’ de Or 
De lá le premier théorème de Gauss : Étant donné un système de 
masses actives fixes M el une surface fermée $ qui ne renferme aucune 
de ces masses, il est toujours possible, d'une seule manière, de répartir 
sur la surface S une quantité donnée Q de matière active suivant une 


loi telle que l’action de cette couche, sur un point quelconque intérieur 
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4 $, coïncide en grandeur et en direction avec celle des masses M sur le 
méme point. 

346. Supposons, en second lieu, que la surface fermée S enveloppe 
au contraire toutes les musses actives M. On démontrera de la même 
manière, en remplaçant chaque élément pd par une élément de masse 
égale et de signe contraire — ро, et en appliquant le théorème du 
n° 344, qu'il est possible, d'une seule manière, de répartir unc masse 
donnée Q en couche superficielle sur la surface S, de telle maniére que 
l'on ait, en chaque point de cette surface, 


V—U= À, 


V étant le potentiel de la couche et À une constante. De plus, on 
pourra, par un choix convenable de la quantité Q, réduire cette constante 
А`а zéro. En effet, d’après la propriété établie (844, III), on peut cou- 
vrir la surface $ d’une couche dont la masse Q’ soit choisie de manière 
que le potentiel de cette couche ait, sur toute la surface, une valeur 
constante donnéc — А. Superposons, en chaque point de la surface $, 
la densité h’ de cette couche à la densité A de la première : nous forme- 
rons une nouvelle distribution dont le potentiel У’ aura, sur la surface, 





la valeur 
vm (ET den va, 
би 
et satisfera, par conséquent, à l'équation 
v’—U=o. 


Ainsi, par une répartition convenable de la masse Q + Q’, on réduit 
а zéro, en chaque point de la surface, le potentiel de la couche formée et 
de la masse — М. Mais comme cette surface 5 enveloppe toute la masse 
active Q + Q' — М, ce potentiel est nul aussi (328) sur un point quel- 
conque de l'espace extérieur, et Pon a, par suite, 


_ и ov’ QU ev’ AU OV’ Ov 
0x Ox’ Oy ду’ Oz ox. 

Donc: Étant donné un système de masses actives М el une surface 
fermée $ qui les enveloppe enliérement, Ц est toujours possible d'une 
seule manière, de répartir sur la surface $ une quantité de matiére active 
convenablement choisie, de façon que la couche ainsi formée et le 


système М aient méme potentiel, el par conséquent méme action sur un 
55 


У’ 
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point quelconque de l'espace en dehors de $. De plus, la masse de la 
couche est alors égale à la somme М des masses actives, car si Гоп consi- 
dére une surface 2 enveloppant la surface S, et si on lui applique l’équa- 
tion (A) du n° 333, on aura | 


д (У’— 0; 
Y 
Mais on a, en chaque point de l’espace entre $ et У, У’ عد‎ U, l'inté- 


grale est nulle, donc 
Q+0=M. 

Les théorémes de Gauss s'étendent au cas oú, au lieu d'une surface 
fermée S, on donne plusieurs surfaces fermées disjointes, avec certaines 
modifications. 

347. On a établi (344) qu'il est toujours possible, d'une seule 
maniére, de distribuer une masse donnée Q sur une surface fermée S 
de telle facon que le potentiel У de la couche ainsi formée soit constant 

sur la surface, et par suite dans son intérieur. La surface S est donc une 
surface de niveau relativement au potentiel У, c'est pourquoi la couche 
active qui jouit de la propriété énoncée s'appelle une couche de niveau. 

Si Pon multiplie par un facteur constant À la densité h en tout point de 
la surface, la masse et le potentiel de la couche deviendront respective- 


ment 


) tdo — 20, | ay, 


le potentiel restera donc constant sur la surface $ et la nouvelle couche 
sera encore une couche de niveau. Réciproquement, si le potentiel varie 
dans un rapport constant A sur toute l'étendue d'une surface de niveau, 
ce ne peut étre que par la variation dans le méme rapport de la densité 
en chaque point de la surface, car il n’existe qu'une seule distribution de 
la masse active qui réalise un potentiel donné sur une surface fermée. 

348. Le probléme de la répartition d'une masse donnée en couche 
de niveau sur une surface donnée présente, en général, de grandes 
difficultés, mais il y a un cas ой la solution est trés facile. Supposons que 
l’on connaisse le potentiel U d'un système de masses données M, et une 
surface de niveau 5 relative à ce potentiel, enveloppant entièrement les 
masses M. Cherchons á répartir sur la surface S une couche dont le 
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potentiel Y soit égal á celui des masses M pour tout point de S ou exté- 
rieur à $. Sur la surface, on devra avoir У =U, et comme U est constant, 
il en sera de méme de У, dane la couche sera une couche de niveau. 
Le potentiel У sera donc constant dans tout Pespace enveloppé par $, 
et Pon aura 


D'autre part, У étant égal à U en tout point de l’espace extérieur, on 
aura en chaque point de S 


ду au 
дя’ дя’ 
L’équation (G) deviendra done 
90 1 OÙ 
بيرج‎ — 458, (12) А — — ا‎ 


Or, U est connu, par hypothèse. Cette équation fera donc connaître la 
densité م‎ en un point quelconque de la surface donnée. 

On voit par là que la connaissance du potentiel d’un système de 
masses données permet de trouver une infinité de solutions du pro- 
blème des couches de niveau. De plus, on sait et il est facile de vérifier, 
par l'équation (12), que la masse de chacune de ces couches sera égale à 
la masse totale M, mais on pourra lui attribuer une valeur arbitraire en 
faisant varier la densité dans un rapport À, comme on l’a vu plus haut. 
Enfin, d’après le théorème du n° 845, chacune de ces couches de niveau 
aura, sur un point extérieur quelconque, uu potentiel égal à celui des 
masses données M sur ce point; les surfaces U = const. seront donc des 
surfaces У == const., d'où il suit que 

Les surfaces de niveau, relatives au potentiel V d'une quelconque des 
couches de niveau formées sur les surfaces de niveau qui enveloppent la 
masse M, se confondent avec les surfaces de niveau relatives au potentiel 
U de ces masses. 

849. Nous pouvons même résoudre un problème plus général. La 
surface de niveau S renfermant une partie M, de la masse active M, 
tandis que la partie M, lui est extérieure, soient U:, Us les potenticis 
respectifs de ces parties; U— U, سل‎ Us. Si nous couvrons la surface 5 
d'une couche Q telle que son potentiel У soit égal à U, sur chaque point 
de la surface S, on aura aussi У: == U, sur tout point extérieur à la sur- 
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face, d’aprés le théoréme démontré au n° 329. Mais sur la surface on а 
U= О, + ولا‎ = const. => A, 

par hypothèse, donc U, = А —U,, donc aussi У =A —U,. | suit 
de là que le potentiel du système (0, Me) formé de la couche et de la 
masse extérieure Ma est, sur la surface S, égal à 

V+U:=A, 
donc constant; il est, par suite, constant dans l'intérieur de S, qui ne 
renferme aucune portion de la masse (Q, Ma). Donc, en chaque point de 
cet espace, опа 

У =А— Us. 
Il suit de là que la couche répartie sur la surface de niveau $ exerce, sur 
les points extérieurs, la méme action que la masse intérieure Ми, ct sur 
les points intéricurs, une action égale el opposée d celle de la masse exté- 


rieure Ma. 
De plus, on a évidemment, d’après ces relations, 


OV QU, OV 90. 00. 


дп’ д’ On On д’ 
d'oú 
JU, 
в т мы) = 4T on + an) 
ou 
1 OÙ 
= пд. 


L'équation (12) donne donc encore la loi de densité dans ce cas, mais 
couche Q n'est plus une couche de niveau. 

350. On appelle points correspondants, sur deux surfaces de niveau, 
les points où une même ligne de force rencontre ces surfaces. Considé- 
rons deux surfaces de niveau $; et $, relatives au potentiel U d'un 
système de masses M, do, un élément pris sur la première, de: Pélé- 
ment découpé sur la seconde par le canal infiniment mince engendré 
par une ligne de force qui s'appuie sur le contour de ds,. Appliquons 
l'équation (A) à la surface fermée formée par le canal et les deux élé- 
ments correspondants ds,, dos. La partie de l'intégrale 
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‚ qui se rapporte á la surface du canal est nulle, puisque, pour chaque 
élément do de cette surface, dn est tangent à une surface de niveau où U 
est constant. L'équation se réduit donc, q désignant la portion de masse 
active comprise dans l’intérieur du canal, à 


à (2) 
où)" Na) 1 


On sait que l'action en un point est normale à la surface de niveau 
en се point ct mesuréc par la dérivée du potentiel suivant cette normale. 
On voit donc que la différence des actions. que le système M exerce sur 
les éléments correspondants de deux surfaces de niveau est égale à la 
portion de masse active comprise dans le canal orthogonal qui réunit ces 
deux éléments, multipliée par — 47. Si les surfaces fermées Si et S: 
enveloppent la totalité de la masse M, q est nul, donc 


90 90 
(13) anv) des = © pe 


Les actions sur les deux éléments correspondants sont donc égales. 
Concevons maintenant que l’on distribue sur ces surfaces fermées 
Si et S. des quantités arbitraires de matière active, 


Q: = А.М, Qs = AM, 


de maniére & former, d’aprés la formule (12), deux couches de niveau 
С: et Cs. Les densités Йа, ha sur ces couches seront 


в (57). = (0 
at \On’ ب[‎ 


mais l'équation (13) donnera 
hide, _ hyde, a hide, № و0‎ 


м As 0 hades — À — Os ١ 

C'est-à-dire que deux éléments correspondants des deux couches de 
niveau renfermeront des quantités de matiére active qui seront dans le 
méme rapport que les masses des deux couches. 

De plus, si nous désignons par U le potentiel des masses M, par Vi, У, 
les potentiels respectifs des deux couches de niveau sur un point exté- 
rieur quelconque, on aura, d'après le théorème déjà rappelé (348), 


У, = А, U, У! == Аз 0, 











dod 
ou ду _ à 90 
ЗЕМ ах, 
d’où 
:加 一 Qi Qs, 





et de même pour les autres dérivées. Il en résulte que deux couches de 
niveau exercent, sur un méme point extérieur, des actions de même 
direction et proportionnelles à leurs masses. 

Enfin, les équations 


у = AU, Que AM 
donnent 


quantité indépendante de la constante .رذ‎ Donc le potentiel d'une couche 
de niveau sur un point extérieur P, divisé par la masse de la couche, 
donne un rapport qui reste le méme quelle que soit celte couche. 

351. Applications. — La masse active réduite à un point de masse p 
admet comme surfaces de niveau des sphères dont ce point est le 
centre; les couches de niveau ont une densité constante. Ce cas est 
trop simple pour nous y arrêter. 1 

Pour aborder le probléme de deux centres d'action, rappelons d'abord 

une propriété du cercle. Soient (fig. 128) 
O le centre, В le rayon; A, A’ deux 
points sur une méme droite partant du 
centre, et tels que Гоп ай 


OA X OA’ = R*; 
ces points sont conjugués. Joignons un 
point М de la circonférence aux points 


Fig. 128, A, А’; les triangles OAM, OA'M ont 
Vangle en O commun, la relation ci-dessus donne 
OA OM 
一 一 一 一 ， 
OM O4 
ces triangles sont semblables. Donc 4° on a encore 
AM OA 


aM OM’ 
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le rapport des distances de chaque point de la circonférence d deux points 
conjugués est constant ; 2° les angles OMA, ОА’М sont égaux; de méme 
les angles OAM, OMA’: les rayons menés des points conjugués A et A’ d 
un même point de la circonférence font avec la normale en ce point des 
angles réciproquement égaux à ceux qu'ils font avec la droite OAA”. 
Si donc on pose 
AM=u, A/M=u’, AA'=0, 4310 ,نو 4310 ,ب ع‎ OA:0M=k, 

on aura les relations 


u’ cos ب‎ — и cos ф’== д, пей. 

Cela rappelé, soit une masse active composée de deux masses и, — р’, 
concentrées en deux points А, А’. Le potentiel U de ce systéme est 
donné par la formule 

u ete 


u 24 


Les surfaces de niveau ont pour équation 
р 


и const. 


Celle qui répond á une constante nulle 
в “ 
IAS 00 > 2 

est une surface de révolution autour de AA’, dont la génératrice est un 

cercle ayant A, A’ pour points conjugués; donc, une sphére dont le 


centre est en O, sur AA’, et déterminé par les relations ' 
OA=kR, OA’=R:k, OA’ — ОА =0. 

Pour déterminer la densité № d’une couche répartie sur cette sphère, 
de manière que la couche agisse sur un point extérieur comme la 
masse placée en A, et sur un point intérieur comme la masse 以 
placée en A’, nous appliquerons la méthode du n° 349. L'équation (12) 
nous donnera 

м ти 9 
А т ثن‎ дп’ иди’) дп (= SEPT со 


Mais on a 


d'où 


ou enfin 


h==. 


Cette équation donne la solution du problème : Jl faut que la masse 
soit répartie sur la sphère de telle manière que la densilé varie en raison 
inverse du cube de la distance au point intérieur A. 

353. On déduit facilement de lá les surfaces de niveau relatives au 
potentiel d'un système de trois points en ligne drdite, 4, С, A”, dont les 
masses sont dans un certain rapport. On peut toujours construire deux 
cercles, de centres A et A’, se conpant à angle droit, là corde d’inter- 

section rencontrant la droite AA’ en 

С (fig. 129). Soient В, В’ les rayons 

des cercles, № la demi-corde d'inter- 

section; admettons que les masses 

en A, A’, С soient respectivement 

représentées par les nombres В, В’, 

— h. On voit immédiatement par les 

propriétés des triangles rectangles 

ag. и. que les points A’ et С sont conju- 

gués relativement au cercle de centre A; les distances м’, м” de ces 

Points, á un point quelconque М de cette circonférence, vérifient done 
la relation 

2 Rp 0 
wae, d'où Ао 

c'est-à-dire que le potentiel du système des deux masses А’, С sur un 

point quelconque de la sphére de centre A et de rayon R est nul. Celui 

de la masse A sur cette même surface sphérique est constant, égal à 

В: К = 1. Done cette sphère est une surface de niveau relativement au 

potentiel du systéme des trois masses A, A’, C. Il en est de méme de la 

surface sphérique de centre A’ et de rayon В’. En conservant du système 

des deux surfaces sphériques la partie seulement qui serait visible du 

dehors si elles étaient opaques, on aura une surface fermée, qui sera 

une surface de niveau relative au potentiel de trois points placés dans 
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son intérieur, et à laquelle on pourra appliquer la méthode du n° 348. 

353. Considérons encore les couches de niveau sur un ellipsoide à 
trois axes inégaux. La solution se trouve d’unc manière indirecte, mais 
très simple, en ayant égard à cette propriété de l’ellipsoïde, facile à 
démontrer : Si Pon joint deux points quelconques M et М’ de l'ellipsoïde 
par une droite, les prolongements de celle-ci font avec les normales 
extérieures en M et М’ deux angles y et y’, dont les cosinus sont entr’eux 
dans le méme rapport que les distances р et р’ du centre aux plans tan- 
gents en M et М’; 


cosy =p 
(E) cosy р’ 





Cherchons done la loi de densité А, sur l’ellipsoïde, telle que les masses 
hde, h'de’ de deux éléments de la couche, compris dans un même cône 
infiniment étroit qui a son sommet en un point quelconque P intérieur à 
Pellipsoide, exercent sur ce point des actions égales et contraires. 
Appelons de l’ouverture du cône, м et м’ les distances respectives des 
éléments do, do’ au point P. La propriété demandée s'exprime par 
l'équation 

hde  h'do’ 
CRT 
Mais on a, d’après une remarque déjà faite, 


cosy de’ cosy’‏ عل 


? 
ut и” 


de = 








donc, l'égalité devient 
h h’ o h cosy p 





cosy cosy’ h' cosy’ р’ 


d’après l'équation (В). On a donc, les éléments de et do’ étant quel- 
conques, 


й № 
> p const, = k, 


comme condition nécessaire et suffisante de la propriété énoncée. On 
déduit de lá 

h 一 Ap 
pour la loi de densité cherchée, de laquelle il résulte que l’action de la 
couche sera nulle et son potentiel constant sur tout point intérieur á 
Vellipsoide. Ce sera donc une couche de niveau, et comme, pour une quan- 
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tité donnée de matiére active, i] n'existe qu’une seule distribution satis- 
faisant á cette condition (344), on a ce théoréme : Pour qu'une masse 
donnée, distribuée sur la surface d'un ellipsoide 4 trois axes inégauz, 
ай un potentiel constant sur la surface et dans son intérieur, la condition 
nécessaire el suffisante est que la densité varie, sur la surface, comme la 
distance du centre au plan tangent. 


CHAPITRE XXVIL 


ATTRACTION ET POTENTIEL D’UN ELLIPSOIDE HOMOGENE. 


354. On pourrait facilement déterminer les surfaces de niveau rela- 
tives au potentiel d'une couche ellipsoidale et en déduire l'action d'un 
ellipsoide homogéne sur un point intérieur ou extérieur, mais nous pré- 


férons suivre, pour la solution de ce célébre probléme, la méthode 
proposée par Gauss. 


Rappelons d'abord que si, x’, y”, “ع‎ étant les coordonnées d'un point 
quelconque d'une surface, on met I’équation de cette surface sous la 
forme 


х’= (р, 9), y =fip. q, == fr (р, q) 
‚ pet q désignant deux variables auxiliaires, et si Гоп pose 
dz’ = Adp ل‎ 209 dy’ = udp + и’, dz’ = vdp + v'dq, 
l'élément de surface prendra la forme 
do = dp dq y (uv — vu? + (vX — dv’ y + (Ap! 一 uN y (1). 
Prenons un ellipsoide 
q)? y” gz" 
¿Tata 
son équation pourra s'écrire 
х’ = بن‎ 008 7, y =fsinpeosq, z'=ysin p sin q, 


et l’on voit sans peine que les courbes р == const. sont les sections par 











(1) Couns p’Anatysz, Ch. XXXVII, ex. 7. 
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des plans normaux à Гахе a; les courbes q = const. les sections par des 
plans passant par l'axe y. On a d’ailleurs ici 
A =— asin p, pp عت‎ В с08 р cos q) v=yCos p sin q, 
Y روخ‎ pp =-—fsinpsinq, v =y sin p cos q. 
On trouve, en substituant dans l'expression de de ci-dessus, 


de = sin pdpdq y P*y* cos’ р + ya? sin? р cos’ q + a?f? sin? p sin? q, 


. ou 


хВу sin pdpdq 
(3) do = EY POP, 


en désignant par 
a’? y, y -4 
P — ALA 
НЕ 
la distance du centre au plan tangent en (x', у’, 2”). 

355. Pour calculer la composante X de l'action de l'ellipsoide sur un 
point P(x, y, 2), nous emploicrons la formule (8) du numéro (822), 
qui se réduit, p étant constant, á 

X= pl cos nado 
u 
On peut aussi, en transformant la formule d’Ostrogradsky en coor- 


données polaires et plaçant l’origine des rayons vecteurs au point 
sollicité P (1), mettre X sous la forme 


cos ux cos nudo 
$ “ | 
que le point P soit extérieur ou intérieur à la surface S. Pour le cas de 
lellipsoide, où Pon а 
o р ? . 
cons", de = Py inpdrdy 
4 P 


X — 10 où ual = 
fs 


la première expression devient 
3x PT sinpcospdpd 
(4) | X 一 一 号 | (pepe 


les limites o et ع‎ relatives à р, o et 27 relatives à y, sont déterminées 


(1) Voir la note IT, où l’on posera U = cos us dans la formule (2) ou (3), selon 
que P est extérieur ou intérieur, et on observera que U, = 0. 





١ — 316 — 
par la remarque faite ci-dessus sur les lignes р = const. et y = const. 
Dans la seconde expression, si Гоп remplace do par sa valeur (3), 


cos wx et cos nu par les valeurs 


e —a _ =|* (x! كب‎ (y 24260), 


? 608 2006 د‎ — e В у 





cos ux == 


on aura sans peine 
(5) x - رهم‎ ("= 元 | EI 498) у, —9) 4262 = 122 | sin dp ag. 


356. Cela posé, si nous faisons 
Ki Ye 
X Y 2 pay’ 
l'équation (4) nous donnera 
2X, —— (rip 


u 





(6) 


Concevons que l'ellipsoide varie en restant homofocal à lui-même, c'est- 
à-dire que x, В, y varient en satisfaisant aux équations 

xs — y = kz, pr —y == للم‎ 
k et k' étant des constantes; en sorte que l’on aura 
(=) | ada == 686 == yoy. 
Nous considérerons comme correspondants, sur les ellipsoides homofo- 
caux, les points qui répondent aux mémes valeurs de р et de q, en 


sorte que nous aurons 
dx’ == cos pda, y’ =sin م‎ cos 938, dz’ == sin р sin 997, 
иди == (х’— x) dx’ ل‎ (у’— y) dy’ + (2 — 2) dz’ 


= G — =) + (y У (z’ — 2) 5] ada, 
et par suite, 
д. «Ха = (| sin pcos p dpdq. Е: 


deviendra 


adX ل‎ Хада = да \\ فيد‎ G DE + (y + ec 一 55 
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Retrachant de cette expression la valeur de X, donnée par l’équation (5) 
et multipliée par da, nous aurons 


адХ, = | G — (نه‎ + (y —y + _ D | sin p dp dq 


us 


_ да (( 005 nu sin pdp 44 _ _ 06 ) cos mudo 
\( Pu? ay | мо 


Mais on déduit de la formule d'Ostrogradsk y 
人 cos nu do __ 
8 


O, 





— 4% 
suivant que le point (x, y, رع‎ est extérieur ou intérieur à S(!). Donc : 
1° Si le point P (x, y, z) est extérieur à l’ellipsuide, on a 0X, =0 et 
X: reste constant; 
2° S'il est intérieur, on a 


5 ax, 一 ¿mada 


De lá découle la conséquence suivante : si le point P est exté- 
rieur à l’ellipsoïde, X,, ¥:, Z restent constants quand on remplace 
Pellipsoide par un ellipsoide homofocal. On en conclut que pour deux 
ellipsoides homofocaux dont les demi-axes seraient respectivement 
а, В, y et a’, В’, y”, les masses М et М’, les densités р et р’, les compo- 
santes de l'action sur un méme point extérieur P satisferaient aux 
équations 

Xx Y Е рабу M 

Donc: Deux ellipsoides homofocaux et homogénes exercent sur un 
méme point exlérieur des actions de même direction, et proportionnelles 
0 leurs masses; c'est le théoréme de Maclaurin. 

357. Supposons d’abord le point intérieur ; remplacons dans la for- 
mule (7) qui se rapporte & ce cas, 0 par d, et ayant égard aux relations 


(=), nous aurons 


dX, =411 一 二 一 471 7 E 


287 





(1) Note II, formule (4). 
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Pour calculer l’action d'un ellipsoide homogène dont les demi-axes 
sont a, 6, с, nous poserons 


a —y ==? — 63 = k?, 6? —y = 6 — с* =", y=3> 


d'oú il viendra 


2 2 cdt 
мен, Pak, dy 


ou encore, en faisant o 
22%, Ki 一 202, 


co), aS +8) 


et par suite, 


2 
dX, = — 4% at 


sat). rad‏ .> ثم 
(I 十 221091 (1 А”‏ 

Intégrons, et observons que dans la formule (6), si Гоп fait croitre 
indéfiniment x, et par suite В et y, l'intégrale double qui figure au 
second membre conserve nécessairement une valeur finie. Done X4 а 
pour limite zéro; donc X, est nul pour y= © , et nous aurons la valeur 
de X, qui se rapporte à y =c en intégrant la valeur de dX, depuis 
y =00 jusqu'à y م جح‎ ou depuis ¢ =o jusqu’à t= 1. Un calcul sem- 
blable s'applique & 

ФУ! 40 q ary 7% » dl =4T2 a , 





et enfin, X, Y el Z s’obtenant en multipliant Ха, Yi, Z par pabc, on 
aura les formules 








Хх — — 4708 ب‎ ١ de ., 
ами а +0) 
Y = _ 4траб ft tide 
(8) с? y Le + даа) (т + x} 
Z = __4mpab, (' a . 
\ c? O (1 十 20) (1 + 10} 


On remarquera que À, A’ et par suite X, У, Z ne dépendent que des 
rapports © : c, b:c, d’où Гоп conclut que deux éllipsoides homothéti- 
ques, concentriques el homogènes exercent sur un méme point intérieur 
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des actions de méme grandeur et de méme direction, en sorte que la 
couche ellipsoïdule comprise entre leurs sur faces est sans action sur un 
point de sa cavité interne. 

358. Supposons maintenant le point P extérieur. Par ce point, 
faisons passer un ellipsoide (а’, 6’, с’) homofocal à (a, 6, с), en sorte 
qu'il faudra poser 

a — с’ ع‎ а* — (1 =k? — : 1202, bac = 61 — ct = "161, 


et soit X’ la composante de l’action de cet ellipsoide, supposé de densité 
p, sur le point P. D'aprés le théoréme de Maclaurin, on a 


abc 
E apt 
et X’ est donné par la première des formules (8) qui s'appliquent 
évidemment á un point sur la surface. Posant 


À, 一 一 À, À = 7 A’, 
С с 
on а ainsi 
abc ft ede 
Х = — م47‎ 一 7 Xx ( а. , 
or 十) 人 e 


ou encore, еп faisant 








. و6 — حب وج جح 
с с‏ 
و2 et opérant de même pour У,‏ 
2/1 6 
хи, | -一 -一 1?‏ 
doo‏ 
y 4npab fs v'dv‏ 
с? ١ ant RUES‏ ‹ )9( 
о (т-{- Av)? (1 + 2'20*)2‏ | 
2 £ 
ии, | ve | —‏ 7 | 
о (ти (1 + 1855‏ 


On voit que ces formules пе diffèrent de (8) que par la substitution de 
la limite e à Vunité. Cette limite est déterminée par 1 quation 


tata I ou ела рии + ео, 
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qui exprime que la surface (a’, 6’, с’) passe par le point donné Р; es sera 
la racine positive de cette équation. 

359. Nous déduirons encore des formules (8) la valeur du poten- 
tiel У de Vellipsoide homogène sur un point intérieur. Dans ces 
expressions de X, Y, 2, les coefficients de x, y, z, sont des constantes ; 
on a donc 


OV OV 
az 2Ах, 0y 一 2Ву, дя 2 
d’où 
У = Az? + By? +Cz? V,, 


У. étant une constante qui représente le potentiel de l’ellipsoïde sur son 
centre. Remplaçant À, B, C par leurs valeurs, on a sans peine 


_ _ 2mpab (1 a? у 1 vido | 
пита rta ar 


Pour trouver V。 nous transformerons encore l’expression 


E “ E 


190 eo == U cos nu de (1) 
la 0 | u? 


en posant U == $ u*, et nous aurons 


par la formule 


Va Él cos mu de == —Él P do 
2/5 25 и 、 


360. Cette valeur de У, se réduit facilement à une intégrale simple, 
mais nous ne ferons la transformation que pour le cas où l’ellipsoïde est 
révolution autour de Гахе 2c, que nous avons supposé le plus petit. 
Dans ce cas, Pon a 


a=b, Y ولد‎ a=cey1+4*, Pdo == ae sin р dp dq. 
Rien n'empéche de poser ici 
x' =asinpcosq, y =asin psinq, 2% =ccosp, 


ce qui ne change rien à la valeur de do. Il viendra 
И Ly’? + 2035 حت‎ ya sin? p + ct cos? p=c Y (1 + À?) sin? p+ cos! p 


(1) Formule (2) de la note и. 
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ou 
22 
一 "YI 十 人 / 5 Oe Ps | 
d’où 


пра? (< sin p dp 
р / 2 2 
5 十 4 o À / 1 — —^ чер 
1 +2! 
et en effectuant l’intégration, et éliminant a, 
(1 + À?) arc tg A. 


Remplacons de méme a, b, y par leurs valeurs en À et c dans les équa- 
tions (8) et abservons que 


1 tdt т (1 di À — arc tg À 
ml (0) 


|" _ Adi nr, а ст aretgh 
o(1 At)? 22 ١ (Hs) 21-2) 248 | 
et nous aurons enfin les formules suivantes : 


У. = 


V 一 np 





1 
(11) (Y == — amp (1 +2) НИ 


que — 4 EEG — are tg 2) 2. 


En substituant dans l’équation 
У = Ах? + By? + Cz* + Vo 


les valeurs de V,, A, В, С qui résultent de ces formules, on aura pour У 
la valeur 


(12) V= mee [ve arctg A A 6 tg 4 一 : iH) — 2? (A—arctg | 。 


Les formules (11) et (12) donnent les composantes de l’action et le 
potentiel d’un ellipsoïde de révolution aplati et homogène sur un point 
de son intérieur. La valeur de V est celle dont nous avons fait usage au 
numéro 289. 








36 
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NOTE PREMIERE. 


SUR LES CONDITIONS POUR QU'UNE EXPRESSION SOIT UNE 
DIFFÉRENTIELLE EXACTE. 


a. On a démontré (Covas р’Ам., 403) que si ووم‎ ps sont des fonctions de 41, да. 
il faut el il suffit, pour que l'expression p,dg, + pedg, soit une différentielle exacte, 
que Гоп ait identiquement 


a да. Oa” 
Généralisons ce théorème. Pour que 1 
(2) Padgs 十 padgs 十 psdqs, 


Pay Ps étant fonctions de q,, Ys, Ys» soit une différentielle exacte, il faut d'abord,‏ روط 
évidemment, que Гоп ait identiquement‏ 


др, _ dm др, pe dpe _ Ope, 
9) д Og.” д On.” Os ды, 
il reste à faire voir que cela suffit. En vertu de la première condition, si l'on considère 
qs comme constant, psdq, + Padga est une différentielle exacte dV, par rapport à 
41, Ya; cherchons s’il existe une fonction У de رربو‎ qa, gs qui ait pour différentielle 
totale l'expression (2). Elle ne pourra différer de У, que par une fonction de gs, et 
l'on aura 


y av ov | 
= Vi + $ (9s), يوق ,وق‎ ГР) مح‎ 


d'oú 
po Ova 
9 (وو)‎ = Ps — بج‎ . 


Il est donc nécessaire et suffisant, pour que (gs) existe, que le second membre ne 
dépende pas de رربو‎ qa. Or, on a 


4) OV: مم0‎ 0 OV, Ops Op: 


d’aprés la seconde condition (3). On verrait de méme que cette expression ne dépend 
раз de gs. Les conditions (3) sont donc suffisantes. On verrait de même que la règle 
s'étend á un nombre quelconque de variables indépendantes, et que la condition 
nécessaire et suffisante pour que 


Pa dq, + وم‎ dqa + +++ pa don 
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soit une différentielle exacte en q,, 2; ... qn, c'est que les fonctions روط‎ Pa, ».. pn Véri- 
fient les identités 


Op, Op 
(4) da да (1 k=1,2...1), 


qui sont en nombre # (n — 1) : 2. 

9. Supposons qu'au lieu d’être données explicitement, les fonctions py soient défi- 
nies par un système de в équations 
(5) Ha (sy ... Qs Ра»... Pn) =0, 了 =0, ... Ни =O. 

On aura en général, r et s étant deux des nombres 1, 2, ... я, 

Cr | y OMe Ope _ 
д% * + 0p 096  ? 
OH, > ded 0H, дРь | 
“бы Ра pr би > 
0 ' дн, 08, 
d'où, multipliant respectivement par op , on et retrapchant, 
08, OH, OH, OH, y OH, OH, дв, дн, Ope _ 
д: Ops ды 0% à \ Op; Op OP dpi) Oe 
Faisons dans cette équation i = 1, 2, ... n et ajoutons, nous aurons évidemment 
(Br, B,)+ 22 (o انك‎ дн, \ de =0 
i k \ др 0px  0Px On, / Og; 

Dans cette double sommes toutes les dérivées Opx : Ogsont k= ou k diffèrent de в. 
Dans le premier cas, le coefficient de la dérivée s'évanouit identiquement; dans le 
second, il y a un autre terme affecté de la dérivée Ops: дак pour lequel le coefficient 
est égal, mais de signe contraire, en sorte que l'équation peut s'écrire comme suit, en 


désignant par 5 une somme qui s'étend & toutes les combinaisons différentes des 


nombres 1 
$=1,4,... My k= 1,2, ‚ео Me 


дн, дн, OH,0B,\ (dp, dps 
6 rs 8,(+ 8 Ops Opp دم‎ %.) Ca de 
Cela posé, pour que l'expression 
Pa 44: 十 … + Pn dqn 


soit une différentielle exacte, les valeurs de p,, ... Ри étant fournies par les égalités (5), 
il faut, d'après la règle (4), que l'équation (6) se réduise à 


1 (Hr, Hs) — و0‎ 
ce qui denne я (я — 1) : 2 relations auxquelles devront satisfaire H,, Ba, ... Hn. 
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‚ Réciproquement, si l’on a entre deux quelconques des fonctions H,, Ba ... Ня la 
relation 
(Br, Hs) = و0‎ 
l’équation (6) se réduira à 
4x \ On px Op Om) \ 09, On)” 


En donnant à y, s toutes les valeurs 1, 2,.. п, on formera un système dem (п — 1) : 2 
équations du premier degré par rapport aux я (п — т): 2 quantites 


(y) Ope Ре , 
1 09 0+ 


équations dont les seconds membres seront nuls, les coefficients étant de la forme 
o 08, 0H, 08,08, 
Ops px  Opx дру ' 


il en résultera évidemment que les quantites (y) seront toutes nulles ou que l’on aura 


Op, 0 
> = و‎ (%&=1,2,...п), 


ce qui est identique avec l'équation (4), à moins que le déterminent formé avec les 
coefflcients (3) ne soit nul. On peut établir que cette circonstance ne se présentera pas 
si les fonctions H,, Ba,... A, ne dépendent pas les unes des autres, mais nous renver- 
rons pour ce point spécial á notre mémoire Sur la fonction de Poisson (Annales de la 
Société Scientifique de Bruwelles, t. У). 


NOTE DEUXIÉME. 
SUR LA FORMULE D'OSTROGRADSKY. 


4. Cette formule, d'un grand usage dans la physique mathématique, a pour objet 
de transformer une intégrale triple qui s'étend à tous les éléments dw d’un volume A, 
en une intégrale double s'étendant à tous les éléments ds de la surface 5 qui enve- 
loppe ce volume, 

Soit U une fonction de x, y, z, supposée continue dans toute la région O. L'intégrale 


ou au 
— du = | dedya 
фея Sane 


se transforme en groupant les éléments de l'intégrale qui se rapportent à un même 
filet parallèle à l’axe des a, ou compris entre les plans y, у + dy, 3 et s + ds. Appe- 
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lons P’, P’’, P””, ... les points successifs où l'interseetion des plans y et z perce la 
surface 2; e',a”,a””,... les valeurs correspondantes de a; do’, ds”, dal!’ ... les 
éléments de la surface 5 compris dans le filet; ¢’, 5”, 5", ... les angles que fait la 
normale intérieure à chacun de ces éléments avec Гахе des æ positifs. La somme des 
éléments dont il s’agit aura pour expression 


=" QU =" 
aya ( LA LA — de Le = dy dz (— U + 0” — 07” 十 0" — ...), 
e Oo q" Ox 


D'ailleurs, dydz étant la projection commune des éléments de’, de””, ... sur le plan 
YZ, si Гоп observe que l'angle 5 est aigu ou obtus selon que la parallèle à l'axe des a 
entre dans l'espace Q ou en sort, on aura . 
dydz = do’ cos 5’ = — do!’ cost” = de "cos" و .. ح‎ 
et l'expression ci-dessus peut s'écrire 
— U' cos y de’ — U” cos 5'' 43’ 一 U cos de” 一 一 一 S U cos ¿do, 

$ désignant une somme qui s'étend à tous les éléments 4 compris dans un même 
filet. Le même raisonnement s'appliquant à tous les filets parallèles à l'axe des æ dans 


lesquels on a décomposé le volome Q, on a évidemment, en représentant par no 
. l'angle 5, 


OU — 
(1) ( = | U cos no do, 
a 2 
ce qui est la formule d'Ostrogradsky. On a de méme 


(5 (о ny de (or (о nz 0 
-一 do 一 一 cos n — de 一 一 cos nz de. 

2. La formule correspondante en coordonnées curvilignes orthogonales s'établit 
facilement (1), mais nous nous bornerons ici aux coordonnées polaires. La fonction U 
étant toujours supposée continue dans l’espace Q, supposons le pôle O placé hors de 
cet espace; décomposons Q en éléments do par des cônes d'ouverture infiniment 
étroite de et des sphères de rayon # ayant leur centre en O, en sorte que 

dos = u*du de. 


т 00 90 
(a do = | (sa de. 


En groupant tous les éléments de l'intégrale compris dans un même cóne élémentaire 
et désignant ici par 5 l'angle que fait le rayon w partant de O avec la normale à l'élé- 


Considérons Pintégrale 








(1) Voir aux Annales de la Société scientifique de Bruxelles, t, XIV, notre note sur 
Quelques formules d'un usage général, etc. 


ment de vers l'intérieur de ©, оп aura 


w au у" JU 
a | — du + de — du +... am de (— D + 0” — 0?” + ...). 
ww du git Ou 
D'autre part, comme & est aigu pour les éléments d'entrée de’, de’’’, ... et ebtus 
pour les éléments de sortie de’’, "تمل‎ , ... on a 


done, la somme ci-dessus peut s'écrire 





0" cos ¿de  U”’ cos &’’do/’ U eos ¿de 
— PTE ~ y? 一 一 一 S u? , 


$ s’étendant à tous les éléments de compris dans un même cône; on a done, en opé- 
rant de méme pour tous les cónes, 


( 10U U — 
(2) роке [ cos 


Ц faut remarquer que cette formule ne subsiste plus si le pôle O est dans l'inté- 
rieur de l’espace Q, le rayon vectcur м rencontrant en premier lieu un élément de 
sortie. Pour ramener ce cas au premier, on décrira autour du pôle O une sphère « de 
rayon infiniment petit «, et l’on appliquera la formule (2) à l'espace Q' compris entre 
a et Z, ce qui sera maintenant permis, 

Il faudra donc ajouter au second membre la même intégrale étendue à la petite 
surface о; or, on aura, pour cette surface sphérique, 


cosmu=1I, usa, de— 24, O =0.,. 
U, désignant la valeur de U au pêle, et par suite 


DO _ 
| 25 cos nude = U, 8 一 47U。 
в o 


A la limite, Q devient Q et l'équation (2) est remplacée par celle-ci : 





1 OU U — 
(3) Qu ды de = — 470. 一 ne 
En faisait U — 1 dans les formules (2) et (3), on trouve que, quelle que soit la sur- 
face Z, ona 
cos nu o 
(4) | de = 
z —4т, 


selon que l'origine O des rayons veeteurs est extérieure ou intérieure à la surface Z. 


FIN. 


